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Rappels Divers

1 Exercice: Convergence d’intégrales
1. Etudier la convergence des intégrales suivantes:

o [ldx T dz (g e R).

0 zao 7 J1 z®

. fo e dzx (a € C).

2. Rappeler les regles de comparaison (par équivalence ou prédominance) permettant de déduire la con-
vergence ou la divergence de fmo f(z)dz siTon a des informations sur la convergence ou la divergence

de fwo g(z)dx

3. Etudier la convergence des intégrales suivantes:

too  dx +oo 1
2 zLn(z) * J1 wLnQ(w)dx

o f0+°° 2% le7%dx (a € R).
. fooo 1=cos(@) gy, (a € R).

Ta

o I 71”(1—{-15) (a,b € R).
4. Soit f une fonction continue sur lintervalle [a,b] prenant des valeurs complexes. Quelle inégalité
existe-t-il entre | [7 f(z)dz| et [0 |f(x)|dz ?
2 Exercice: Convergence d’intégrales

Cet exercice concerne les notions d’intégrale absolument convergente et semi-convergente.
Soit f une fonction continue sur [0, +oo[ prenant des valeurs complexes.

1. Si [77)f(2)|de = lima_joo j;)A |f(x)|dx est finie, que peut-on dire de O+°° f(@)dz = lima_ 4o
fo x)dxz? Quel nom donne-t-on & ce type d’intégrale?

2. Si f x)|dr =lima_ 4o fo | f(z)|de = 400, a-t-on une information sur f0+oo f(x)dx =lima_ 4o
fo dx ? Quel nom donne-t-on & ce type d’intégrale (lorsque la limite est finie)?

3. Exemple type d’intégrale semi-convergente [ de:

A sm(w) A1— COb(LE)d

(a) Montrer que : lima_, o0 [, dz =limag 4 [, z (limite finie)

(b) Montrer que : OA ‘Sm(m dx > fA 1- COS(2f'3)d

(c) En déduire: lima_ o fo lf%z(zw)dx =limg_ oo fA | sin( x)ldx +00



3 Exercice: Fonction Gamma

On définit la fonction I" dans le plan complexe par :

“+oo
L(z) = /o r* e dx (1)

ott par définition 2% = e*™*) pour z € C et = > 0.
1. Montrer que T" est définie pour Re(z) > 0. (En fait I est analytique dans cet ouvert).

2. Montrer que:
Vz,Re(z) > 0,T(z + 1) = 2I'(2) (2)

3. Calculer I'(1) et en déduire I'(n) pour n entier strictement positif.
4. On cherche a calculer I'(1/2).

(a) Montrer que :
o0 5
I'(1/2) :/ e dx (3)

(b) Montrer que :
+oo 5
I'(1/2)% = 27r/ re”" dr (4)

0

(¢) En déduire I'(1/2) (et donc aussi I'intégrale de 6*1”2).

4 Exercice: Séries Entieres

1. Rappeler:

e La définition d’une série entiere
e La définition du rayon de convergence R d’une série entiere
e La régle de Cauchy permettant d’évaluer R.

e La régle de D’Alembert permettant d’évaluer R.

2. Déterminer les rayons de convergence des séries entieres ) - anz™ pour :

_ (2n)In2"
® On = n1Bn)l

_ D(at+n)I'(B+n)
¢ an = T'(y+n)n!

Remarque: La fonction f(o, 8,7;2) = >, an2" est appelée fonction hypergéométrique et est
solution d'une équation différenticlle du second ordre intervenant dans beaucoup de problemes
physiques.

o = (14 Cy

7 . s_. IEN !
3. Déterminer les rayons de convergence de la série entiere >°, 12",



5 Exercice: changement de variable et jacobien (facultatif)
On considre le changement de variable associé aux coordonnées polaires dans le plan:
x = pcos(f) et y = psin(h)
avec p > 0 et 0 €] — m, 7] (le changement est bijectif excepté pour p = 0).
d

; Sy : o) : o) o
1. Exprimer les dérivées partielles 55 €t 55 en fonction de 7 et T

2. En déduire le systme inverse, & savoir les dérivées partielles 2 et -2- en fonction de 2 et 2.
’ ox oy op 00

3. Calculer le jacobien J = %. En déduire I’élément de surface ds = dzdy en polaires.

6 Exercice: Série asymptotique (facultatif)

Nous étudions la fonction “exponentielle intégrale” définie pour x > 0 par :

oo —uxt +oo —t
Ei(x):/ ¢ dt:/ at
1 t x t

Nous allons obtenir deux représentations de cette fonction sous forme de série, fournissant de bonnes ap-
proximations de la fonction soit dans la limite x — 0, soit pour z — .

1. Développement pour x — 0.
Montrer que

> n
Ei(z) = —Inx + cste + Z(—l)"“%
n=1 o

Indication : dériver Ei(x).
2. Discuter le rayon de convergence de la série.

3. Développement pour = — co.

Montrer que la fonction Ei peut étre développée comme :

Ei(z) = (1 - iz + 2 +oo (—1)”96211) e "+ Ry(x)

x x 3

avec Ry (z) = (—1)" ! (n + 1)! [~ £ dt.

T
Indication : intégrer par partie 'intégrale.

4. Vérifier que R,,(z) = o(=4) lorsque z tend vers +ooc.

5. Etudier le rayon de convergence de cette série. Commenter.



