Magistere et Licence de Physique Fondamentale

Mathématiques

T.D. n°3 Octobre 2007

Intégrale de Lebesgue

Questions de définitions

1 Exercice
Soit f une fonction continue par morceaux sur [0, 400l

1. f et |f] sont-elles intégrables sur [0, 1] au sens de Riemann? sont-elles sommables au sens de Lebesgue
sur [0,1]? Dans ce cas quelle différence y a-t-il entre les intégrales de Riemann et Lebesgue?

2. Rappeler:

o la définition de l'intégrale généralisée de f au sens de Riemann (vue en TD) sur [0, +o0].

e la définition de la sommabilité de f au sens de Lebesgue sur [0, +o0].

3. Y a-t-il une différence entre dire que U'intégrale de Riemann sur [0, +o00[ de f est absolument convergente
et dire que f est sommable sur [0, +o0o[ au sens de Lebesgue?

4. Supposons que l'intégrale généralisée de Riemann sur [0, 400 de f existe. La fonction f est-elle pour
autant sommable au sens de Lebesgue sur [0, +oo[ ?

5. Que peut-on dire de la sommabilité de sin(x)/x sur [0, +o00[ ? Que peut-on dire de lim 4, f[o A dz sin(z)/x

(ou l'intégrale est & la fois celle de Riemann et de Lebesgue)?

Applications des théoremes de convergence de Lebesgue

2 Exercice (théoréme de convergence dominée)
Cet exercice a pour but de montrer I'utilisation du théoreme de convergence dominée.
1. Rappeler le théoréeme.

2. Examiner la possiblité d’appliquer le théoréme de convergence dominée pour les suites de fonctions
{fn}nen suivantes:

(a) fa(z) =€ pour 0 <2 <1et f,(x) =0 ailleurs.
(b) fa(z) =2" pour 0 <z <1 et f,(z) =0 ailleurs.

(sm(nz)) e ® pour > 0 et f,(z) =0 ailleurs.



3 Exercice (théoréme de convergence dominée)

On considere la suite de fonctions {f,}, o définies sur R* par:

{ Vo € 0.Vl ful@) = (cos 7)"
Vo > \/n, fn(m) =0

1. Montrer que:

7\'2132

Ve >0, lim f,(z)=e 3
n—oo
2. Montrer successivement les deux inégalités suivantes:

Yu >0, In(u) <u-—1

(E2

vV € [0, g], cos(z) <1— T

3. A partir de la question précédente, déduire un majorant p(x) de |f,(z)| sur R™.

4. Trouver la valeur de lim,,_, j;)oo fn(z)da.

5. Déduire de ce qui précede 1’équivalence suivante lorsque n tend vers +oo :
1
T\ ™ 2
/ dx (cos —) ~ g —
0 2 ™

4 Exercice (théoréme de Beppo-Levi)

Montrer que:
o0

“+oo
xdx 1
/0 el'—linglﬁ

On utilisera un développement en série de l'intégrand et on appliquera le théoreme de Beppo-Levi.
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Remarque: Y o0 | 25 = T

n=1 n? 6

5 Exercice (Continuité et dérivation sous le signe /)

Soit f une fonction (Lebesgue-) sommable sur [0, 400, et soit g la fonction d’une variable réelle définie par:

+oo
g(x) = /O IO

T+t
1. Montrer que g est définie sur ]0, 4o0].
2. g est-elle continue sur |0, +oco[ ?
3. g est-elle dérivable sur |0, 4+o00[ ?

4. g admet-elle une limite en 400 7 Si oui, quelle est sa valeur?
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