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Outils mathématiques pour la physique

TD 1: Equations différentielles

1 Equations différentielles du premier ordre a variables séparables

Les équations & variables séparables sont du type f(y)y' = g(z) ou f et g sont deux fonctions
données.

1. Trouver la solution de I’équation y'(z) = e®T¥. Analyser les comportements limites de la
solution et la tracer.

2. Trouver la solution de (22 + 1)y/(z) = y(z)? + 4 qui satisfait y(0) = 0. Tracer la solution.

3. Résoudre 1’équation différentielle zy' — y + x th(y/z) = 0. On effectuera le changement de
variable u = y/z pour la mettre sous la forme d’une équation & variables séparables. Tracer la
solution y(z).

2 Equations différentielles linéaires du premier ordre

1. On considere une particule de masse m se déplacant sur un axe et soumise a une force de
friction —y¥ et une force extérieure F'(t) = Fycoswt :

on aposé 1/7 =y /m. Résoudre I’équation du mouvement pour v(0) = vg. En déduire la position
z(t) en régime permanent.
Etudier les deux cas limites w > 1/7 et w < 1/7.

Donner la solution générale des équations différentielles :

1
cosz

2. g—g = —ytanz +

3. Zg—g+:cy=:v3

3 E‘quations différentielles linéaires du second ordre

C 1. On étudie le circuit électrique de la figure.
R La charge Q(t) du condensateur obéit a ’équation :
. . 2. ) 1
l L e(t) Q(t) + ;Q(t) + wOQ(t) = _Ee(t)
,b,b,b ou %dZEfZR et wi d:ef%.

e Donner la solution générale de ’équation homogene. Etudier les régimes 1 /T > wo, 1/7 < wp
et le régime critique 1/7 = wy.

e On s’intéresse au cas ou e(t) = egcoswt. Trouver une solution particuliére de I’équation
différentielle et donner la solution générale.



2. Méthode de “variation de la constante”.
On considere ’équation

y'(z) +b(x) ¥ (z) + c(z) y(z) = f(2)

ou b(z), ¢(z) et f(x) sont trois fonctions données.

e On suppose connues deux solutions indépendantes de ’équation homogene y;(z) et ya(x).
Construire la solution générale de I’équation avec second membre.

Indication : Chercher la solution particuliére sous la forme y(z) = A(z)y1(z) + p(z)y2(x) out A(x)
et p(z) sont deux fonctions satisfaisant la condition X' (z)y1(z) + p/(z)y2(x) = 0.

e Applications :
1

D)y +y= 57

(i1) y" + 2y’ + by = 8shx
(it8) ¥ + 9 — 2y = 33

chz

3. On s’intéresse au cas ou b et ¢ sont des constantes et le second membre est de la forme
P(z)e*® ot P(x) est un polynéme de degré n.

y'(2) +by'(z) + cy(z) = P(z) e

On appelle 71 2 les deux racines du polynéme caractéristique.
e Montrer qu’une solution particuliére de 1’équation est de la forme y,(z) = Q(z) e’ ou Q(x)
est un polynéme de degré n si A #r12 et de degré n +1si A =71 ou A =ro.

e Applications :
Dy +y -2y==ze™®
(i) ' +y — 2y =zet®

4 Equation différentielle linéaire d’ordre n : racines du polynome
caractéristique dégénérées.

1. Rappeler quelles sont les deux solutions linéairement indépendantes de

y"(z) + 2by’ () + b*y(z) = 0

2. On considére I’équation différentielle linéaire d’ordre n :
y™(2) + nby™ D (2) 4 - -« + CFFYy™ ) (z) + ..+ by (2) + by (z) =0, (%)

dont nous allons chercher les n solutions linéairement indépendantes.

e Quelle est ’action de I'opérateur % + b sur z™e %2 ?

o Fcrire I’équation différentielle & ’aide de % + b. Déduire de la question précédente la solution
générale de ’équation différentielle (x).

5 Une équation différentielle non linéaire d’ordre 2
Soit ’équation
23(t) + V'(z(t)) =0,
ou V(z) est une fonction dérivable supposée connue. Les conditions initiales sont z(0) = z¢ et

.’13(0) = 9.
e Montrer que %(t)2 + V(x(t)) est indépendant de ¢.



e Par intégration de I’équation donnant %(t), exprimer la solution de I’équation différentielle.

1. Période du mouvement dans un puits de potentiel.

e Donner une expression de la période des oscillations d’une particule d’énergie £ dans un
potentiel tel que V(+o0) = +oo.

e Application 1 : V(z) = w??.

e Application 2 : V(z) = z*. Justifier le comportement de la période en fonction de I’énergie.

2. Soit un potentiel croissant a I'infini comme

V(iz) ~ - ol

r—00 .1,'20‘

ou C > 0et a > 0. On consideére une particule de vitesse initiale vy > 0. Donner le comportement
asymptotique de z(t) lorsque E > 0, puis lorsque E = 0.

6 Un systeme d’équations différentielles linéaires du ler ordre

1. On montre que les courants i1(t) et i2(t) traversant les
deux inductances obéissent aux équations :

i L i E
{ §ii(t) = - £ (01— i2) it Lit
_R

(iz — i1) — Le(t) R ()

1 def R
On pose = = 7.

Résoudre le systeme lorsque le circuit est soumis & une tension alternative e(t) = eg cos(wt).
On exprimera la solution générale puis la solution obtenue pour des conditions initiales : i;(0) =
i2(0) = 0.

Etudier, dans le régime permanent (¢ > 7), la solution dans les cas w7 > 1 et w7 K 1



