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Outils mathématiques pour la physique

TD 2 : Calcul intégral

1 Intégrales généralisées (ou “impropres”)

1. A quelle condition sur les exposants a et (3, tels que a > 8 > 0, l'intégrale suivante est-elle
convergente 7
*° 1
/ de— L
0 o + P

2. Discuter la convergence puis calculer fooo dz n L

3. Discuter la convergence et calculer, lorsque c’est possible, les intégrales suivantes :
JodzInz, [(°dz -, [P dz s, [ dw %.

4. On considére I'intégrale A = [; /2 4 In(sin ). Soit B = fow/ ? dz In(cos z). Vérifier que A = B.
En écrivant A + B, déduire la valeur de A sans calculer l’1ntégrale.

Vel

5. Calculer les intégrales suivantes : fl dz

Jo \/ ’fam \/y _az o \/ay2+by

2 Convergence absolue

L’intégrale fD dz f(x) est dite absolument convergente sur un domaine D C R
si [pda|f(z)] < oco.

e Soit f(z) une fonction continue sur [a; co[, positive et monotone telle que limg_,o f(z) = 0. A
I'aide d’une intégration par parties, montrer que

/00 dz f(z)sinz < oo.

e Discuter la convergence (simple et/ou absolue) des intégrales suivantes : fo dz S;’ff, f dz <%,
[ dx sinz J5° dz z sin(z?).

Inz

3 Dérivation sous le signe [

A. Calculer l'intégrale
o0
I.(p) :/ drz™e™P*
0

o0 1
- /0 dz (z2 + a?)"

C. Calculer la transformée de Laplace du sinus cardinal :

00 .
smxT _
= dz e Pr
0 T

B. Calculer




e Par prolongement analytique du résultat précédent, calculer la transformée de Fourier du sinus

cardinal : N
oo .
~ i sinx ..
F(k) = lim dz T eikz—clal
e—0t ) T
on a ajouté une fonction “toile de tente” e €%l pour rendre I'intégrale absolument convergente.

Indication : Utiliser arctanu = % In Gfﬁ) Attention & la coupure de In(z)!

e Que vaut Fi(+1)?

4 D’autres intégrales...

Calculer les intégrales suivantes :

/ * thaz
dzzx

0 chax

2. Suggestion : réféchir a un changement de variable u = €”.

*° 1 * 1
[Tae e [Cde
0 a+shz 0 a+cha

Pour la deuxiéme intégrale, on prend soin de distinguer a < 1 et a > 1.

3. Les intégrales suivantes se calculent 3 ’aide d’un changement de variable z = €'® :

/2’r dz 1 . /2” dz 1
— e —
0o 2ma+cosz o 2m(a+cosz)?

4. Transformée de Laplace de la fonction de Bessel Ij.
La fonction de Bessel modifiée de premieére espéce est definie par

2w

dé
T _ Y zcos6
o) = [ gre

Calculer la transformée de Laplace : [;° dt In(t) e ™.

5 Intégrales multiples

1. Calculer I; = ffD ;1+‘;y3 ou le domaine D est définipar: x> 1,y > 1, x+y < 3.

2. Calculer I = [, dzdy (z* + y®) ou D est défini par : z >0, y > 0, (ﬁ)2 + (%)2 <1

3. Changements de variables.

a) Montrer que
—[Cao [T wsery) = [ duuf
0 0 0
2
e

Application : Calculer 'intégrale pour f(u) =e ™ et f(u) =
b) Montrer que

7= [ [Caysern = [ qulie + @)

Application : Calculer 'intégrale pour f(u) = u, f(u) = u? et f(u) = u.



b) Montrer que

1 1 1
K:/O dx/O dyf(w—y)Z/O dv (1 —v) [f(v) + F(~v)]

Application : Calculer Iintégrale pour f(v) = v, f(v) = v? et f(v) = v5.

4. Coordonnées polaires et sphériques. Calculer le jacobien associé au passage des coor-
données cartésiennes (z,y) aux coordonnées polaires (r,6) dans le plan. Méme chose pour les
coordonnées sphériques. Calculer les intégrales suivantes :

dzdy
o Is= [/, y>0 a2+a:f2+y2)2
o [y = ffD dxdym ou D est le quart de disque supérieur : z >0, y > 0, 22 + y? < a2
o I5 = [[,dzdy(z? + y* + 1) ou D est défini par : 22 + y? — z < 0.

oIsg= [/ fD dzdydz 22 ou D est le volume contenu dans la sphére de rayon R. Donner également
son volume Vj.

6 Fonction I' et intégrales gaussiennes

La fonction I est définie par :

def >
T(z) = / dtt*le
0

e Démontrer la relation fonctionnelle I'(z + 1) = 2I'(z). Déduire les valeurs de la fonction pour
des arguments entiers.

e On montrera a la question suivante que I'(1/2) = /7. Calculer I'(n + 1/2).
Intégrales gaussiennes. On souhaite calculer I = fj;o dze™®. Calculer I2 & l'aide d’un
changement de variables. Déduire fj;o dz e~ Vérifier que ['(1/2) = /7.

e Calculer I,(a) = O+°° dz zhe 2’

Surface de la sphére dans un espace de dimension d. En calculant 'intégrale [ dize &
de deux manieres, déduire la surface de la sphere de rayon unité Sy.

Une fonction génératrice. Calculer

+oo
g(b) = / dz e~ 2@ Fhe,

—00

Id ° 7 . /7 =4 _l 2
Déduire une méthode pour calculer les intégrales I, = fj;o dz z?me™2°

7 Méthode du col

La méthode du col permet de donner une valeur approchée aux intégrales du type : fab dze M@
dans la limite A — oo, lorsque la fonction f(x) posséde un minimum en zy €]a,b[. On montre
alors que

b 2
/a ve Ao || Af"(z0) ¢

Formule de Stirling. Donner une valeur approchée de I'(z) dans la limite z > 1.



e Utiliser la méthode du col pour trouver une approximation & fooo dzeazb/z — 2\/§K 1 <2\/ ab) .
(la fonction K, (z) est la fonction de Bessel modifiée de seconde espéce).

e Trouver le comportement a grand z de la fonction de Bessel modifiée de premiere espéce
In(z) = fow dx e*osT,

o

8 Intégrales gaussiennes dans R"

Soit X un vecteur de R", de composantes z1,...,T,, et A une matrice réelle symétrique. On
rappelle que A peut étre diagonalisée par une matrice orthogonale . On veut calculer

N = / dnX e 2 X AX

N . . def . . .z
ol la mesure d’integration est : d®X = dzy - - - dz,. Que vaut le jacobien associé au changement

de variables : X = OY 7 En déduire la valeur de 'intégrale.

Variables aléatoires gaussiennes. On définit la moyenne d’une quantité fonction des n va-
riables z1,...,x, comme :
1 15T
Y= — [ drXx .. e 2 X AX

BTX>

Calculer la fonction génératrice G(B) = (e ou B est un vecteur de composantes b, ..., by,.

e Déduire du calcul précédent la matrice des corrélations C;; = (x;z;). Quelle est la relation
entre les matrices A et C'?7



