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Outils mathématiques pour la physique

TD 3 : Transformation de Fourier

On rappelle la définition de la transformation de Fourier d'une fonction f(z) de L!(R)
(Pensemble des fonctions sommables sur R) :

r e 1 oo —ikx
f) = i@ = [ dap@et.
La transformation inverse est alors :

f) = 0= = [ ket
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1. Un émetteur émet une lumiere monochromatique et cohérente de pulsation wg. Pour décrire
un allumage et une extinction adiabatiques du signal, on multiplie la fonction harmonique par
une exponentielle e <l avec € < wp.

Etudier le spectre du signal lumineux u(t) = ug cos(wot)e <. Discuter la limite € — 0

2. Calculer les tranformées de Fourier des fonctions suivantes :

a) fonction porte de largeur a.

[ 1si|z| <a/2
7ra(:c) - { 0 sinon

b) fonction “toile de tente”.
to(z) = e I2l/a

¢) En utilisant les deux résultats précédents, donner sans calcul les transformées de Fourier du
sinus cardinal :

. _sin(z/a)
sincy(z) = 2/a
et de la lorentzienne /
a/m
Lal®)= 2 rep

Dans chacun des cas on tracera l'allure de la fonction et de sa transformée de Fourier et on
discutera leur dépendance en fonction du parametre a caractérisant la largeur typique de la
fonction en z.

3. Calculer la tranformée de Fourier de la gaussienne :
1 _ a?
g ) = e 2a2
(@) V2ma?

4. Convolution
On rappelle la définition du produit de convolution de deux fonctions f et g :
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(F+9)@) = o+ N * | " 4! f(z - o) g(a')
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a) Calculer (gq * gp)().
b) Calculer (L, * Lp)(x).
5. Distribution §(z) de Dirac.

On consideére la fonction §¢(x), symétrique, de largeur Az ~ € et de hauteur proportionnelle &
1/e, telle que [dzd¢(z) = 1.

a) Vérifier quon peut choisir 1w (z), Le~lel/e %% ou encore g¢(z).

b) Discuter I'allure de la transformée de Fourier §¢(k) de 6(z).

¢) Si f(z) est une fonction réguliere, donner la valeur de
lim [ dz&%(z) f(z)
On note §(x) = lim,_,o 6°(z). Exprimer

/ dz 6(z — a) f(z)

d) Donner (k). Déduire la décomposition de §(z) sur les ondes planes e,

e) A laide de la question ¢, montrer que §(\zx) = ﬁé(m)

/) Reprendre Panalyse du spectre de la question 1 en écrivant u(t) = wugcos(wot)e < =
up cos(wot) 2 6¢(z) (on écrira la transformée de Fourier 4(w) de u(t) comme un produit de
convolution).

6. Inégalité de Heisenberg
On considére la fonction normée f(z) (i.e. [dz|f(z)/*> = 1). On suppose que |f(z)| est
symétrique. La largeur de la fonction f(z) peut se définir comme :

Az?Y /d:c:c2|f(az)|2

a) Montrer que la largeur de la transformée de Fourier est alors :

AR? = / dz ‘—d’;f)
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b) On consideére le polynéme en A

P = [ as of() + A2 :

Quel est le signe de P(A) ? En déduire que

1
Cette inégalité exprime que, si la fonction f(x) est étroite, sa transformée de Fourier est large,
et vis versa.

7. En utilisant le théoréme des résidus, calculer la transformée de Fourier de f(z) = m



