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Outils mathématiques pour la physique

TD 4 : Déterminants et inversion de matrices

1 Permutations et transpositions

Soit P une permutation des N éléments de Ey = {1,---, N}. On adopte la notation :

D 1 2 3 .-~ N
-\ P1) P@2) PB) -~ P(N) )’
La transposition 7,4 est la permutation qui échange le pieéme et le gieme élément en laissant les
autres invariants :
(12 - p - q - N

qu—(l 2 - g - D oee- N)'

Si une permutation P se décompose en Np transpositions, la signature de P est définie par :
o(P) £ (1)

1. Quel est le nombre de permutations des éléments de En ?
2. Quel est le nombre de transpositions dans Ey ?

3. Permutation circulaire.

On considére la permutation circulaire :
c_(123 - N
“"\N 1 2 --- N—-1)/°
a) Décomposer C comme un produit de transpositions.

b) Exprimer également la permutation circulaire inverse : C~1.
¢) Donner la signature de ces permutations.

2 Déterminants

On rappelle que

N N
det A = Z U(P)Alp(l)AQP(Z) s AN’P(N) = Z(—I)H—inj Aij = Z(—l)H—inj Aij (1)
P =1 7j=1

ou A;j, le mineur de A;j, est le déterminant d’ordre N — 1 de la matrice obtenue en supprimant
dans A la ligne et la colonne contenant A;;.

1. Calculer les déterminants suivants :

11111
0100|1010

1 26 122 2 2
0010|0101

-1 1 4|, , et|1 2 3 3 3
0001|1100

5 320, 00olloor 123 4 4

12345



3 Déterminant de Vandermonde

On souhaite calculer le déterminant suivant :

2 n—1
1 v =z - x )
2 —
) x% mg' )
n—
A,=|1 z3 z3 - x3
2 n—1
1 zp =z, -+ z

Dans un premier temps on considére A, comme un polynéme de la variable z,, que 'on
note P(z,) = A,. En étudiant les propriétés de P(z,) on souhaite trouver une relation entre
A, et Ap_q.

1. Quel est le degré du polynéme P(zy)?
2. Donner les n — 1 racines de ce polynéme. En déduire une forme factorisée.

3. Quel est le coefficient du terme de degré maximal en x,, 7 En déduire une relation de reccurence
entre A, et A,_1.

4. Résoudre I’équation de reccurence et donner ’expression de A,,. Vérifier le résultat pour n = 2
et n=3.

4 Un autre déterminant

On considére le déterminant d’ordre n :

b a a --- a

b a a

A, =@ b a
a a a b

a) Trouver une relation de la forme :
An = bAn—l - (n - 1)aAn_1

ou A,_1 est un déterminant d’ordre n — 1 que 'on explicitera.
b) Trouver une relation de reccurence pour A,. La résoudre.
¢) Déduire que A,, obéit a ’équation

A, =bAn_1 — (n—1)a%(b—a)" 2
d) Vérifier que la solution de cette équation est

A,=0b+nm—-1)a)b—a)" .



5 Inversion de matrices

On rappelle que les coefficients de I'inverse d’une matrice carrée A sont donnés par :

A
(A1) = (=)™ =" @)
ol A;; est le mineur de A;; et A = det A.
a b 1 a a2
1. Calculer I'inverse des matrices : A = ( ) et B = 1 b b
C d P
1 ¢ c
2. On consideére la matrice n x n :
b a a a
a b a a
A= a a b a
a a a --- b

dont on a calculé le déterminant dans le précédent TD.

a) Calculer A~! & I'aide de la formule d’inversion et des résultats de I’exercice 4.
b) Une autre maniére de calculer A= :

Soit P la matrice n X n :

1 1 1

1 1 1 1
P=—

n M .o

1 1 --- 1

Calculer P2. On dit que P est idempotent. Que représente 1’action de P sur un vecteur ?
Ecrire A sous la forme A = a (I + BP). On cherche une expression de l'inverse de A sous une
forme similaire : A=! = o/ (I + B'P). Calculer o’ et 3.

3. Calculer l'inverse de la matrice n X n triangulaire supérieure :

123 - =n
012 - n—-1
A—lo0o01 . n-—2
000 - 1

(indication : on considérera le systeme AX =Y).

R;
6 Pont de Wheatstone
On s’intéresse au réseau de résistances alimenté
par un générateur, représenté sur la figure.
Si le reseau possede N noeuds et F fils, il R,
est caractérisé par M = F — N + 1 mailles

indépendantes dans lesquelles on écrit la loi
d’Ohm.




1. Vérifier que la loi d’Ohm écrite pour 3 mailles du réseau conduit aux équations :

(R1+R3)i1—R3I=E
Rit1 — Roto+RI=0
Rs3iy — Ryia— (R+ R3+ Ry) I =0

2. Quelle condition doivent satisfaire les résistances pour que le courant I s’annule ? On pourra
inverser la matrice et/ou utiliser les formules de Cramer.

7 Relation triangle-étoile

On cherche & établir les relations entre les résistances pour que les deux circuits soient
équivalents.

Pour cela on procede de la maniére suivante. On considére successivement 3 situations pos-
sibles : (¢) on impose i3 = 0, (i) ia = 0 et (#12) i1 = 0.

Ecrire les relations entre Ri9, Ri3, Rog et Ry, Ry, R3. Inverser la matrice pour exprimer ces
trois dernieres en fonction des premieres.



