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Outils mathématiques pour la Physique

TD 5 : Diagonalisation de matrices.
Résolution de systemes d’équations
différentielles linéaires

1 Matrices unitaires

Montrer que les matrices N x N :

11 --- 1 1 - 1| w
5 1.1 ~ 9 T -
Q=wix| . . . . | TeQ=mmmm| ; . ;| . |

11 .- 1 w o ow | w?

sont unitaires. A et w sont deux parametres réels.

2 Changement de bases dans ¢V

Soient deux vecteurs X et Y de CV. X désigne un vecteur colonne de composantes z1, - - -, Zn
def

et XT le vecteur hermitique conjugué (Xt = (XT)*). Le produit scalaire de X et Y est (X,Y) =
Xty = (Y1 X)* = (v, X)*.

1. Montrer que le produit scalaire est invariant sous une transformation unitaire : X’ = UYX et
Y' =UY.

2. Montrer qu’une transformation unitaire réalise un changement de base dans CV. Pour cela
on montre que si (Xi,---,Xn) est une base orthonormée, alors (X1, -, X)), ou X, = UX,,
est également une base orthornormée.

3. Réciproquement, montrer que si {X;} et {X]} sont deux bases orthonormées, la matrice les
reliant est unitaire.

3 Polynome caractéristique

Soit P(A) = det(A — AT) le polynéme caractéristique de la matrice A de dimensions N x N.
On appelle A1, --- Anx les N racines de P(]A).

1. Exprimer les coefficients des termes de degré N, N —1 et 0 en A du polynéme caractéristique
en fonctions des coefficients de A.

2. Déduire une expression pour ) . A; et [ [, A;.

4 Diagonalisations

1. On consideére la matrice A = < 411 g )

a) Trouver ses valeurs propres A et As.



b) Donner les vecteurs propres associés, notés X; et Xo.

¢) La matrice M a pour colonnes les deux vecteurs propres : M = ((X1)(X3)). Calculer M1
puis M~ 1AM

11 2
2. Mémes questions pour B=| 2 1 1
01 3
0 a a?
3. Soit la matrice C=| 1/a 0 a
1/a®> 1/a 0

a) Montrer qu’elle posséde une valeur propre, notée Ao, dégénérée 2 fois (i.e. le polynéme ca-
ractéristique posséde une racine de multiplicité 2). On appelle A\; 'autre valeur propre.

b) Trouver les vecteurs propres Vi, Vj et Wy associés aux deux valeurs propres.

¢) Soit la matrice M = ((V1)(Vo)(Wp)). Vérifier que C = MDM~! ou D = diag(\1, Ao, Mo)-
5 Rotations dans le plan

cosf —sinf \" _ [ cosnf —sinnd

sinf cos@ “ \ sinn@ cosnd
Pour cela on diagonalise la matrice.

2. Calculer e ott A = < 0 -9 )

1. Montrer que

6 0
6 edeB ;éeA+B

Soient les deux matrices nilpotentes : A = ( 8 (1) ) et B = ( (1) 8 )

Calculer A% et B2. Déduire e4, eB, edeB et ePed. Calculer e4AtB en diagonalisant A + B.

7 Matrices non diagonalisables

Soit A une matrice N X N et P()) son polynéme caractéristique. On note d,, la multiplicité
de la racine A, de P()) et &, le sous-espace propre associé a cette valeur propre. La matrice est
diagonalisable si pour toute valeur propre dim &, = d,, i.e. ), dim&, = N.

1. Vérifier que A = < 8 (1) ) et B = < _21 (1) ) ne sont pas diagonalisables.

2. On considere la matrice triangulaire :

A1 a2 a3
A= 0 A2 ass
0 0 A3

avec a12, a13 et agg non nuls. A quelle condition sur A1, A2 et Az la matrice est-elle diagonalisable 7



8 Diagonalisation de matrices hermitiques, réelles symétriques
et unitaires

1. Matrice hermitique
On considére une matrice hermitique (A4 = AT).

a) Quelle relation ’hermiticité induit-elle sur les coefficients de A ?
b) Montrer que les valeurs propres A; de A sont réelles.

¢) Montrer que deux vecteurs propres X; et X; associés & des valeurs propres distinctes \; et
Aj sont orthogonaux. En déduire que toute matrice hermitique peut-étre diagonalisée
a l’aide d’une matrice unitaire I (pour simplifier on considére le cas ou toutes les valeurs
propres sont distinctes).

d) Représentation spectrale. Exprimer A & ’aide des projecteurs sur les vecteurs propres X; X zT .

A:<i(c)z _(;a) (1)

pour a € R. Vérifier les différentes propriétés.

e) Exemple : diagonaliser

2. Matrice réelle symétrique
Soit une matrice B & coefficients réels, symétrique : B = BT.

a) A T’aide des résultats obtenus pour les matrices hermitiques, montrer qu’on peut choisir les
vecteurs propres de B dans RV

b) Montrer que deux vecteurs propres R; et R; associés a des valeurs propres distinctes A; et \;
sont orthogonaux. En déduire que toute matrice réelle symétrique peut-étre diagonalisée
a ’aide d’une matrice orthogonale O.

¢) Donner la représentation spectrale de B.

B=<cost9 sin 6 ) @)

d) Ezemple : diagonaliser

sinf —cosf

3. Matrice unitaire
On considére une matrice unitaire (CCT = C1C = 1).

a) Montrer que les valeurs propres de C' sont de module 1. On introduit la notation : \; = el

b) Montrer que toute matrice unitaire peut-étre diagonalisée & ’aide d’une autre
matrice unitaire U.

¢) Donner la représentation spectrale de C. En déduire que tout opérateur unitaire peut s’écrire
C = €© ot © est une matrice hermitique dont on précisera la représentation spectrale.

d) Ezemple : diagonaliser

—si ix
C=< cos ¢ sinpe ), 3)

sin g e~ iX cos

et donner la matrice ©.



9 Matrice de permutation circulaire

On souhaite diagonaliser la matrice N x N

010 --00
00 1 00
c_| 000 00
000 0 1
100 ---00)

0.Prolégoménes : racines n-iéme de 'unité.
a) On considére le polynéme P(z) = 2V — 1. Quelles sont ses N racines, notées zq,...,2x_1 7
b) Montrer les relations :

N-1
Z zn = 0 (4)

n=0
lenzm =0 (5)
Z lznzmzp =0 (6)

n,m,p

ou la somme primée porte sur des indices différents.
Indication : Ecrire P(z) en fonctions des zp,.
¢) Déduire que

N-1
Z 2y =N bmo (7)
n=0
pour toute puissance m € Z.
1. Quelles sont les valeurs propres de C ? Donner les N vecteurs propres X®), k=0,..., N — 1.
2. Calculer C2, C3,...
3. Déduire les valeurs propres de la matrice circulante définie par A1 = Ao = --- = ANN = a1}
Ajp =Agg=---=AN1 =ag; A13 = Ag = --- = ANz = a3; etc.

4. Déduire det(A) lorsque a,, = n.



10 Une matrice hermitique 2 X 2

7 ( Hy; Hip )
Hj1  H
On introduit la paramétrisation :

_ Hu+H i — .
Ey = 15722 { elf — % H112H22 +1|H12|)
H

A= \/ﬁ (H11 — Hao)” + |Hio|?

Soit la matrice hermitique :

1. Ecrire H en fonction des quatre parametres réels Fy, A, 6 et . L’intérét de cette pa-
ramétrisation est de mettre en évidence la propriété d’hermiticité.

2. On introduit la matrice H définie par H = Egll + H. Montrer que H et H ont les mémes
vecteurs propres. Comment sont reliées leurs valeurs propres ?

3. Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres de H. Vérifier dans le cas des matrices
2 x 2 la propriété énoncé au 1.c) de I’exercice précédent.

4. Etudier les valeurs propres et les vecteurs propres de H dans les deux cas limites |H11 — Hag| >
|H12| et |H11 — H22| < |H12|.

11 Diagonalisation de deux opérateurs commutant

Le commutateur de deux matrices est défini comme : [A, B] & AB — BA.

1. Montrer que si [4, B] = 0 (on dit alors que les matrices commutent), alors il existe une base
de vecteurs propres commune au deux matrices.

2 0 0 100
2. On considere A = 0 -1 0 et B = 0 0 1 |. Vérifier que les deux matrices
0 0 -1 010

N

commutent. Donner la base de vecteurs propres commune a A et B.

12 Systeme d’équations différentielles linéaires du ler ordre

1. On montre que les courants 41(t) et i2(t) traversant les
deux inductances obéissent aux équations :

{ i) = B i) R/ — 1

dt L
Lig(t) = —B(iz — ir) — Le(t) R e()

1 def R
On pose - = 7.
Résoudre le systeme lorsque le circuit est soumis & une tension alternative e(t) = eg cos(wt).
On exprimera la solution générale puis la solution obtenue pour des conditions initiales : i1 (0) =
2(0) = 0.
Etudier, dans le régime permanent (¢ > 7), la solution dans les cas wr > 1 et w7 K 1

2. Particule quantique dans un double puits
On considére une particule quantique piégée dans un double puits. Pour simplifier on considere



que Pespace de Hilbert est & deux dimensions : une base est {|1g4),|%q)} ol |%4), respective-
ment |4), est le vecteur d’état décrivant la situation ol la particule est dans le puits gauche,
respectivement droit.

Dans cette base, le hamiltonien s’écrit :

— Eg W
H‘(W Ed>

ou W est un élément décrivant le couplage entre les deux puits. En redéfinissant convenablement
le zéro d’énergie on peut toujours choisir £, = —FEy LA
On rappelle que I'évolution du vecteur décrivant 1’état quantique du systéme est gouvernée

par I’équation de Schrédinger :
. d
ih S 19(0) = HI (1)

On décompose le vecteur d’état comme |(t)) = cq(t)|¥g) + ca(t)|1a) ot c4(t) et cq(t) sont les
amplitudes de probabilité de se trouver dans les puits gauche et droit.

Si la particule est initialement dans le puits gauche, donner la probabilité |c,(¢)|?> pour qu’elle
y soit encore a l'instant t.

On étudiera les limites A > W (faible couplage) et A < W (fort couplage)

13 Systéme d’équations différentielles linéaires du 2nd ordre

1. On consideére le systéme de trois masses identiques reliées par des ressorts :

S-S

a) Soient X;(t), Xa(t) et X3(t) leurs positions repérées sur un axe. Les deux ressorts ont une
longueur & vide [y et une raideur k. Montrer que les équations du mouvement pour les variables
1 = X1, x2 = X9 — g et z3 = X3 — 2l sont :

m%wl(t) = —k(z1 — z2)
m%wg(t) = —k(zg2 — z1) — k(2 — x3)
m%xg(t) = —k(z3 — x2)

On pose w? S %

b) Analogie électrique. Ecrire les équations du mouvement pour les courants traversant les trois
inductances.

S

c—— (O —




¢) Ecrire le systéme sous forme matricielle :

d2

X () = AX(t)

ou X (t) est le vecteur regroupant les trois positions ou les trois courants. Diagonaliser la matrice

A. Comment interpréter physiquement la valeur propre nulle de A? En décomposant X (t) sur

les vecteurs propres de A donner la solution générale du systéeme d’équations différentielles.
Donner la solution pour des conditions initiales X (0) = 0 et X (0) = (vy + v0,v4,v4 — V0)-

2. Soit X (t) un vecteur & N composantes. Montrer qu’on peut écrire la solution générale de
& X(t) = AX(t) comme

X@:dm@nmm+@%%ﬂmm

Application : Résoudre les équations différentielles décrivant la dynamique du systéme représenté
sur la figure :

§%%M§jb%wém%@§

e
u]([) Mz(t)

il = w?(—2u1 + uz)
iiy = w?(ug — 2us)

On a posé w? = k/m. ' '
Pour X (0) = 0, on considérera successivement les cas X T (0) = (vg, vp) et X T(0) = (vg, —vp).



