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Outils mathématiques pour la Physique

TD 6 : Analyse vectorielle

1 Analyse vectorielle

1. Circulation. Soit le champ vectoriel A(z,y) = zi, + Yly.
e Calculer la circulation de A sur le segment allant de (0,0) & (2R, 0), puis sur le demi-cercle
joignant les mémes points et enfin 1’arc de parabole d’équation y = az(2R — z).

—

e Montrer qu’il existe une fonction f(z,y) telle que A =grad f. On dit que le champ vectoriel
dérive d’un potentiel. Trouver la fonction f. Retrouver les résultats de la question précédente.

2. Circulation non conservative. Soit ff(:c,y) = —yi, + xiy. Montrer que A ne dérive pas d’un
potentiel. Calculer la circulation de A sur le demi-cercle allant de (R,0) & (—R,0), puis sur le
segment de droite joignant les mémes points.

3. Théoréme d’Ampére-Stokes. Soit C un circuit fermé et S(C) une surface ouverte quel-
conque s’appuyant sur C, alors :

/Cdf- A = //S(c) 25 rot A(7) . (1)

e Soit le champ vectoriel A = (—y,x,0). Calculer de deux maniéres la circulation de A sur le
cercle d’équation z2 + y? = R2.

4. Théoréme de Green-Ostrogradski. Soit un volume V et S(V) la surface de ce volume,

alors : / N 4’ A(7) = / / /v d®v divA(7) . @

e Calculer de deux maniéres le flux du champ vectoriel A(7) = 7 & travers la sphére de rayon R
centrée sur (a, b, ¢).
e Méme question pour A(F) = (22,92, 2%).

5. Quelques propriétés des opérateurs différentiels. Soit f(F) et [f(F) des champs respectivement
— -, — -, —

scalaire et vecoriel. Calculer grad (fg), div(fA), rot (fA). Vérifier les relations : div rot A =0,
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rot grad f = 0 et rotrot A =grad (divA4) — AA.

2 Utilisation des symétries en électrostatique et magnétostatique

Lorsqu’on aborde un probléme de physique, il est fondamental de commencer par étudier
les symétries du probléme, ce qui permet notamment de réduire la diffulté des calculs. Le calcul
des champs électrique et magnétique en est un bon exemple. Pour cela il est utile de se souvenir
de la manieére dont les champs sont transformés par les isométries, et plus particulierement par
une inversion : ¥ — 7' = —7. le champ électrique est un vecteur alors que le champ magnétique
est un pseudo-vecteur, donc
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Il est plus pratique de connaitre l’action d’une réflexion par rapport & un plan P (qui est la
composition d’une inversion avec une rotation d’angle m autour de ’axe A passant par le centre
de l'inversion et perpendiculaire au plan). L’action de la réflexion par rapport & un plan P est
représentée sur la figure :
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Conséquence importante : si le probléme est invariant par rapport & une réflexion par un plan, le
champ électrique est dans le plan de symétrie alors que le champ magnétique est perpendiculaire
au plan.

On rappelle les quatre équations de Maxwell :

divB = 0 (5)
— OB
tE = ——/— 6
ro o (6)
divE = 4 (7)
€0
rot B = poj + €OHO 5 (8)

ou p est la densité de charges et fla densité de courant.

1. Calculer le champ électrique dans les situations suivantes :

e Une charge ponctuelle, une sphére uniformément chargée en surface, une sphére uniformément
chargée en volume.

e un plan uniformément chargé. Au voisinage d’un conducteur plan uniformément chargé en
surface.

e un fil infiniment fin puis un fil (cylindre) de rayon a uniformément chargé.

2. Calculer le champ magnétique pour :
e un fil infiniment fin traversé d’un courant, puis un fil d’épaisseur finie.
e un solénoide de rayon R.



