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Sujet : Formule de Kubo dans un anneau

Introduction : Nous étudions le transport électrique dans un anneau métallique mésoscopique, une
question discutée dans un article de Nandini Trivedi & Dana A. Browne, “Mesoscopic ring in a magnetic
field : reactive and dissipative response”’, Phys. Rev. B 38, 9581 (1988). Les auteures montrent que la
topologie non triviale du systeme est a l'origine de termes supplémentaires dans la conductivité, par
rapport au résultat obtenu pour un fil infini.

A. Equation de Schrédinger dans un anneau et courant permanent (~2)

On considere un électron dans un anneau de périmetre L, supposé unidimensionnel pour
simplifier, traversé par un flux magnétique ¢. L’hamiltonien est
A 1 R R
Hy=5—(p—eA)P?+V(2), (1)

©2me,

ou opérateur agit sur les fonctions périodiques définies sur [0, L] [i.e. t.q. ¥(0) = (L) et
' (0) = ¢'(L)]. Le potentiel vecteur dans Panneau peut étre choisi uniforme A = ¢/L.

1/ Théoréme de Feynman-Hellmann (cas particulier).— L’opérateur densité de courant
électrique (moyenné spatialement) est j = 70, ou 0 = p:ﬂ—eA est I'opérateur vitesse. Soit | o, ) un
état propre de fl¢, d’énergie €,(¢). Montrer que le courant permanent moyen est donné par

_aea(¢>

Jo(é) 2 {galilpn) = -5 )

2/ Pouvez-vous justifier (brievement) que le probléme est périodique en fonction du flux, i.e.
que la physique est inchangée si ¢ — ¢ + ¢g. Appl. Num. : Donner la valeur du quantum de
flux g9 = h/e en Gauss.um? (1 T=10000 Gauss). Quelle variation du champ magnétique 5B
correspondrait & une variation du flux d¢ = ¢g pour un anneau de périmetre L = 5 pym ?

L’existence du courant permanent est un effet cohérent ayant pour origine la phase Aharonov-
Bohm de la fonction d’onde. Dans la pratique la cohérence est limitée par les interactions avec
I'environnement. On s’attend alors & une suppression (exponentielle) de jperm = Y, faja Si L
excede la longueur de cohérence de phase L, (dans un cas typique Ly, ~ 1pum a T = 1K). Clest
pourquoi 'anneau doit étre mésoscopique.

B. Conductivité (~ 4)

Nous supposons que 'anneau est soumis & un champ électrique uniforme £(¢) (en plus du
flux ¢). Nous choisissons la jauge telle que les potentiels scalaire et vecteur soient respectivement
Gext = 0 et Aexi(t) = — [ *dt’ £('). L’hamiltonien de perturbation est donc de la forme

~

Hoont(t) = —eb Aou(t) avee &= — [p—eA] (ct A= /L) (3)

Me

L’opérateur de densité de courant contient maintenant deux contributions : J = F [@—mieAext (t)} =
A 2 i
J— meieLAeXt (t)



1/ Réponse de © (Question de cours).— La réponse de 'opérateur vitesse est donnée par

<uwmm=wm+e/hﬂK@—wAmuv+omga (4)

a/ Donner I'expression de K (t).
b/ Montrer que la réponse fréquentielle d'un gaz d’électrons en contact avec un thermostat /réservoir
est

% ’”aﬁ‘Q . def .
Kw) =-S5 (fa— s = (ga -
“ ;;(f I8 he ¥ ea— g ri0r O1 Vas = (paltles) (5)
K(W) ¥ [dte“' K (t) et fo = f(ea) est la distribution de Fermi/Dirac.

Indication (rappel) Soit A et B deux opérateurs a N corps, sommes d’opérateurs a un corps
A = > a q(%) => b®. On rappelle qu’a léquilibre thermodynamique, la moyenne du
commutateur peut s’exprimer a I’aide du spectre des états individuels (A, B)) = tr{f(h)]a,b]} =
>apfa—f8)(a)ap(b D)o Ol fo est la distribution de Bose/Einstein ou de Fermi/Dirac.

2/ Conductivité.— La conductivité caractérise la réponse de la densité de courant au champ
électrique

(FOhae = () + [ at alt—)E(E) + O(E?) (6)

Montrer que

2
~ 1e
W=3T

é}jm—kwi. ™

C. Régle de somme-f dans un anneau (~ 4)
2
On peut montrer (cela n’est pas demandé) que ! 25 lapl® + 271% = 1;22 %Qdfg.

€a—€g

1/ Déduire la regle de somme-f dans 'anneau

—Zfﬁz ’”“ﬂ‘ Zfaa”“, (8)

ol jo(¢) est le courant permanent associé a 1’état individuel (dans un fil infini j, — 0).

2/ Montrer que la conductivité peut se mettre finalement sous la forme

~ 62 K(w) _ I?(O) L ajperm L ;.2 N . def .
U(w):f iw +E o +iw§fa]a ou ]perngfoz]a- (9)

Cette expression respecte-t-elle le principe de causalité ?

3/ Quel terme de la conductivité caractérise la dissipation ? Que devient le troisieme terme a
T = 0K ? Donner une interprétation physique du deuxieme terme.

Indication : Si on applique un flux variant trés lentement au cours du temps, ¢ — ¢ + dp et

avec w — 0, on pourrait utiliser I’approximation adiabatique.

1. Pour cela on considére Hgyys4 ’hamiltonien obtenu pour un flux ¢ + §¢. On écrit Hy45 = Hy + W puis
on explicite le développement perturbatif des énergies ea (¢ + 0¢) = €a () + 66 pea(d) + 566% iea(P) + - -



O Texitn
62&\/\&'% Lol _ EXawen Ao ?f{-vns:s}w ;i'a"t;sh‘gu.-.

| Forumale de oo dovs tun ovarsan \

@* Foo L(p-en) "+ viR)
» ¢ i )
A= f = ¢A-¢-A—=<P ok

OT‘LM}M'b Wmank é":- % G‘ ('—_—‘_ﬂ‘gd_:_& Uln)(wli—ln)ﬁlv)

/l/ ’nﬂ.zf-c 1;%‘4 faah Mf!.‘.‘nm (_A“LZV..: s WBeauwh funa ‘,)
G, @) o |QID> sl e fobo A Pax $
jv> ;rucku. e dnsur ((vwhane Jo'w?)

o <G8 "Sdf' abe voaus ¥ P

QM;‘ A + <‘&)H¢9|:

-~ /"‘_‘—"'_ﬁ
<9, | %*;Fv 9> + € é- CALN

% (%) = 524' ARy A
——
"—e- -‘L-: (.;-uk) -°
e a8k ¢ by = - 25l
= =7 % %D CRED - \c}d q
b= e oy

2] Ay Sud i
) 52{_* e (?, Slea) ¥ £ VO Y
il k{f[O)"“h‘—\ *‘lﬂ \'\'“‘) A
frimcdivsnl b it ““‘““V‘“I*J““" an Shangpn bo 4

¢ - ewA'x.\’F ({4“,4 akrw-ac.)
\:Fgwr ‘\?-:rz-;ma—;q/'\'v‘f

ity PO = _e‘”’" flo)

Toiete PeLtl bozt
o, crad. b /ucm‘oofawim‘i’ol»
(\Lmodb &0 51 C___ :rw‘ - ﬁ}’_ GQ;L

¢o 55-_—_ GJ;Xia-sq ’VLf 'o..hf 2 T N(fo GM 2
e 6,{0-01" A . A !J-f““ S&E&"-"-‘Q}Ho Nqu
(T iy



A, Mu.ch'w'fw/
du«-vr dlechn ) — “tl" °
if" iﬂurle—)-—jm‘ﬂ?)

-~ _ "‘- A‘
Hrmrll:') = —ev byplyy i T= .?L,;.z_
- T
d = E;Mpf ¢ - 3 -2 bur
Mg hu,L
/ll 4,.."\4».48 A 3’ L < G79>44r = <G‘> 4 .O.Jol,t’ Ele- &) A«l’ll") + O(A*cxr)

Fo N
H(w«,”" - 2 7 Agrlt)

= l\(u;) = __;- Ble) <[um.\!’3q (@)

d
kivyy = £ eof Uen |t Ea—Epi
i & 4K E-P(i«"-}p) \Wap 1™ € =55
Fornen Feruni— Dinac

\%(W) == &« fp) el 7

7 few réu_epﬂ'O*

<J&)> = <J) ¥ fole’ ale-¢') €l¢’) + 0(EY)
te Forrmt dgmine Ar:)a: wos  Conba Bitiew
Aot ®) Ao o B X Unggtoni

”j}“““"“‘!“"“iédw -&- ?Lmh' ywsu-cb-tz
= 4> + j&'[ 2.{.¢ (E-t') +t‘."-:ektek):] B ')

b Fam(a

J# TG0 - i Gy 4 £k - L T ) B -
W)

o ;‘_—’LJ[ i +10
{ )= L ’E'Eﬁ'e%* —ktw)ﬂ

RN



ehsanta e
:Thﬁmwm;

o € -4'{1 't-""\c._ et 2Pt 7 Z('}“"}P)\E:ﬁ‘- o A s: g‘ :’_: ZEJ\_A.;_*

> Ca_(-[s e et « DY
—??o)
"'/g[w__t_i'["' g S L5 04 Y
BRI CON N NP OICE J0 P,
’a('}'ﬁ-J“) _ JU\ a‘[’&
2¢ 2%
= il = <* klwl-klo) o b Qe L L syl
L I'w R '91: e o T da
Comnakte i B puumits Hrmt v pr @€ M7 g b b B bl
- o pab me wz O 4k ol g il Bisttiis (o a suhWe (a cauws abbe”
Gk A Bt phon ““’7‘1"’“ “f L Vukdoramb) -
Ne = { Jm? J,A-'/u LI= Wl
3’1 u' : 0\.\'1’ B il st __ .e_l :T_M ~(0’) 2 ‘ea- “?‘L
P la w&uohv\u‘
M venanl din  Quad s
hoom o i fs -
’ 3 G Aueisn ferins at sk
- ’ ko™ a T=zo - .
-fu’. ‘j’—igk———)g( (Scm} i ‘éF Lo atole At Cw\eu)
2

Labyw -
Lc_ Jerond tamw A\}.M-P o S obewan o > a./(:..cx. atra [
4’:&9\'1. =) Onrany ()“wm(.;p) = %-‘—_‘(}a

“’9(&')
W 0 3
J""?-—-r‘?-f&‘ﬁw-@-w ke W7

— % 3

' N 9‘ " _.‘QV
oo (40890 €02 Jornl V) + T 80,

P
e e
. o A
\-‘Sj:“’ = i SA‘J - L *Q __l::_' 9!.&M S«.J-Q_‘l‘w\r

Mpckangut L‘ﬂ—""
- J*Mx ) W}’M'Mm a :(::
pronbre Adachivn o Glw)
Ro: Lo Gunewt jw-»mwewf' ot um o@ Gwamh's i ( 42 & (a
= a e Lo 4 i) )
P\nmm ‘G‘M , ’ \ B
e mk'g,wb L ol amte A /‘/(we. b Aw~fee < ﬁf- .
J/VS(}WV&«-'%)M{ .



