M2 — Parcours de Physique Quantique

Intégrale de chemin — Examen
Mercredi 18 décembre 2007

Probléme 1

A. Equation de Schrédinger sur Rt

On considere le Hamiltonien H = —%dd—; + % p? agissant sur les fonctions 1 (z) sur RY avec
condition de Dirichlet a l'origine 1(0) = 0.

1/ Construire les états propres de H. On rappelle que la condition de normalisation pour un
spectre continu est [ da iy (2)Yp (x) = 6(k — k).

2/ Exprimer le propagateur K (z,t|y,0) = (z|e~"|y) en fonction du spectre.

3/ Montrer que

1.2
e 2Mt (2—1)2 (a+v)>
K(x,t|y,0) = NorT (e_ 2t e ht > (1)

4/ Donner une interprétation semiclassique de ce résultat.

B. Diffusion avec dérive sur Rt

On s’intéresse a la diffusion d’une particule décrite par I’équation de Langevin

(t) = p+n(t) (2)
ol 7)(t) est un bruit blanc normalisé : (n(t) n(t')) = d(t — t').

1/ Ecrire 'équation de Fokker-Planck satisfaite par la probabilité conditionnelle P(x,t|ly,0) ainsi
que ’équation de Schrodinger associée (cf. annexe).

2/ Si la particule touche 'origine elle est absorbée. Quelle condition satisfait P(z,t|y,0)?
3/ Montrer que P(z,tly,0) = e**=%) K (z,t|y,0).

4/ On note Sy(t) la probabilité pour que la particule n’ait pas été absorbée au temps t. Exprimer
Sy(t) en fonction de la probabilité conditionnelle.

5/ Montrer que

o [~ 1 oP
— dz P(z,tly,0) = —= — 3
5 | Py =3 5| Q
Interpréter physiquement le membre de droite.
6/ Montrer que
Sy(t) ~ 1—e 2 (4)

t—o00

et commenter ce résultat.



C. Une particule diffusive et une particule balistique

On étudie le mouvement relatif de deux particules se déplacant sur I’axe Oz. La particule
1 est issue de z > 0 & Pinstant 7 = 0 puis décrit un mouvement brownien 2;(7) = (7). La
particule 2 décrit un mouvement balistique zo(7) = —u7 avec pu > 0.

Soit
P(x,t) / dy/ Dz1 )e~ 2 Jodr () HG 21(7) 4+ pr) (5)
ut

ou f(z) =1 pour x > 0 et f(z) = 0 pour x < 0 est la fonction de Heaviside.
1/ Quelle est I'interprétation de [[. 0(z1(7) + p1)?
2/ Que représente P(x,t)?

3/ A Dlaide du changement de variable fonctionnel z(7) = 2 () + u7, trouver la relation entre
P(z,t) et Sy(t) et déduire Pexpression de P(x,t).

Annexe :
e [’équation de Langevin & = ¢(x)++v2D n(t), olt n(t) est un bruit blanc normalisé (n(t) n(t')) =
5(t —t'), est associée a I’équation de Fokker-Planck 0;P = DI?P — 9,(¢P).

e La transformation P = v/ FPy¢ ou Py = exp % fx ¢ conduit a —0yp = H1 avec H = —Dd%,zg +

@2 ¢’ (x)
bt =

e Fonction de MacDonald (Bessel de seconde espece modifiée) :

s 2\F o
[ e =y ©

Probléeme 2 : Accrochage d’un polymere

On considére un polymere constitué de N’ monomeres de longueur b se déployant dans 1’espace
tridimensionnel. Dans la limite continue (N — oo et b — 0 avec N'b? fixé), une configuration du
polymere est repérée par un chemin 7(7) avec 7 € [0,¢] o1 t = N'b?/3. Le poids statistique de la
configuration 7(7) est :

Di(r)e” 2 5 Jo d7 (§5)2 =6 f; dr U ((7)) (7)

ou fg dr U(7) est I’énergie potentielle du polymere. 5 = 1/T est 'inverse de la température
(kp =1).

Dans le probleme nous étudions la question de 'accrochage du polymere par un puits de
potentiel :

[ Vb pour ||f]|<a
ur) = { 0 pour ||[F]] > a (8)

1/ Soit Zi(7]7y) la fonction de partition du polymere ayant ses extrémités fixées. Exprimer
Z(7]79) sous la forme d’une intégrale de chemin. Montrer qu’elle peut s’écrire Zi(7|ry) =
(7|le"tHs| 7)) ot Pon précisera I'expression de l'opérateur Hg.



2/ Température infinie.— Calculer Z;(7|7) pour § = 0. Déduire l'expression de la fonction
de partition Z; = [ didry Z(7]7%) (on suppose le volume fini). On introduit le rayon de giration
R; du polymere défini par :

R = (7~ 70)?) 9)

ou (---) est la moyenne associée a la mesure (7) pour 7(t) = 7 et ¥(0) = 7. Calculer R; dans la
limite 5 — 0 (on exprimera R; en fonction du nombre de monomeres).

3/ Condition d’accrochage.— Le spectre de I'opérateur Hg possede une partie discrete dans
R~ et une partie continue (RT) : Spec(Hg) = {Ep}n=1,...58 UJRT. On note 9, () les fonctions
propres de Hpy associées a la partie discrete du spectre. A quelle condition sur le nombre d’états
liés B le rayon de giration tend-t-il vers une limite finie pour ¢t « N — oo ? Il s’agit de la

condition d’accrochage. Montrer que lorsque le polymere est accroché on a

o o [ AFTEY(F)

Roo™ =2 5 i)

(10)

ol 1 (r) est I'état fondamental de Hg.

4/ Spectre de Hpg.— Ecrire I'équation différentielle satisfaite par les ¥ (7). Montrer que
I'équation de quantification pour les états invariants par rotation ¢ (7) = %X(T) d’énergie F =
—1E2 ost

3 :

K cotg(Ka) = —k avec K>+ k?®=KZ =28V, (11)

5/ Température nulle.— Que vaut la plus petite solution K; de (11) dans la limite § — oo ?
Déduire la fonction xq(r) associée a 11 (7) et calculer Ry, (cf. annexe). Commenter le résultat.

6/ Température critique.— Montrer que ’accrochage du polymere ne se produit qu’en dessous
d’une température critique 7., dont on donnera I’expression.

7/ Rayon de giration pour T ~ T..— Si on pose Xy = on peut montrer que la

s
2y/1—€
solution de \/Xg — 22 cotg \/Xg — 22 = —x est 1 ~ 1.23¢ dans la limite ¢ — 0. Tracer I’allure
de la fonction x;(r). En déduire que le rayon de giration diverge en loi de puissance au voisinage

de la transition :

a

R ~ 12
o A=T/T.)" 12)
Préciser la valeur de I’exposant critique 7.
Annexe :
e Laplacien en coordonnées sphériques :
1 9 1 . 0? 1 9 1 02
A= g T hehae o Ruhere = 53+ 0550 T 525557 (13)

o [y dzxsinz =7 et [ dza’ sinz =7(7? —6).
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