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Examen de Physique statistique

Mercredi 22 Mai 2013

Durée de l’épreuve : 3 heures.

L’utilisation de documents, téléphones portables,. . . est interdite. Calculatrices autorisées.

Recommandations :
Lisez attentivement l’énoncé et rédigez succintement et clairement votre réponse.
Vérifiez vos calculs (analyse dimensionnelle, etc) ; n’oubliez pas de vous relire.

Pensez aux informations en annexe.

Barème indicatif :
Pb 1 : 12 pts. Pb 2 : 7 pts + bonus.

Présentation et clarté de la rédaction : 2 pts.

Problème 1 : Déposition d’un métal sur un substrat

I. Question de cours.– On considère un système de particules sans interaction. On note | ` 〉 les
microétats du système. On note nλ le facteur d’occupation d’un état individuel (à une particule)
|λ 〉 d’énergie ελ. La température T et le potentiel chimique µ sont fixés.

1/ Donner (sans démonstration) la probabilité (grand canonique) d’occupation d’un microétat | ` 〉.
2/ Montrer que la grande fonction de partition Ξ se factorise en terme des grandes fonctions de
partition des états individuels ξλ.

3/ Si les particules sont des bosons, montrer que

ξBosons
λ =

1

1− e−β(ελ−µ)
(1)

4/ Déduire l’expression du facteur d’occupation moyen nλ (pour les bosons).

5/ Donner l’expression de πnλ
, la probabilité pour que l’état individuel soit occupé par nλ

bosons.
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Figure 1 – Déposition des atomes d’un gaz sur un substrat.

II. Nous étudions un modèle de déposition d’atomes sur un substrat (figure 1) : les atomes
(représentés par des petits cubes de côté a) d’une vapeur métallique peuvent s’empiler sur les
M = LxLy/a

2 sites d’un substrat isolant, ou en être arrachés. Chaque site λ de la surface joue le
rôle d’état individuel d’énergie ελ = −ε0 < 0 ∀λ pouvant piéger hλ ∈ N atomes : hλ représente
aussi la hauteur de la colonne d’atomes empilés sur le site λ, en unités de a. Un atome accroché
à la surface (à n’importe quel niveau de la pile) a donc une énergie −ε0 < 0, alors qu’un atome
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dans le gaz a une énergie ε~p = 1
2m~p

2, où m est la masse d’un atome. On fait l’hypothèse que les
atomes empilés sur deux sites voisins n’interagissent pas entre eux.

A. Propriétés des atomes déposés sur le substrat.

1/ Justifier que le gaz joue le rôle de réservoir d’atomes pour les atomes déposés sur le substrat.

On note T et µ la température et le potentiel chimique du gaz.

2/ Calculer la grande fonction de partition ξλ associée à un site du substrat. Quelle condition
doit satisfaire le potentiel chimique µ ?

3/ Calculer la hauteur moyenne h de la pile d’atomes sur un site.

4/ Donner l’expression de la probabilité π0 pour qu’un site du substrat soit vide.

B. Gaz d’atomes.– On traite la vapeur métallique jouant le rôle de réservoir comme un gaz
parfait classique de N atomes, confiné dans un volume V = LxLyLz et supposé maintenu à
une température T .

1/ Exprimer la fonction de partition canonique Z du gaz en fonction de N et de z, la fonction
de partition pour une particule.

2/ Calculer explicitement z en fonction de V et de la longueur thermique ΛT , dont on rappellera
l’expression en fonction de T .

3/ Déduire la pression du gaz.

4/ Donner l’expression du potentiel chimique du gaz en fonction de T , de la densité moyenne
n = N/V et de ΛT .

C. Étude de la couche métallique.

1/ Montrer que la hauteur moyenne de la couche métallique (calculée à la question A.4) peut
s’écrire en fonction de la pression du gaz

h =
p

pG(T )− p
, (2)

où pG(T ) est une fonction de la température dont on donnera l’expression. Comment la condition
(sur le potentiel chimique) trouvée à la question A.2 se traduit-elle en terme de la pression ?
Tracer soigneusement h en fonction de p pour deux températures T et T ′ telles que T ′ > T .
Justifier l’évolution de h lorsque T ↗ à p fixée, puis lorsque p↗ à T fixée.

2/ Exprimer la probabilité π0 pour qu’un site du substrat soit vide en fonction de h.
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Figure 2 – Le courant électrique ne peut passer dans la couche métallique (vue du dessus) que
si suffisamment de sites sont occupés, afin qu’un chemin connecte les deux bords.

3/ Percolation.– Lorsque la concentration c de sites occupés dépasse le seuil de percolation
c > cs ' 0.5927, il existe un amas macroscopique d’atomes connectant deux bords du substrat
(si c < cs, le substrat est couvert d’amas de dimensions microscopiques, non connectés). À quelle
condition sur la pression, la couche métallique peut-elle conduire du courant électrique ? Quelle
est la valeur de l’épaisseur moyenne h correspondant au seuil de percolation ? Commenter.
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Problème 2 : Thermodynamique d’une corde vibrante

Nous étudions la thermodynamique d’une corde vibrante fixée à ses deux extrémités (figure 3).
Commençons par exprimer l’énergie de la corde caractérisée par une déformation y(x). L’énergie
élastique d’un segment est proportionnelle à son élongation : la contribution du segment de
longueur initiale δx est δEp = f

[√
δx2 + δy2 − δx

]
' fδx

2

( ∂y
∂x

)2
, où f est la tension de la corde.

L’énergie cinétique du segment est δEc = µδx
2

(∂y
∂t

)2
où µ est la masse linéique. En sommant ces

contributions, on obtient l’énergie : E[y(x, t)] = 1
2

∫ L
0 dx

[
µ
(∂y(x,t)

∂t

)2
+ f

(∂y(x,t)
∂x

)2]
.

δy
2 +

2

δ

δ
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Figure 3 – Corde vibrante fixée entre deux points.

A. Modes propres.– Le choix de conditions aux limites de Dirichlet (corde fixée aux extrémités)
suggère de décomposer le déplacement en série de Fourier

y(x) =

√
2

L

∞∑
k=1

yk sin

(
kπx

L

)
. (3)

On peut ainsi écrire l’énergie (l’hamiltonien) en fonction des coordonnés normales :

H[{yk, pk}] =
∞∑
k=1

[
1

2µ
p2k +

1

2
µω2

k y
2
k

]
(4)

où pk est le moment conjugué à yk (l’impulsion). Le spectre de fréquences propres de vibration
est

ωk = k
πc

L
avec k ∈ N∗ et c =

√
f/µ . (5)

1/ Que représente c et quelle est sa dimension ?

2/ Densité de modes.– Montrer que, dans l’approximation d’un spectre de vibration continu,
la densité de modes

ρ(ω)
def
=

∞∑
k=1

δ(ω − ωk) (6)

est constante, notée ρ0.

Indication : on rappelle que l’approximation semiclassique (d’un spectre continu) correspond à
traiter les indices discrets comme des variables continues, i.e.

∑∞
k=1 −→

∫∞
0 dk.

B. Propriétés thermodynamiques.– On étudie dans cette partie l’énergie de la corde, sup-
posée en contact avec un thermostat qui fixe sa température T .
Quantification des modes de déplacement.– On traite chaque mode de vibration quanti-
quement. On rappelle que l’énergie stockée dans le mode de pulsation ωk est quantifiée comme

ε(k)n = ~ωk
(
n+

1

2

)
avec n ∈ N (7)

1/ Calculer la fonction de partition canonique zk associée à ce mode.
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2/ Déduire l’énergie moyenne canonique ε(k) du mode de pulsation ωk. Que vaut ε(k) dans la
limite T → 0 ?

3/ Exprimer l’énergie d’excitation de la corde, E(T )−E(0), comme une somme sur les modes.
Montrer que l’énergie d’excitation par unité de longueur est donnée par

Eex(T )
def
=
E(T )− E(0)

L
= α

∫ ∞
0

dω
ω

eβ~ω − 1
, (8)

où l’on précisera l’expression de la constante α. Calculer explicitement Eex(T ), en fonction de c,
T et des constantes fondamentales.

4/ Déduire la chaleur spécifique par unité de longueur, C (T ) = ∂
∂T Eex(T ).

5/ (Difficile ⇒ Bonus) Le traitement quantique nous a permis d’introduire une coupure
dans la sommation sur les énergies des modes (Eex(T ) ne fait intervenir que les modes tels que
β~ωk . 1). Pensez-vous que la mécanique quantique fournit en pratique la bonne échelle de
coupure ?

C. Déplacement.– Dans cette partie on se place dans un régime classique.

1/ En utilisant le théorème d’équipartition, calculer y2k en fonction de kBT , µ et ωk.

2/ Un microétat correspond à la donnée des {yk, pk}. Quelle est la probabilité (canonique) d’oc-
cupation d’un microétat ? Justifier que la moyenne canonique du produit de deux coordonnées
normales est ykyk′ = δk,k′ y

2
k.

3/ Déduire une expression de y(x)2 sous la forme d’une série (portant sur les contributions des
modes propres). Montrer que

y(x)2 =
kBT

f
x
(

1− x

L

)
. (9)

Tracer soigneusement y(x)2 en fonction de x.

4/ A.N. : On considère une corde de longueur L = 1 m pour une tension f = 10 N. Calculer le
déplacement typique dû aux fluctuations thermiques au milieu de la corde (x = L/2) pour une
température de T = 300 K. Commentaire ?

Annexe

•
∫ +∞

−∞
dx e−ax

2
=

√
π

a
pour Re(a) > 0.

•
∞∑
n=1

sin2(nπu)

π2n2
=

1

2
u(1− u) pour u ∈ [0, 1] .

•
∫ ∞
0

dx
xη−1

ex − 1
= Γ(η) ζ(η) où ζ(2) =

π2

6
, ζ(3) ' 1.202, ζ(4) =

π4

90
, etc

• Fonction Gamma : Γ(n+ 1) = n!
• Formule de Stirling lnn! ≈ n lnn− n.
• Constantes fondamentales : ~ = 10−34 J.s et kB = 1.38× 10−23 J.K−1.
• Égalité fondamentale de la thermodynamique : dE = T dS − p dV + µdN .

Solutions disponibles sur la page du cours : rubrique � Enseignements � de
http://lptms.u-psud.fr/christophe_texier/
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