
L3 et Magistère de physique fondamentale Université Paris-Sud

Examen partiel de Physique statistique

Mardi 6 mars 2018

Durée de l’épreuve : 2 heures.

L’utilisation de documents, téléphones portables, calculatrices, . . . est interdite.

Recommandations :
Lisez attentivement l’énoncé et rédigez succinctement et clairement votre réponse.

Vérifiez vos calculs (analyse dimensionnelle, etc) ; n’oubliez pas de vous relire.

Question de cours : distribution canonique (∼ 20mn)

On considère un système S en contact avec un thermostat T , l’ensemble étant isolé. On note
` un microétat d’énergie ε` de S . On note Ω(ε) le nombre de microétats accessibles lorsque S
a une énergie ε. De même, on note Λ un microétat d’énergie EΛ de T , et ΩT (E) désigne le
nombre de microétats accessibles pour le thermostat ayant une énergie E. On pourra aussi avoir
besoin de ΩS⊗T (Etot), le nombre de microétats accessibles du système complet.

1/ Quel est le rôle du thermostat ? Quelle condition doivent satisfaire ε` et EΛ ? Quelle est la
définition de la température canonique (notée T par la suite) ?

2/ Partant du postulat fondamental de la physique statistique, que l’on rappellera, exprimer
la probabilité PC

` d’occupation d’un microétat du système, S , en fonction des nombres de
microétats accessibles introduits plus haut.

3/ En utilisant la condition du 1/, retrouver la distribution canonique.

4/ Rappeler les définitions de la fonction de partition Z et de l’énergie libre F .

5/ Démontrer la relation entre l’énergie moyenne εC et la fonction de partition.

6/ Rappeler la définition de l’entropie statistique. Déduire l’expression de l’entropie canonique
SC en fonction de F et εC.

Problème : Élasticité de la molécule d’ADN (∼ 1h40mn)
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Il y a quelques années, des expérimentateurs ont mené une étude sur
l’élasticité de l’ADN en fixant une molécule d’ADN sur une surface
et en tirant dessus.
On peut modéliser la molécule d’ADN, un � polymère �, comme
une longue châıne de N monomères, chacun repéré par un vecteur
~un de longueur ||~un|| = a (figure 1). Un microétat correspond donc
à l’ensemble des directions {~u1, ~u2, · · · , ~uN}. Le monomère ~un fait
un angle θn avec l’axe vertical. La molécule est à l’équilibre ther-
modynamique avec une solution à température T .

Figure 1 : Polymère de N monomères.
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A. Modèle sans interaction.– Dans cette partie, on suppose que les monomères sont sans
interaction. L’énergie de la molécule sur laquelle on exerce une force ~f = f ~ez est

H({~un}) = Epot = −~f · ~r = −
N∑
n=1

~f · ~un = −fa
N∑
n=1

cos θn , (1)

où ~r est l’extrémité de la châıne (nous n’incluons pas d’énergie cinétique).

1/ Justifier que la fonction de partition canonique de la molécule est donnée par

Z(f) = C

∫
||~u1||=a

d3~u1 . . .

∫
||~uN ||=a

d3~uN e−βH({~un}) (2)

où β
def
= 1/(kBT ) et C est une constante indépendante de f sans importance. Calculer explicite-

ment cette intégrale (indication : utiliser la séparabilité et passer en coordonnées sphériques).

2/ On s’intéresse à l’élongation z, dans la direction de la force (cf. figure). F (f) est l’énergie
libre de la molécule. Montrer la relation générale donnant la moyenne canonique de l’élongation :

`
def
= zc = −∂F (f)

∂f
. (3)

3/ Déduire que `/L, où L = Na, s’exprime à l’aide de la fonction de Langevin L (ξ)
def
= coth ξ−

1/ξ (on rappelle que coth ξ ' 1/ξ+ξ/3 pour ξ → 0). Quelle est l’échelle d’énergie caractéristique
qu’on doit comparer à kBT afin de définir les deux régimes de � petite � et de � grande � force ?

4/ Régime de � petite � force (f → 0) : loi de Hooke.— Montrer que la force est proportionnelle à
l’élongation. Quelle est l’origine physique de la force de rappel exercée par le polymère (suggestion :

commenter la dépendance en température) ?

5/ Régime de � grande � force (f →∞).— Donner le comportement limite de `/L avec f .

6/ Tracer soigneusement `/L en fonction de f .

B. Modèle avec interaction.– Dans le régime proche de l’élongation maximale, le modèle
sans interaction ne décrit pas correctement les résultats expérimentaux (cf. Figure 2). En plus
du terme d’énergie potentielle (1), on introduira dorénavant l’énergie d’interaction

Eint = J

N−1∑
n=1

(
1− ~un+1 · ~un

a2

)
(4)

qui favorise l’alignement des monomères voisins (comme sur la figure 1). L’énergie intervenant
dans la fonction de partition (2) est maintenant H = Eint + Epot. Il n’est plus possible de
calculer l’intégrale multiple de (2)(à cause des contraintes ||~un|| = a). On propose un traitement
approché dans le régime proche de l’élongation maximale. Dans ce cas, on peut décomposer
chaque vecteur ~un selon une composante verticale et une composante perpendiculaire ~ρn ∈ R2

(cf. figure 1). En supposant ||~ρn|| � a, on obtient ~un+1 · ~un ' a2 − 1
2

(
~ρn+1 − ~ρn

)2
.

1/ En développant le terme d’énergie potentielle, montrer que la fonction de partition

Z(f) ' C
∫
R2

d2~ρ1 · · ·
∫
R2

d2~ρN e−βH avec H ' −Nfa+
J

2a2

N−1∑
n=1

(
~ρn+1−~ρn

)2
+
f

2a

N∑
n=1

~ρn
2 (5)

décrit un ensemble de 2N oscillateurs harmoniques classiques couplés (sans terme cinétique).
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2/ On peut effectuer un changement de variables dans l’intégrale sur les ~ρn = (xn, yn) : on pose

Xk
def
= (1/

√
N)
∑

n xn e−ikn et Yk
def
= (1/

√
N)
∑

n yn e−ikn avec k ∈ [−π,+π]. L’énergie s’exprime

alors comme H ' −Nfa+ 1
2

∑
k Ωk(f)2

[
X2
k+Y 2

k

]
avec Ωk(f)2 def

= 4J
a2

sin2(k/2)+ f
a . En admettant

que
∫

d2~ρ1 · · ·
∫

d2~ρN =
∏
k

∫
R dXk

∫
R dYk dans (5), montrer que

Z(f) ' C eNβfa
∏
k

2π

βΩk(f)2
. (6)

Quelle interprétation physique pouvez-vous donner aux nouvelles coordonnées (Xk, Yk) et aux
Ωk ? En utilisant

∑
k → N

∫ +π
−π

dk
2π , déduire une expression de l’énergie libre F (f), sous une

forme intégrale.

3/ Déduire l’élongation moyenne sous la forme d’une intégrale. Calculer explicitement cette
intégrale (cf. annexe) et montrer que

`

L
' 1− kBT/a√

f (f + 4J/a)
(7)
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A long enough linear DNA is a flexible polymer with 
random-walk statistics with end-to-end mean-squared 
distance Ro = (bLY2 ,  where b is the Kuhn statistical 
monomer size (excluded volume effects can be ignored 
in most of the experimental data considered in this 
paper;* see section 1II.C). The bending costs an energy 
per length of ~ B T A K ~ / ~ ,  where K = laS2rl is the curvature 
(the reciprocal of the bending radius) and where A is 
the characteristic length over which a bend can be made 
with energy cost kBT. This inextensible polymer model 
is variously called the wormlike chain (WLC), the 
Kratky-Porod model, and the persistent chain model. 
For the WLC, Ro2 = 2AL, and thus b = 2Ae7 

Since A is also the characteristic distance along the 
WLC over which the tangent vector correlations die 
it is called the persistence length. For DNA in vivo 
(where there is about 150 mM Na+ plus other ions), one 
should keep in mind a value A x 50 nm or 150 b ~ , ~  
although at  low ionic strengths electrostatic stiffening 
can cause A to appear as large as 350 nm. Throughout 
this paper, L >> A is always assumed. 

Like any flexible polymer, separation of the ends of a 
DNA by an amount z << L costs free energy F = 3 k ~ T z ~ /  
(2R02)  and therefore requires a force f = aF/az = 3k~Tz/ 
(W). Below the characteristic force of kBTIA, the 
extension z is small compared to L and this linear force 
law is valid. Since 1 kBT/nm = 4.1 piconewtons (pN), 
for A = 50 nm, kBTIA = 0.08 pN: the forces needed to 
extend DNAs are very small compared to the piconew- 
tons needed to fully extend conventional polymers (e.g., 
polystyrene) with Kuhn length b < 1 nm. 

For forces beyond kBTIA, the nonlinear entropic 
elasticity11J2 of the WLC model with fixed total contour 
length determines the force-distance behavior. Only 
for forces of order the base-stackinglpairing energies/ 
length 10kBT/nm = 500k~T/A will the constraint of 
fixed arc length cease to  be a good approximation, thus 
rendering inapplicable the WLC model (see section V). 

The effective energy of a stretched WLC is11,20 
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Figure 2. Fit of numerical exact solution of WLC force- 
extension curve to experimental data of Smith et a1.l (97004 
bp DNA, 10 mM Na+). The best parameters for a global least- 
squares fit are L = 32.8 pm and A = 53 nm. The FJC result 
for b = 2A = 100 nm (dashed curve) approximates the data 
well in the linear low-fregime but scales incorrectly at large 
f and provides a qualitatively poorer fit. Inset: f 1 l 2  vs z for 
the highest forces; the exact WLC result (solid line) is in this 
plot a straight line extrapolating to L = 32.8 pm from which 
the experimental points begin to diverge above z = 31 pm; 
including intrinsic elasticity (eq 19 with y = 500 kBT/nm, 
dotted curve) improves the fit. 

also make plausible a crossover from an entropic 
elasticity regime to an intrinsic stretching elasticity 
regime (where the DNA contour length slightly in- 
creases), recently suggested by Odijk.16 In the same 
section, we describe why one can largely ignore effects 
of excluded volume and spontaneous bends that may 
occur along DNA because of its heterogeneous base-pair 
sequence. 

Section IV discusses experiments that stretch teth- 
ered DNAs with one free end (Figure lb) with an electric 
field (again relying on the polyelectrolyte character of 
DNA) or with hydrodynamic Because of the 
complexities of dealing with a nonuniform and self- 
consistently determined tension, these kinds of experi- 
ments furnish less stringent tests of elastic theory but 
are closer to the kinds ofways DNAs and other polymers 
get stretched in the natural world. Finally, section V 
discusses recent experiments17 showing that strong 
forces cause the double-helical "secondary structure" of 
B-DNA to abruptly lengthen by a factor of about 1.85. 
Although the precise nature of the new DNA state is at  
this time unclear (perhaps it is an extended flat ribbon 
or separated random-coil-like single strands), the ge- 
ometry of the lengthening is consistent with straighten- 
ing of the double helix, and the force scale is consistent 
with what is necessary to overcome the cohesive free 
energy binding the DNA strands together. 

11. Entropic Elasticity of the Wormlike Chain 
Double-helical B-DNA is a stiff-rod polymer. At 

length scales comparable to the double-helix repeat of 
3.5 nm or the diameter of 2.1 nm, the pairing and 
stacking enthalpy of the bases makes the polymer very 
rigid, with a well-defined contour length that may be 
measured either in nanometers or in base pairs (1 bp 
= 0.34 nm).4 DNA conformations may therefore be 
described by a space curve r(s) of fixed total lengthA L ,  
where s is arc length and where the tangent vector t = 
a,r is a unit vector.l8Jg 

where the force f appears as a Lagrange multiplier to 
fix the end-to-end extension z = &*[r(L)  - r(0)I. Below 
we will compute the equilibrium extension using the 
Boltzmann distribution e-E1kBT. In the remainder of this 
paper, forces and extensions are taken to be along the 
z axis, and when forces appear with inverse-length 
dimensions, a factor of kBT has been suppressed. 

A. Simple Calculation of WLC StrongStretch- 
ing Behavior. When large forces are applied to a 
WLC, the extension approaches the total length L, and 
the tangent vector fluctuates only slightly around 2.12 
From the constraint It1 = 1, we see that if t, and ty are 
taken as independent components, the t, fluctuations 
are quadratic in the two-vector t l =  [t,,t,], namely, t, = 
1 - tL2/2 + 0(t14). To quadratic order, K~ = (a,tl)2, and 
we obtain the Gaussian approximation to (1):12 

where we have expressed the extension in (1) as z = 
Jds t, and where terms of higher than quadratic order 
in tl have been dropped. 

Fourier transforms ( $ L ( q )  Jds eiqstl(s)) decouple the 
energy into normal modes: 

Figure 2 : Extension ` (notée � z � sur la figure) en fonction de la force f pour une molécule
d’ADN de L ' 33 µm. La ligne en tirets correspond au modèle sans interaction. En insert :
1/
√
f est tracée en fonction de l’extension `. Figure tirée de � Stretching DNA �, J. F. Marko

& E. D. Siggia, Macromolecules 28, p. 8759 (1995).

4/ Vérifier qu’en faisant J = 0, on retrouve bien le résultat du modèle sans interaction (partie A).
Quelle est la relation entre la force f et l’élongation relative `/L dans le régime où l’interaction
est importante J � fa (avec fa � kBT pour justifier l’approximation de grande élongation) ?
Comparer aux données expérimentales (en particulier l’insert de la figure 2).

A.N. : L’expérience donne une longueur de persistence ξ = 53 nm (longueur sur laquelle se
courbe la molécule). En écrivant J/kBT = ξ/a et en prenant a = 3.4 nm (périodicité de la
structure en double hélice de l’ADN) et T = 300 K, déduire J en eV.

Annexe

• Une intégrale ∫ +π

−π

dk

2π

1

A− cos k
=

1√
A2 − 1

pour A > 0 .

• Constante de Boltzmann : kB = 1.38 10−23 J/K. Charge de l’électron : |qe| = 1.6 10−19 C.
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