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Durée de l’épreuve : 3 heures.

L’utilisation de documents, téléphones portables, calculatrices, . . . est interdite.

Recommandations :
Lisez attentivement l’énoncé et rédigez succinctement et clairement votre réponse.

Vérifiez vos calculs (analyse dimensionnelle, etc) ; n’oubliez pas de vous relire.
Pensez aux informations en annexe.

Question de cours (∼ 15mn)

1/ Quelle situation physique est-elle décrite par l’ensemble canonique ? Rappeler l’expression de
la probabilité canonique P c

` d’occupation d’un microétat ` d’énergie E`.

2/ On considère un gaz de N atomes soumis à un potentiel, décrit par l’hamiltonien

H =
N∑
i=1

(
~pi

2

2m
+ V (~ri)

)
(1)

Dans le cadre classique, à quoi correspondent les microétats ? Quelle forme prend la distribution
canonique ? On la notera ρc(~r1, · · · , ~rN , ~p1, · · · , ~pN ).

3/ La densité moyenne est donnée par

n(~r) = N

∫
d3~r2 · · · d3~rNd3~p1 · · · d3~pN ρ

c(~r, ~r2, · · · , ~rN , ~p1, · · · , ~pN ) . (2)

Exprimer n(~r) en fonction de V (~r) (ne pas se préoccuper de la normalisation, mais seulement de
la dépendance avec ~r). Que devient n(~r) pour un potentiel harmonique V (~r) = (1/2)mω2~r 2 ?
Tracer l’allure de la densité n(0, 0, z). Quelle est la distance typique sur laquelle le gaz s’étend ?

BEC dans un piège harmonique : effet de taille finie (∼ 1h20mn)

La situation étudiée : Les gaz atomiques ultrafroids sont confinés dans des pièges magnéto-
optiques qui réalisent un confinement harmonique. Nous supposerons que le piège est isotrope
et contient N bosons de spin nul, supposés sans interaction.

Objectif : Dans un premier temps nous analysons le phénomène de condensation de Bose-
Einstein en nous basant sur la formule semiclassique pour la densité des états individuels, ce
qui correspond à la limite thermodynamique. Le calcul exact (quantique) de la densité d’états
fait apparâıtre une correction au résultat semiclassique, dont nous allons étudier l’effet sur le
phénomène de condensation, dans un deuxième temps. On parle � d’effet de taille finie �.

1/ L’énergie d’un atome est ε(~r, ~p) = 1
2m~p

2 + 1
2mω

2~r 2. En utilisant la règle semiclassique,
calculer la densité des états individuels, notée ρsc(ε).

2/ Rappeler l’expression de la distribution de Bose-Einstein nB(ε). Quelle est la contrainte sur
le potentiel chimique (si le fondamental individuel a une énergie ε0 = 0) ?
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On se place à la limite thermodynamique.

3/ En utilisant une formule grand canonique, exprimer le nombre de bosons N comme une
intégrale faisant intervenir ρsc(ε) et nB(ε).

4/ Décrire le phénomène de condensation de Bose-Einstein. Rappeler la condition d’apparition
de ce phénomène et donner l’équation définissant la température de Bose-Einstein TBE. Montrer

que kBTBE =
[
N/ζ(3)

]1/3~ω.

5/ Lorsque T 6 TBE, que devient le potentiel chimique µ ? Exprimer alors le nombre Nex(T )
de bosons dans les états excités comme une intégrale, que l’on calculera. Exprimer Nex(T ) en
fonction de N et T/TBE. Déduire le nombre N0(T ) de bosons dans le fondamental individuel.

6/ Correction à la densité d’états semiclassique.— L’oscillateur harmonique isotrope est
caractérisé par un spectre d’énergies ε` = ` ~ω avec ` ∈ N, dégénérées d` = (`+ 2)(`+ 1)/2 fois.
Justifier que, dans la limite ε � ~ω, la densité des états individuels semiclassique est corrigée
comme

ρ(ε) = ρsc(ε) + δρ(ε) ' ε2

2(~ω)3
+

3 ε

2(~ω)2
. (3)

L’objet de la fin du problème est d’étudier l’effet de ce premier terme correctif à la densité
d’états, sur l’expression de la fraction condensée. Nous allons voir que la température de Bose-
Einstein est modifiée et noterons T̃BE la nouvelle température critique.

7/ En supposant T 6 T̃BE (pour l’instant T̃BE est inconnue), déduire la nouvelle expression du
nombre de bosons excités Nex(T ), sous forme intégrale. On exprimera le résultat en fonction de
N et T/TBE (où TBE est définie au 4/). Donner la nouvelle expression de N0(T ). Tracer les deux
expressions de N0(T ) obtenues au 5/ et dans cette question sur un même graphe : la nouvelle
température critique T̃BE est-elle au-dessus ou en-dessous de TBE ?

8/ On cherche une expression approchée de T̃BE par une méthode perturbative : on écrit T̃BE =
TBE + δTBE où l’on suppose δTBE � TBE. Partant de N = Nex(T̃BE) où Nex est l’expression de

la question 7/, résoudre l’équation perturbativement, au premier ordre en ε
def
= δTBE/TBE � 1 :

montrer que kBδTBE ' − ζ(2)
2ζ(3) ~ω.

9/ A.N. : L’interaction répulsive entre les atomes tend à faire s’étaler le gaz et diminuer la
densité au milieu du piège, ce qui a pour effet de diminuer la température critique et apporte

une autre correction à TBE, faible car le gaz est dilué à la transition, donnée par δT
(int)
BE /TBE '

−1.3 a
`ω
N1/6, où a est la longueur de collision (∝ la force de l’interaction) et `ω

def
=
√

~/(mω).

Les premières expériences de BEC utilisaient des atomes alcalins de rubidium 87
37Rb (masse

M = 87mp) caractérisés par a = 5.77 nm, pour un confinement ω ' 100 Hz.

Calculer `ω en µm. Pour N = 106 atomes, l’une des corrections, δTBE/TBE ou δT
(int)
BE /TBE,

est-elle dominante (on donne ζ(2)/ζ(3)2/3 ' 1.455) ?

Gaz d’atomes fermioniques dans un piège harmonique (∼ 1h20mn)

Si le phénomène de condensation de Bose-Einstein dans les gaz dilués ultrafroids a été observé
dès 1995 (Anderson et al Science 269, 1995), ce n’est que quelques années après que l’effet de
la dégénérescence quantique a pu être observé dans les gaz d’atomes fermioniques (De Marco &
Jin, Science 285, 1999).
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Nous allons étudier un gaz de N atomes fermioniques, confinés dans un piège harmonique,
ce qui correspond à la situation expérimentale. L’énergie d’un atome est ε(~r, ~p) = 1

2m~p
2 +

1
2mω

2~r 2 et la densité des états individuels est donnée par ρ(ε) = 1
(~ω)3 ε

2 (en tenant compte de

la dégénérescence de spin).

1/ Rappeler l’expression de la distribution de Fermi-Dirac nF(ε) et son sens physique. En sup-
posant le potentiel chimique µ > 0, tracer soigneusement nF(ε) en fonction de ε pour T > 0
(avec kBT � µ) et T = 0, sur un même graphe.

2/ En supposant T et µ fixés, exprimer le nombre de fermions N et l’énergie E du gaz sous la
forme de deux intégrales.

On se place à la limite thermodynamique.

3/ Énergie de Fermi.— Déduire du 2/ une expression de N en fonction de µ pour T = 0.
Rappeler la définition de l’énergie de Fermi εF et donner son expression en fonction de N et ~ω.

4/ Énergie du gaz.— Dans l’expérience, De Marco et al ont tracé E/(3NkBT ) en fonction
de T (cf. figure).

a) Quelle est l’énergie du gaz dans le régime classique (utiliser un théorème du cours) ?

b) Pour T = 0, déduire du 2/ une expression de E en fonction de µ. Déduire E/N en fonction
de εF . Enfin, exprimer E en fonction de N et ~ω.

c) Quel est le comportement attendu pour E/(3NkBT ) dans la limite T → 0 ? Cela correspond-
t-il aux données de la figure ?

E
/(
3N

k
B
T
)

n!!r" =
8

"2
N!

Rx
0Ry

0Rz
0

##1 − $ x
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. !8"

In Eq. !7", aho='$ /m%ho denotes the harmonic-
oscillator length. The Fermi wave vector

kF
0 (

pF
0

$
=

1
aho

!48"1/6N!
1/6 !9"

fixes instead the width of the momentum distribution

n!!p" =
8

"2
N!

!pF
0"3#1 − $ p

pF
0 %2&3/2

. !10"

This result is obtained by integrating the T=0 distribu-
tion function in coordinate space. Equations !8" and
!10", which are normalized to the total number of par-
ticles N!, hold for positive values of their arguments and
are often referred to as Thomas-Fermi distributions.
Equation !10" is the analog of the momentum distribu-
tion !3N! /4"pF

3"&!1−p2 /pF
2" characterizing a uniform

Fermi gas in terms of the Fermi momentum pF. The
broadening of the Fermi surface with respect to the uni-
form case is the consequence of harmonic trapping.
Note that the value of kF

0 defined above coincides with
the Fermi wave vector kF

0 = )6"2n!!0"*1/3 of a uniform gas
with density n!!0" calculated in the center of the trap. It
is worth comparing Eqs. !8" and !10" with the analogous
results for a trapped Bose-Einstein condensed gas in the
Thomas-Fermi limit !Dalfovo et al., 1999". The shapes of
Fermi and Bose profiles do not look different in coordi-
nate space. In both cases, the radius of the atomic cloud
increases with N although the explicit dependence is
slightly different !N1/5 for bosons and N1/6 for fermions".
Note, however, that the form of the density profiles has a
deeply different physical origin in the two cases. For
bosons it is fixed by the repulsive two-body interactions,

while in the Fermi case it is determined by the quantum
pressure.

In momentum space the Bose and Fermi distributions
differ instead in a profound way. First, as a consequence
of the semiclassical picture, the momentum distribution
of the Fermi gas is isotropic even if the trapping poten-
tial is deformed )see Eq. !10"*. This behavior differs
from what happens in the BEC case, where the momen-
tum distribution is given by the square of the Fourier
transform of the condensate wave function and is hence
sensitive to the anisotropy of the confinement. Second,
the width of the momentum distribution of a trapped
Bose-Einstein condensed gas decreases by increasing N
while, according to Eqs. !6" and !10", that of a trapped
Fermi gas increases with the number of particles.

It is useful to calculate the time evolution of the den-
sity profile after turning off the trapping potential. For a
noninteracting gas, the distribution function follows the
ballistic law f!r ,p , t"= f0!r−pt /m ,p", where f0 is the dis-
tribution function at t=0 given by Eq. !2". By integrating
over p, one can calculate the time evolution of the den-
sity and find the following result for the mean-square
radii:

+ri
2, =

E!T"
N!

1
3m%i

2 !1 + %i
2t2" . !11"

The asymptotic isotropy predicted by Eq. !11" is a con-
sequence of the absence of collisions during the expan-
sion and reflects the isotropy of the momentum distribu-
tion !10".

III. TWO-BODY COLLISIONS

A. Scattering properties and binding energy

Interaction effects in quantum degenerate, dilute
Fermi gases can be accurately modeled by a small num-
ber of parameters characterizing the physics of two-body
collisions. In the relevant regime of low temperature and
large mean interparticle distance, the spatial range R0 of
the interatomic potential is much smaller than both the
thermal wavelength 'T='2"$2 /mkBT and the inverse
Fermi wave vector kF

−1,

R0 ( 'T, R0 ( kF
−1. !12"

Under the above conditions, the main contribution to
scattering comes from states with an !=0 component of
angular momentum, i.e., s-wave states. Another con-
straint comes from the antisymmetry of the wave func-
tion of identical fermions, which excludes s-wave scatter-
ing between spin polarized particles. As a consequence,
only particles with different spin can interact.

In this section, we briefly recall some results of the
theory of elastic scattering in the s-wave channel !see,
e.g., Landau and Lifshitz, 1987".

If one neglects small relativistic spin interactions, the
problem of describing the collision process between two
atoms reduces to the solution of the Schrödinger equa-
tion for relative motion. For positive energy ), the

FIG. 3. !Color online" Evidence for quantum degeneracy ef-
fects in trapped Fermi gases. The average energy per particle,
extracted from absorption images, is shown for two-spin mix-
tures. In the quantum degenerate regime, the data agree well
with the ideal Fermi gas prediction !solid line". The horizontal
dashed line corresponds to the result of a classical gas. From
De Marco et al., 2001.

1220 Giorgini, Pitaevskii, and Stringari: Theory of ultracold atomic Fermi gases
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Figure 1 : Énergie E d’un gaz de N fermions dans un
piège harmonique en fonction de la température (TF est la
température de Fermi). Tiré de : B. De Marco, S. B. Papp,
and D. S. Jin, Pauli blocking of collisions in a quantum
degenerate atomic Fermi gas, Physical Review Letters 86,
p. 5409 (2001).

5/ Profil de densité du gaz.— Dans cette dernière question, on étudie le profil de densité
du gaz fermionique, en utilisant une approximation semiclassique (aussi appelée approximation
de Thomas-Fermi).

a) En considérant l’expression intégrale de N du 2/ (en terme de nF(ε) et ρ(ε)), justifier

N = 2

∫
d3~rd3~p

h3
nF(ε(~r, ~p)) (4)

Indication : utiliser la représentation de la densité d’états semiclassique ρ(ε) = 2
∫

d3~rd3~p
h3 δ(ε− ε(~r, ~p)).

Cette expression montre que

f(~r, ~p) =
2

h3
nF(ε(~r, ~p)) (5)
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est la fonction de distribution dans l’espace des phases à un fermion, permettant de calculer le
profil de densité du gaz n(~r) =

∫
d3~p f(~r, ~p).

b) Régime classique.— Justifier que le régime classique correspond à eβµ � 1. Que peut-on
dire de nF(ε) dans cette limite ? Déduire la forme approchée de f(~r, ~p) et l’allure du profil de
densité n(~r).

c) Gaz dégénéré.— Rappeler l’expression de nF(ε) à T = 0 et montrer que le profil de densité
est donné par

n(~r) =
8π

3h3
[2m (εF − V (~r))]3/2 (6)

où le potentiel de confinement est ici V (~r) = (1/2)mω2~r 2. On introduit RF , défini par εF =

(1/2)mω2R2
F , qui donne la taille du gaz. Exprimer RF en fonction de N et `ω

def
=
√
~/(mω).

Montrer que la densité doublement intégrée n(1)(z)
def
=
∫

dxdy n(~r), mesurée expérimentalement,
a la forme n(1)(z) ∝ (R2

F − z2)θf où θf est un exposant à déterminer. Tracer soigneusement
l’allure de n(1)(z).

d) Comparaison avec le gaz de bosons à T = 0.— L’interaction répulsive entre atomes
joue un rôle important dans le gaz de bosons à T = 0. Dans ce cas, le profil de densité a la forme
n(~r) = 1

g [µ − V (~r)] ∝ (R2
B − ~r 2) avec RB ∝ (gN)1/5 (et g la force de l’interaction qui contrôle

notamment le potentiel chimique µbosons ∝ (gN)2/5), d’où n(1)(z) ∝ (R2
B − z2)2. Comparer les

différentes grandeurs avec celles correspondantes pour le gaz de fermions. Comment expliquer la
similitude entre le gaz de bosons en interactions répulsives et le gaz de fermions sans interaction ?

Se relire : 5mn ! !

Annexe

• Volume de la sphère de rayon unité en dimension d : Vd = πd/2/Γ
(
d
2 + 1

)
.

• Fonction Gamma-d’Euler : Γ(z)
def
=
∫∞
0 dt tz−1 e−t pour Re(z) > 0 ; Γ(z + 1) = z Γ(z) ; Γ(n) =

(n− 1)! pour n ∈ N∗ et Γ(1/2) =
√
π.

• Formule de Stirling : lnn! ' n lnn− n si n� 1.

• Une famille d’intégrales :

Γ(α) ζ(α) =

∫ ∞
0

dt tα−1

et − 1
(7)

• Fonction Zeta : ζ(2) = π2

6 ' 1.645, ζ(3) ' 1.202, ζ(4) = π4

90 ' 1.082, etc

• Égalité fondamentale de la thermodynamique : dE = T dS − p dV + µdN .

• Constantes : kB = 1.38× 10−23 J/K ; |qe| = 1.6× 10−19 C ; mp = 1.67× 10−27 kg.

Solutions sur la page du cours : cf. http://lptms.u-psud.fr/christophe_texier/

4

http://lptms.u-psud.fr/christophe_texier/

