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Présentation

e Les exercices incontournables sont repérés par une < * s

e La version en ligne (http://lptms.u-psud.fr/christophe_texier/)) contient quelques
exercices supplémentaires.

Formulaire

Intégrales gaussiennes

Une intégrale, reliée a I'(1/2),

Une intégrale, reliée a I'(3/2),

1 /2
/dx 22 em207" = i (0.2)
R

a a

o0 ) 172\ _ /n+1
A dﬂf .In e_EaxQ = 5 (a) F < 2 ) (03)

ou I'(z) est la fonction Gamma (cf. ci-dessous). La transformée de Fourier de la gaussienne :

Plus généralement

/dxe%axz“kx: 2T b (0.4)
R

a
e Convolution de deux Gaussiennes : soit g, la Gaussienne normalisée d’écart type o, alors

(92 % 92)@) = [ A0 = ) 902(0) = /73 (05)

Fonction Gamma d’Euler

I'(z) d:°f/ dtt*le™ pour Rez >0 (0.6)
0

Remarque : toutes les intégrales du type fooo dz 20 e~ 02’ peuvent s’exprimer a l'aide de la fonc-
tion I'.



http://lptms.u-psud.fr/christophe_texier/

La relation fonctionnelle (facile & démontrer) :

T(z+1) ==2T(z)] (0.7)

permet de prolonger analytiquement la fonction I' a "autre moitié du plan complexe, Re z < 0.
Valeurs particulieres : | T'(1) =1 & I'(1/2) = /7 | d’ou, par récurrence,

T(n+1) = n! (0.8)
F(n—i—%) _ \2/5(271— ! 0.9)
def o (Qn)' def

ou 2n—1)I=1x3x5x---x (2n—1) et (2n)l=2x4x---x(2n) = 2"nl.

= o)l
Fonction Beta d’Euler

' " DN
B(p,v)= [ dtt (1 -t = 2/ d6 sin® 10 cos™ 16 = - 1
(p,v) /0 ( ) ; sin cos Tt ) (0.10)

Formule de Stirling

1
MNz+1)~V21z27e”? ie Inl(z+1)=zlnz—2+ B In(27z) +O(1/z)| (0.11)

qui sera en pratique souvent utilisée pour calculer In(n!) ~ nlnn —n ou % In(n!) ~ Inn.

Volume de ’hypersphere

<D/2
Yp=—+—— 0.12
P @) (0-12)
Formule du binéme
N
N N!
N _ n ,n, N—n < def  AVE
(x+y) —nz:;)CNx y ou CN_(n) = AN =)l (0.13)
et sa généralisation
@)Y =N el (0.14)
! M N m1! . -mM! 1 M ‘
M, M r
t.q. Yo mE=N
Autres intégrales utiles
[e’e] a—1 o]
/O dggeﬁ — =T(@)¢(e) ot ¢(a) = ;na (0.15)
. 2 4
est la fonction zeta d’Euler. On a ((2) = %, ¢(3) ~ 1.202, ((4) = G5, etc.
o) 1.4 7TZJL
d = — 0.16
/() xShQ z 30 ( )

(on peut la déduire de la relation précédente pour o = 4).



TD 1 : Marche aléatoire et théoréme de la limite centrale

1.1 Loi binomiale et marche aléatoire (*)

Nous étudions le déplacement d’'un marcheur pouvant se mouvoir sur un axe : a chaque pas de
temps il choisit d’aller soit a droite avec probabilité p € [0, 1], soit vers la gauche avec probabilité
g =1—p (cf. Fig. [L.1)). Chaque pas est indépendant du précédent.

X

FIGURE 1.1 : Marcheur sur un aze. A droite : on a généré aléatoirement 20 marches symétriques
de 100 pas chacune.

A. Loi binomiale.

1/ Distribution.— Apres M pas, quelle est la probabilité I (n) pour que le marcheur ait fait
n pas a droite ? Vérifier la normalisation.

2/ Expression des moments.— Exprimer le kéme moment, i.e. <nk>, comme une somme (at-
tention, le nombre de pas n est la variable aléatoire alors que M est un parametre du probleme).
Savez-vous calculer cette somme ?

3/ Calcul des moments : fonction génératrice.— On introduit une fonction auxiliaire,
appelée “fonction génératrice”,

Gu(s) = (s"), (1.1)
fonction de la variable s (éventuellement complexe).
a) Supposant connue la fonction Gj;(s), comment déduire en principe les moments ?

b) Pour la loi binomiale ITy;(n) déterminée précédemment, calculer explicitement G /(s) ; déduire

(n) et (n2) puis la variance Var(n) = (n2) — (n)2. Comparer les fluctuations & la valeur moyenne.

¢) FACULTATIF : on introduit une autre définition pour la fonction génératrice : Wiy (8) =

InGp(e™?), ot B est appelée “variable conjuguée” (de la variable aléatoire). Pour la loi bino-

miale, vérifier que le développement pour 3 — 0 correspond & Wy, (8) = —3 (n)+(8%/2) Var(n)+
- (ce qui donne la variance plus rapidement).

On pourra essayer de justifier plus généralement ce développement (sans hypothese sur la loi de

n) en exprimant des coefficients du développement de Wj/(5) en fonction des moments (sans

perdre en généralité, on peut considérer le cas (n) = 0; le d.l. reste ”humain” jusqu’a l'ordre 4).

4/ Limite M — oco.— Dans cette question on analyse directement la distribution dans la limite
M — oo. En utilisant la formule de Stirling, développer InIly;(n) autour de son maximum
n = n,. Justifier que I/ (n) est approximativement gaussienne dans la limite M — oo (préciser
une condition sur p). Tracer soigneusement lallure de la distribution.

B. Marcheur.— On revient a I’étude du marcheur, dont la position sur I’axe est . La longueur
d’un pas est a.



1/ Exprimer = en fonction du nombre de sauts vers la droite n. Déduire les deux premiers
moments de = (en utilisant les résultats du A).

2/ Vitesse de dérive.— Le marcheur attend un temps 7 entre deux sauts. Exprimer la vitesse

de dérive

Vo gy 80 (1.2)

t—oo t

en fonction de a, T et la probabilité p; (z;) est la moyenne au temps t = M.

3/ Constante de diffusion.— Afin de caractériser I'étalement de la distribution du marcheur,
on introduit la constante de diffusion

D = lim

.1‘2 — (T 2
def lim < >t2t ( >t (13)

Exprimer D en fonction des parametres du probléme.

4/ Limite continue.— On traite la position comme une variable aléatoire continue. Donner
Pexpression de la densité de probabilité P;(x) de la position du marcheur au temps ¢. Vérifier
la normalisation (partant de IIj;(n), on peut identifier la bonne constante de normalisation de
P,(z), a condition d’identifier précisément la relation entre IIj;(n) et Pi(x); on peut choisir
p = 1/2 pour simplifier).

C. (FacurtaTiF) Les sauts sont des variables aléatoires continues — Universalité.— On
consideére un autre modele de marche aléatoire : la position du marcheur n’est plus contrainte
a étre sur un réseau de points mais peut prendre une valeur variant continiment dans R. A
chaque intervalle de temps, il fait un saut distribué avec la loi p(h).

1/ Justifier que la distribution de la position au temps ¢ obéit a la récurrence

Prypr(z) = / dhp(h) Pz — h). (1.4)

On choisit maintenant une des deux méthodes proposées ci-dessous pour résoudre cette
équation.

2/ Méthode 1 : pour la marche gaussienne symétrique.— On considere une loi gaussienne
symétrique p(h) = (V2w )~ exp {—h?/(20?) }. En utilisant un résultat connu sur la convolution
des gaussiennes, déduire Pps,(x). Donner l'expression de la constante de diffusion en fonction
de T et 0.

X

FIGURE 1.2 : 50 marches générées a partir de 100 sauts distribués par une loi gaussienne.

3/ Méthode 2 : pour le cas général.— On ne spécifie pas la forme explicite de la loi p(h). On
fait seulement deux hypotheses assez faibles : ses deux premiers “moments” sont finis, (h) < oo



et (h?) < 0o. On considere des “petits” intervalles de temps, 7 — 0, et des “petits” pas (la
largeur de p(h) tend vers zéro).

a) Donner des exemples pour p(h) (avec différents types de décroissance a grand h, exponentielle,
loi de puissance,...).

b) On fait 'hypothese que la distribution P;(z) est une fonction qui varie “lentement” avec t (a
Iéchelle de 7) et avec x (& I'échelle de h). Dans I’équation intégrale (1.4), développer P4, (z)
au premier ordre en 7 et P;(x — h) au deuxieme ordre en h.

¢) On suppose que les trois parametres 7 o< ¢, (h) x € et (h%) o € tendent simultanément
vers zéro, proportionnellement au parametre e — 0%. Montrer qu’on obtient une équation aux
dérivées partielles pour P;(x), qu’on écrira en termes de V et D.

d) Donner la solution de I’équation aux dérivées partielles (la méthode de résolution la plus
simple est de fouriériser en espace).

e) FACULTATIF? : Propriétés de la marche aléatoire.— On note hy le saut effectué au temps ¢
(distribué par la loi p(h)). On suppose (h:) = 0 pour simplifier la discussion. On note x(t)
le “processus”. Son évolution est controlée par x(t + 7) = x(t) + ht. Dans la limite continue,
comment ([z(t + 6t) — z(t)] 2> dépend-t-il de §t 7 Discuter la continuité et la différentiabilité du
processus aléatoire z(t) dans la limite continue.

4/ Universalité.— En utilisant un théoréme vu en cours, justifier pourquoi les différents modeles
de marcheurs conduisent tous a la méme loi universelle P;(z), dans la limite d’un grand nombre
de pas (ou de maniere équivalente, dans la limite ¢ — 0).

D. Cas d-dimensionnel et application.

1/ On considere un marcheur dans R?. A chaque pas il fait maintenant un saut 6z =h1 &+ +
hq €g, ou les h; sont d variables aléatoires indépendantes, décrites par la méme loi symétrique
p(h). Déduire la distribution de la position du marcheur dans R (on utilisera le résultat du C
pour d = 1).

2/ Exprimer (Z?2), en fonction de la constante de diffusion définie plus haut dans le cas unidi-
mensionnel (on pourra donc considérer (z;x;) pour i = j et i # j).

3/ Loi jointe versus loi marginale.— ¥ € R? est distribué par la loi gaussienne obtenue &
la limite d’un grand nombre de sauts. Comment passer de la distribution jointe Pi(z,y) a la loi
marginale Q;(r) de r = \/22 + y? ? Comparer le calcul de (¥'?2) & partir de P(z,y) et de Q4(r).
Calculer la valeur moyenne (r) puis la valeur typique 7y, (pour laquelle Q¢(r) est maximum).
Tracer soigneusement Q¢(r).

4/ Application : molécule dans un gaz.— Typiquement, dans un gaz & température am-
biante, une molécule a une vitesse v ~ 500 m/s et subit des chocs avec d’autres molécules tous
les 7 ~ 2 ns. Comparer la distance typique couverte entre deux chocs avec la distance typique a
la molécule la plus proche (pour p = 1 atm, 7' = 300 K). Comparer le mouvement diffusif de la
molécule apres une seconde (nombre de chocs, distance typique finalement parcourue), avec le
mouvement balistique.

1.2 Rapport de deux variables aléatoires

On considere la loi p(z) = (1 — a)z™® pour = € [0,1] (et p(z) = 0 ailleurs). Soient X; et Xo
deux variables indépendantes distribuées selon p(x). Donner la loi w(y) de Y = X;/X5.



TD 2 : Espace des phases et ergodicité

2.1 Evolution dans I’espace des phases et théoreme de Liouville

Nous discutons diverses propriétés de 1’évolution temporelle de la distribution dans ’espace des
phases pour un systeme conservatif. Pour simplifier, nous considérons la situation unidimen-
sionnelle (I'extension au cas multi-dimensionnel et/ou a plusieurs particules, ne pose aucune
difficulté) : une particule dont la dynamique est décrite par la fonction de Hamilton H (g, p).

A. Théoréme de Liouville.— Nous montrons dans un premier temps que 1’évolution tem-
porelle conserve la mesure dans l'espace des phases. L’évolution temporelle gouvernée par les
équations de Hamilton, i.e. la trajectoire physique (Q(t), P(t)) dans ’espace des phases est une
solution des équations différentielles couplées

_OH : OH

= afp(Q(t)vp(t)) et P(t) = (Q(1), P(t)) - (2.1)

Q(t) “oq

L’évolution pendant un temps infinitésimal d¢ mappe le point (g;, p;) sur le point (gf,py), via la
transformation (non linéaire en général) :

oH
qs q+6t8p(q i) (2.2)
oH
~ i — ti iy Pi 2
pF~pi—9 8q(q i) (2.3)

Montrer que le volume infinitésimal dg;dp; est transformé en un volume égal dgydp (a ’ordre 5th.

p

q

FIGURE 2.1 : Trois trajectoires d’un petit volume de l’espace des phases sont représentées :
[’évolution temporelle conserve la mesure dgdp.

B. Equation de Liouville.— On introduit la densité de probabilité p;(q, p) dans l'espace des
phases, i.e.

Proba{(Q(t), P(t)) € volume dgdp autour de (¢,p)} = pi(q,p) dgdp . (2.4)

1/ Pour trouver I’équation d’évolution de la densité. Soit une fonction test ¢(g,p), on considere

(@(Q(t), P(1))) = / dadp pe(a,p) (0, p) (2.5)

ou la moyenne est prise sur les trajectoires physiques (Q(t), P(t)). Considérer la dérivée 0; (p(Q(t), P(t)))
et déduire ’équation d’évolution de p.(q,p).

FACULTATIF : on pourra retrouver le résultat plus directement en utilisant la représentation

pe(q,p) = (6 (¢ — Q(t)) J (p — P(t))).



2/ Montrer que I’équation d’évolution peut s’écrire comme

0 _ . aet OA(q,p) 0B(q,p)  9B(q,p) 0A(g,p)
apt((bp) - {Ha pt} ou {"4’ B} - 8(] ap - 8(] ap

(2.6)

est le crochet de Poisson des deux observables.

3/ a) Ecrire explicitement équation de Liouville pour H = p2/(2m) + V(q).

b) Evolution libre. Résoudre I’équation de Liouville pour I’évolution libre pour une condition
initiale (& ¢ = 0) de la forme po(q,p) = f(q) 9(p).

Indication : on pourra écrire la densité initiale sous la forme po(q, p) = 0(q¢—qo) d(p—po) et écrire
pt(q, p) correspondant & 1’évolution libre.

C. Mesures d’équilibre.

1/ Justifier que la forme
p*(q,p) = ®(H(q,p)) (2.7)

est une solution stationnaire possible, ou ®(£) est une fonction arbitraire.

2/ Les choix ®(¢) = Q' 6(& — E) et ®(¢) = Z; e ¢ correspondent respectivement aux en-
sembles microcanonique et canonique. Donner ’expression générale de la constante de normali-
sation dans chacun des cas.

3/ Calculer explicitement de Qg et Z3 dans le cas de 'oscillateur harmonique, i.e. pour H(q,p) =
p?/(2m) + (1/2)mw?q>.

2.2 Théoreme H

Dans l'exercice précédent, nous avons évoqué l'existence de diverses mesures d’équilibre dans
I’espace des phases. Il reste & comprendre pourquoi et comment le systeme relaxe vers 1’équilibre.
C’est 'objet de cet exercice et des deux suivants.

Etudier la relaxation vers I’équilibre requiert un modéle décrivant ’évolution temporelle de
la probabilité. Nous considérons I’équation (classique) de la diffusion

(décrivant par example la densité d’un colorant dans un fluide). Pour simplifier nous considérons
la situation unidimensionnelle et supposons que la particule est confinée dans une boite z € [0, L].

1/ Montrer que les conditions aux limites O, f|y,—0 = Orf|z=r = 0 (réfléchissantes) conservent
la probabilité dans la boite, fOL dz fi(z) = cste.

Suivant Boltzmann, nous introduisons la fonctionnelle [[]

L
HI Y [ do fi) 1n o) (29)
0
2/ Comparer la valeur de H pour les deux distributions suivantes
1 2 pour z € [0, L/2]
oq(z) = = et =1L ’ 2.10
feal®) = f() { s (2.10)
3/ Montrer que
dH[f:]
<0 2.11
i (2.11)

et que I'égalité est réalisée pour f = foq.

'Une fonctionnelle F[f] est une application d’un espace de fonctions sur R (ou C).



2.3 Chaos et ergodicité

Dans cette exercice, on montre que I’évolution déterministe d’un systeme isolé peut conduire a
Pergodicité, moyennant certaines conditions sur la nature (chaotique) de la dynamique.
On considere un oscillateur quartique bidimensionnel

H(z,y,pe,py) = ps + 05 + Vix,y)  avee V(z,y) =a* +2X 2y +y* (2.12)

ou le parametre sans dimension est A > —1 afin qu’il y ait toujours confinement.

1/ Un systeme dynamique avec D degrés de liberté (ici D = 2) est dit intégrable au sens de
Liouville s’il est possible de trouver D constantes du mouvement indépendantes. E| Justifier que
Poscillateur quartique (2.12)) est intégrable pour A = 0.

Sections de Poincaré : pour représenter la dynamique
du systeme, qui évolue dans un espace des phases de di-
mension 4, il est plus commode de procéder par < section
de Poincaré >, i.e. de représenter les intersections de la
trajectoire avec une variété de plus basse dimension, par
exemple une surface bidimensionnelle, afin de visualiser la
trace de la trajectoire, comme sur la figure ci-contre.

section de Poincaré

™ Hgp)=E

Lorsqu’un systeme est intégrable, une trajectoire se trouve a l'intersection de D variétés de
dimensions 2D — 1. L’intersection avec le plan de la section de Poincaré est une ligne. E| En
revanche, en I'absence de constante du mouvement autre que ’énergie, la trajectoire se trouve
seulement contrainte a se trouver sur la variété de dimension 2D — 1 = 3 définie par H(7,p) = E
et explore une surface de la section de la section de Poincaré.

A=0

%
5555

2
285
25558
S

FIGURE 2.2 : A gauche : Sections de Poincaré y = 0 pour différentes valeurs du parameétre A
(dans le plan (z,p;)). Chaque couleur correspond a une trajectoire différente. A droite : Trajec-
toire dans l’espace physique (z,y) pour A =0 et A = —0.8. (Figures de Nicolas Pavloff, LPTMS).

2Deux constantes du mouvement C; et Ca (des fonctions des variables dynamiques) sont indépendantes si leurs
crochets de Poisson sont nuls, {C1,C2} = 0.
3Lorsqu’un systéme est intégrable, il existe une transformation canonique des 2D variables initiales vers D

couples de variables « action-angle > (0n,In) avec n = 1,---, D. L’hamiltonien ne dépend plus que des D
variables d’action H(---) = H(l1,--,Ip) et les équations pour les variables d’angles sont découplées : ¢, =
OH /01, = wn(I1, -+ ,Ip), d’olt 0, (t) = wn t + 0,(0). La trajectoire évolue sur un < tore invariant >, dont une

section de Poincaré est une ligne fermée.
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2/ On a étudié la dynamique de loscillateur quartique numériquement. Sur la figure sont
représentées différentes trajectoires dans une section de Poincaré pour différentes valeurs de A.
Commenter la figure.

2.4 Ergodicité pour une bille dans un fluide

Dans l'exercice nous avons montré que ’évolution markovienne sous-jacente conduit a la
relaxation vers un équilibre. Dans 1’exercice nous avons vu qu’une dynamique parfaitement
déterministe mais chaotique est a l'origine de ’ergodicité. Nous voudrions ici combler ’hiatus
entre les deux problemes et étudier le role d’une force fluctuante introduite dans ’équation du
mouvement déterministe.

Nous étudions la relaxation vers 1’équilibre dans le cadre d’un modele jouet décrivant le
mouvement d’une petite bille dans un fluide, soumise a une force de rappel élastique. Il existe
différentes techniques pour confiner une particule : soit on peut ’accrocher a une surface par un
polymere (Fig. , ou on peut agir sur la particule avec un laser (si la particule est constituée
d’un matériau diélectrique).

FIGURE 2.3 : Bille accrochée a une surface par un polymeére exercant une force de rappel.

On se limite au cas unidimensionnel pour simplifier. Le mouvement de la particule est décrit
par les équations du mouvement de Newton

z(t) = v(t) (2.13)
mo(t) = —you(t) —kx(t) + F(t), (2.14)

ou k est le coefficient de rappel élastique et v un coefficient décrivant la friction dans le fluide.
F(t) est une force qui modélise I'effet des fluctuations dans le fluide (en particulier, elle est nulle
en moyenne (F(t)) = 0).

On peut identifier (au moins) deux échelles de temps caractéristiques : la période associée
au rappel, T' = 2m\/m/k et Trelax = m/7 qui caractérise la relaxation de la vitesse. On étudie le
régime sur-amorti, Tyelax < 1' (i.e. la limite de forte friction ~ et faible rappel k).

A. Relaxation de la vitesse.— Sur les temps courts, on peut négliger I'effet du rappel, i.e. faire
k = 0 dans I'éq. (2.14]). On discrétise I’équation d’évolution de la vitesse : posons V,, = v(n7),
ou 7 est une échelle arbitraire (non physique), petite, 7 < Trelax-
1/ Montrer que V,, 41 = AV, + &, et exprimer A et , en termes des grandeurs introduites plus
haut.
2/ A quelle condition physique est-il légitime de supposer que les forces F (n7) aux différents
temps sont décorrélées, (F(nt) F(mT)) o< Opm ?

En sus de supposer que tous les forces F'(nt) sont des variables indépendantes, on les
postule identiquement distribuées par une loi gaussienne, de variance (F(n7)?) = o?/7.

3/ Montrer que

n—1

k=0
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FEn supposant que Vj est une variable aléatoire indépendante des &,, déduire la variance de
V,. Donner la distribution de V,, dans le cas ou Vj est une variable gaussienne. En supposant
T K Trelax = M/7, justifier que la distribution de la vitesse v(n7) = V;, devient indépendante des
conditions initiales dans la limite n = t/7 — oo (justifier que la condition précise est t > Tyelax)-
On dit que v(t) atteint sa distribution stationnaire.

4/ Relation fluctuation-dissipation (Einstein).— On démontrera dans la suite du cours
que énergie cinétique moyenne est reliée a la température par (E.) = (1/2)kgT ou kp est la
constante de Boltzmann. Déduire une relation entre la friction v, 'amplitude ¢ des fluctuations
de la force et la température.

5/ Donner la loi marginale de la vitesse Peq(v) lorsque I'équilibre est atteint (en fonction de T').

B. Relaxation de la position.— Dans la limite Ty << T, on peut justifier que le terme
d’accélération de I’équation de Newton peut étre négligé :

0~ —vyi(t) —kz(t) + F(t) . (2.16)

Sans calcul supplémentaire, discuter les propriétés statistiques de x(t) & “grand” temps. Montrer
que la distribution d’équilibre de la position est

]Beq(m) o e Er(@)/(kpT) (2.17)

ou E, est I'énergie potentielle. En admettant que la position et la vitesse sont indépendantes,
donner la distribution d’équilibre dans l’espace des phases, notée peq(z,p).

2.5 De la moyenne temporelle 4 la moyenne statistique — exemple (académique!)
de loscillateur harmonique 1D (*)

Un oscillateur harmonique classique unidimensionnel a pour hamiltonien :

p? 1 2.2
H(m,p):%+§mw x

ol m est la masse de la particule et w la pulsation de I'oscillateur.

(2.18)

A. Approche de la mécanique classique.— Nous analysons l'oscillateur dans I'esprit de la
mécanique classique.

1/ Vérifier que les équations de Hamilton pour ce systéme sont les équations du mouvement
attendues. Résoudre ces équations pour les données initiales :

z(t=0)=uxo et p(t=0)=0 (2.19)
2/ Définir 'espace des phases du systéme. Esquisser sa trajectoire. Quelle est 1'énergie E de
l'oscillateur pour cette trajectoire ?

3/ Calculer la fraction de temps pendant laquelle la particule a une position comprise entre x
et z +dz. On écrira le résultat sous la forme w(z) dz et 'on interpretera w(z) comme la densité
de probabilité de position.

B. Physique statistique.— On va retrouver le résultat précédent par une méthode completement
différente. On considére que I’énergie de la particule est connue seulement de maniere approchée
et se situe entre F et F + dF.

1/ Dessiner dans ’espace des phases la surface ot se situent les états accessibles du systéme.

2/ On suppose que tous les micro-états accessibles (définis a la question précédente) sont
équiprobables. Calculer alors la probabilité pour que 'oscillateur se trouve en un point d’abscisse
comprise entre x et x + dx.
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TD 3 : Densités d’états

3.1 Systéemes a deux niveaux (*)

Un systéme a deux niveaux est caractérisé par deux états, notés |+ ) et | — ), d’énergies e1 = +e
ou g est une échelle microscopique. Un exemple de systéme a deux niveaux est un spin 1/2
soumis & un champ magnétique.

On considere N systémes a deux niveaux identiques et indépendants (par exemple N spins
1/2 sur les noeuds d’un cristal). On note £, I’énergie d’un systeme (un spin), avec o = + ou —.
L’énergie totale est de la forme F = Zf\; 1 €0, OU 05 Tepere I'état du spin 7.

1/ Spectre des énergies : Décrire les microétats du systéme. Si l’on écrit E = Mep, comment
varie I’entier M 7

2/ Si I'énergie est fixée, donner le nombre ny de sous systémes dans I'état |£). Déduire la
dégénérescence gy du niveau Epy = Meg. Relier gy a la densité d’états p(Epy).

3/ On analyse la limite N > 1. Donner une approximation de In gp; en utilisant la formule de
Stirling et en supposant que n4 > 1. Tracer In gy en fonction de 'énergie Ej;. Montrer que
pour E < Negy, la densité d’états est gaussienne

p(E) ~ p(0) e E/2Ne) (3.1)

Comparer la largeur de cette fonction & la largeur du spectre. Quel est le nombre total d’états ?
Déduire la valeur de la constante p(0).

FACULTATIF : En utilisant la formule InN! = N In N — N + £ In(27N) + O(N 1), retrouver la
valeur de p(0) par un calcul direct.

3.2 Volume de I’hypersphere

L’hypersphere de rayon R dans R” est le domaine défini par x% + x% 4+ 4 x% < R2. Calculer
intégrale [, dPze ® * de deux manieres : (i) en utilisant la séparabilité, (ii) en utilisant
I'invariance par rotation de l'intégrande pour faire apparaitre la surface de I’hypersphere Sp(R).

Déduire que le volume de I’hypersphere est donné par

D/2

Vp(R) = ¥p RP W= ————
p(R)="7p R R VT

(3.2)

est le volume de la sphére de rayon unité (considérer les cas D = 1, 2 et 3).

3.3 Densité d’états semiclassique des particules libres (*)

On considere un gaz de N atomes libres dans une boite cubique de volume V' = L3. L’hamiltonien
des atomes est
N o
H= 2

1/ Atomes discernables.— En utilisant la régle semi-classique (annexe), montrer que le nombre
Dgisc(E) de microétats d’énergies < E est :

1 E\*N? aet 27T
Pise(E) = ——— | — Leg = — 3.4
aisc(B) TN +1) (eo> on 0= L (34)

!

3

avec 7; € volume V. (3.3)
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A.N. : Calculer ¢q (en J puis en eV) pour des atomes d’Hélium dans une boite de taille L = 1m.

2/ Atomes indiscernables.— Les atomes identiques sont indiscernables. Donner ®;4isc(F) puis
simplifier ’expression a ’aide de la formule de Stirling. Déduire la densité d’états correspondante.

3.4 Densité d’états d’une particule libre relativiste (*)

On rappelle que les états quantiques pour une particule libre sont des ondes planes repérées
par un vecteur d’onde k. En volume fini le vecteur d’onde est quantifié mais dans la limite
thermodynamique (”grand” volume) la somme sur le vecteur d’onde prend la forme

1% -
d> = A%k (3.5)

1/ Cas non relativiste.— Donner la densité d’états pour une particule libre non relativiste,
ep = h?k?/(2m) (soit en reprenant le résultat de l'exercice précédent, soit en partant de la
représentation p(e) = Y d(e — ¢j) et en utilisant la regle de sommation rappelée ci-dessus).

2/ Cas ultrarelativiste.— Calculer la densité d’états pour une particule ultrarelativiste, j =
|| c.

Indication : Il est ici facile d’utiliser la représentation p(c) = >z 0(c — &p)-

3/ Cas relativiste.— (FACULTATIF) A Taide de la formule semiclassique, calculer la densité

d’états pour une particule massive, ez = (hEC)Q + mZ2ct. Retrouver les deux comportements
limites correspondant aux deux cas précédents.
3.5 Oscillateurs harmoniques classiques et quantiques (*)

On considere un systéme constitué de N oscillateurs harmoniques & une dimension, indépendants
et identiques. Le hamiltonien du systeme est :

H = (p’ + mw2q3> : (3.6)
- m

1/ Traitement semi-classique.— On suppose que ces oscillateurs sont classiques.

a/ On désigne par V(E) le volume occupé par les états d’énergie < E dans 'espace des phases
(dont on précisera la dimension). Exprimer V(F) au moyen de la constante %5y, volume de
“I’hypersphere” de rayon 1 (exercice [3.2)).

b/ En faisant ’hypothese semi-classique qu'un état quantique (= micro-état) occupe une cellule
élémentaire de volume hYY de I’espace des phases (classique), calculer le nombre ®(E) d’états
quantiques d’énergie inférieure & E, puis la densité d’états quantiques p(E).

2/ Traitement quantique.— On traite maintenant les N oscillateurs comme des oscillateurs
quantiques. On rappelle que les niveaux d’énergie d’un oscillateur sont non dégénérés et de la
forme : g, = (n+1/2)hw avec n € N. Pour N oscillateurs, on doit attribuer un nombre quantique
a chaque l'oscillateur (on note n; le nombre de quanta d’excitations dans 'oscillateur 7).

a/ Calculer le nombre d’états accessibles au systéme lorsque son énergie vaut E = (M + N/2)hw
(i.e. la dégénérescence du Meme niveau excité).

Indications : pour calculer le nombre de facons différentes de choisir N nombres entiers positifs ou nuls
(n1, ng, ns...ny) de telle sorte que leur somme Zf\il n; soit égale a un entier donné M, on peut utiliser
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la méthode suivante : une “fagon” est représentée par un schéma ou l'on fait figurer n; boules, puis une
barre, puis ny boules, puis une barre, etc... Il y a en tout M boules et N — 1 barres. Les permutations de
boules ou de barres entre elles ne comptent pas. Seules comptent les différentes manieres de répartir les
M boules, ou de maniere équivalente, de placer les NV — 1 barres.

¢/ Calculer la densité d’états quantique du systeme. Montrer que, dans la limite £ > Nfw, on
retrouve le résultat semi-classique obtenu & la question (2).

Annexe 3.A : Reéegle semi-classique de sommation dans 1’espace des phases

Lorsque les degrés de liberté du systeme peuvent étre décrits en termes classiques, il est
trées efficace d’appliquer la regle semiclassique : c’est le cas pour les degrés de liberté de
translation d’un atome, mais pas pour un spin 1/2 qui n’a pas d’équivalent classique.

Pour un systeme a D degrés de liberté, l'espace des phases des vecteurs
(g1, - ,qp,p1, - ,pp) est de dimension 2D. La correspondance précise classique — quan-
tique pour le comptage des microétats est assurée en considérant qu’un état quantique occupe
un volume h” dans l’espace des phases classique.

Densité d’états intégrée.— Soit H({g;,p;}) '’hamiltonien décrivant la dynamique du
systeme. Notons ®(E) le nombre de microétats dont I’énergie est inférieure & E. Dans la
limite semiclassique (spectre des énergies trés dense) on a

D

D . .
O(E) = th/H( [ daidpi = /quz}zipz 0u (E — H({gi,pi})) (3.7)
=1

{inpi})gE i=1

ou Oy () est la fonction de Heaviside.

Densité d’états.— La densité d’états est donnée par
p(E) = @' (E) (3.8)

i.e. p(E)dE représente le nombre d’états quantiques dont les énergies sont dans l'intervalle
[E,E +dE].

Particules identiques.— Si le systéme contient N particules identiques (par exemple pour
un gaz parfait de N atomes), donc indiscernables, les microétats différant par permutation
des coordonnées des atomes sont équivalents. On doit ajouter un facteur 1/N! :

1
(I)indisc(E) = ﬁq)disc(E) (3'9)
Notons que cette regle simple n’est qu'une approximation valable dans le régime classique.
Un traitement plus précis du postulat de symétrisation de la mécanique quantique sera

exposé plus en détail dans le cours de physique statistique en M1.
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TD 4 : Postulat fondamental et ensemble microcanonique

4.1 Gaz parfait classique monoatomique — Formule de Sackur-Tetrode (*)

On considére un gaz parfait de N atomes confinés dans une boite de volume V', que nous traitons
dans le cadre de la mécanique classique.

1/ Rappeler I'expression de la densité d’états intégrée ®(E) pour le gaz monoatomique (cf. TD
précédent) ou la recalculer rapidement.

2/ Rappeler la définition de ’entropie microcanonique S*. Justifier que, dans une certaine limite,
on peut utiliser ’expression

S* >~ kpln [®(E)] (4.1)
Déduire la formule de Sackur-Tetrode (1912)
V[ mE 132
*(E,V,N) = Nkp In [ ”/? — 4.2
S (E.V.N) an<e % | ) (4.2

3/ Montrer qu’on peut écrire I'entropie sous la forme S* = 3Nkp In (cAa:Ap/h) ou Az est une
longueur, Ap une impulsion et ¢ une constante sans dimension. Interpréter cette forme.

4/ Calculer la température microcanonique 7 puis la pression microcanonique p*. Déduire une
expression de I’entropie en fonction de la densité moyenne n = N/V et de la longueur thermique

de de Broglie Ap = /21h2/(mkpT™).

FACULTATIF : calculer la capacité calorifique microcanonique Cf;.

A.N. : On considere un gaz d’Hélium dans les conditions normales de température et de pression.
Calculer Az, Ap puis AxzAp/h. Calculer également la longueur Ap. Donner la valeur de I'entropie
par atome S*/Nkp.

5/ Discuter la validité de (4.2)).

4.2 Extensivité et paradoxe de Gibbs (*)

Nous clarifions le role de I'indiscernabilité dans le calcul de 'entropie du gaz parfait classique.
1/ Extensivité.— Rappeler la propriété d’extensivité attendue pour l’entropie S*(E,V,N), en
général.

2/ “Atomes discernables”.— A la fin du XIX€, il n’y avait pas de justification pour introduire
le facteur 1/N! 1ié a l'indiscernabilité des atomes dans le calcul de la densité d’états intégrée.

a/ Donner l'expression de la densité d’états intégrée ®qisc(E) si les atomes étaient discernables
(on utilisera le résultat de I’exercice ou l'exercice précédent). Déduire I’expression de ’en-
tropie microcanonique correspondante Sj;.-
b/ Paradoxe de Gibbs.— On considére deux gaz identiques occupant deux volumes égaux
séparés par une paroi. Justifier que lorsqu’on enléve la paroi, I’entropie du systeme varie de

ASmelange = Sdise (2B, 2V, 2N) — 2535 (E, V, N) (4.3)

et calculer cette variation. Pourquoi ce résultat est-il paradoxal ?
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3/ Indiscernabilité.— Comparer S3, . .(E,V, N) avec la formule de Sackur-Tétrode et discuter
Iextensivité dans les deux cas. Vérifier que, si la variation d’entropie est calculée avec S

indisc
(Sackur-Tetrode), on a ASpclange = 0.

4.3 Cristal paramagnétique et températures (absolues) négatives (*)

Considérons un systéme formé de N spins 1/2 fixés aux nceuds d’un réseau cristallin et placés
dans un champ magnétique uniforme B = Bi,. Chaque spin porte un moment magnétique
m = ’yg, ou « est le facteur gyromagnétiqgue. On suppose que les énergies d’interaction entre
spins sont négligeables devant 1’énergie de couplage entre les moments magnétiques de spin et
le champ extérieur.

On note 4 = Fep les énergies des deux états quantique pour un spin, o eg = yhB/2. Dans
le cristal, on note N, resp. N_, le nombre de moments alignés selon B , Tesp. opposés a B.

1/ Etablir les expressions de Ny et IN_ en fonction de N, ep et de I’énergie totale F du systeme.

2/ Calculer le nombre d’états accessibles Q(E, N, B) si 1’énergie du systeme isolé est fixée.
Doit-on tenir compte de I'indiscernabilité ?

3/ Déduire Ientropie microcanonique S* du systeéme lorsque Ny > 1 et N_ > 1. Représenter
S* en fonction de I’énergie E.

4/ Calculer la température microcanonique 7% du systéme en fonction de 1’énergie, et discuter
son signe. Tracer T* en fonction de E. Décrire I’état du systéme lorsque E — Epin et B — Fpax
et discuter le signe de T™ dans les deux cas.

FIGURE 4.1 : Un enregistrement typique de linversion de l’aimantation nucléaire. L’aimanta-
tion de l’échantillon est testée toutes les 30 secondes par une expérience de RMN. Les bandes
verticales sur le relevé correspondent a un intervalle de 1 minute. Sur la gauche un signal
caractéristique de létat d’équilibre normal (T* ~ 300 K), suivi d’une aimantation inversée
(T* ~ —350K), qui se désexcite via un signal nul (avec donc un passage de T* = —oo a T* = c0)
vers état d’équilibre initial. La figure est tirée de 'article : E. M. Purcell and R. V. Pound,
Physical Review 81, < A nuclear spin system at negative temperature >, p. 279 (1951).

4.4 Les températures (absolues) négatives sont les plus chaudes! (*)

Dans l’exercice précédent, nous avons obtenu la température microcanonique pour les spins

nucléaires d’un cristal, que nous noterons 7Ty, (F) (elle est associée a Iénergie magnétique).
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Des inversions de population correspondant a des températures négatives ont été observées dans
un cristal de fluorure de lithium. Dans ce systéeme, le temps de relaxation pour l'interaction
mutuelle entre les spins nucléaires (71 ~ 1075 s) est tres court devant le temps de relaxation
pour l'interaction entre les spins et le réseau (72 ~ 5mn). On peut donc rapidement arriver (sur
une échelle 71) & un équilibre thermodynamique du systéme de spins nucléaires avant que ce
systeme ne se thermalise avec les vibrations du réseau. L’expérience consiste alors a placer le
cristal dans un champ magnétique et a renverser tres brutalement celui-ci. On est alors, pendant
un temps de 'ordre de 72 dans un état de température négative (cf. figure .

L’exercice vise a décrire les échanges thermiques avec les degrés de liberté de vibrations du
cristal. Pour cela on modélise I’énergie de vibration comme celle de 3V oscillateurs harmoniques
identiques et indépendants (modele d’Einstein) :

il p? 1 2 2
Hoy =Y (25 4 S (14)
i=1

Les oscillateurs peuvent étre considérés discernables car ils sont associés aux vibrations des
atomes (indiscernables) “attachés” aux nceuds (discernables) du réseau. On les traitera classi-
quement.

1/ Calculer le nombre de microétats accessibles pour ’énergie de vibration ®.i,(F). Déduire
I'entropie S7;, et la température 17;, correspondantes.

2/ Discuter le contact thermique entre les spins nucléaires et les vibrations des atomes du cristal.
(4)

En comparant les deux situations ou la température magnétique initiale T:;lag est soit > 0 soit
< 0, justifier que les températures négatives sont plus chaudes que les températures positives.

4.5 Contact thermique entre deux boites cubiques

On considere un systeme fermé composé de deux boites cubiques identiques de coté L. Les
énergies des niveaux les plus bas d’une boite cubiques (avec conditions de Dirichlet) et leur
dégénérescence sont rappelées dans le tableau en fin d’exercice. On notera I et II ces deux
boites que I'on met en contact I'une avec I'autre. Le systéme total est supposé étre entouré
d’une paroi adiabatique.

1. alinstant initial ¢ = 0, chaque boite contient une particule mais leur énergie est différente :
\ def p2
E]:12€0 et E[[:18€0 ou &g = SmiZ:

Calculer le nombre de micro-états accessibles au systeme I, au systeme I et au systeme
total.

2. La paroi qui sépare les deux boites permet les échanges de chaleur. Le systéeme total étant
hors d’équilibre, il va évoluer vers un état d’équilibre.
Quelle quantité est conservée durant cette transformation ?
Quelles sont les énergies possibles Ej et Er; pour les systemes I et 117
Quels sont les micro-états accessibles au systeme ? Combien y en a-t-il ?

Dans quel sens le nombre de micro-états a-t-il varié et de combien ?

3. On suppose maintenant que le systeme a atteint son état d’équilibre.
Quelle est la probabilité d’obtenir un micro-état donné ?

Quelle est la probabilité pour que le systeme I ait I’énergie 6eg, 9¢g, 1597
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Tracer la distribution en énergie des systemes I et 11 a I’équilibre.

Donner leur énergie la plus probable.
4. Refaites ’exercice en considérant que chaque boite contient deux particules discernables.

5. Refaites I’exercice en considérant que chaque boite contient deux particules indiscernables
(qui sont des fermions de spin zéro).

une particule degén. deux particules degén.(*) degén.(**)
dans une boite du niveau dans une boite du niveau du niveau
3 € 3=12+1%2+12 1 6 €g 1 imposs.
6 €0 6=1%2+1%2+22 3 %€ 6 3
9¢ 9 =124 22422 3 12 g 15 6
11¢ 11=1%2+12432 3 14 ¢ 6 3
12 € 12=22+4+22422 1 15 € 20 10
14 €y 14 =12 +22 4 32 6 17 ¢ 30 15
17 o 17=22+22432 3 18 €y 15 6
18 ¢ 18 =12 + 12 4 42 3 20 € 60 30
19¢ 19 =12 432 432 3 21 € 12 6
21 € 21 = 12 4 22 + 42 6 22 €y 15 9
22 €y 22 =22 432432 3 23 €y 60 30
24 € 24 =22 422442 3 24 € 31 15
26 € 26 =124+32 442 6 25 € 60 30
27 €y 27 =12 +12 + 52
21 =32+32+32 4 (*) deux particules discernables de méme
29 €y 29 =22 4+ 32 442 6 masse.
30 € 30 =12 + 22 + 52 6 (**) deux fermions identiques de spin 0.

4.6 Isothermes et isentropes d’un gaz parfait

Nous considérons un gaz parfait isolé de N particules en dimension d. L’hypothese centrale est
que I’énergie E des particules a pour origine 1’énergie cinétique de translation, décrite par le
relation de dispersion

N
ey o |[p1]* = E oy |lpil” (4.5)
i=1

Le probleme montre qu’a partir de ces hypotheses assez faibles, la physique statistique permet
de prédire quelques propriétés intéressantes du gaz.

1/ Dilatations.— Rappeler comment I'impulsion est quantifiée dans une boite cubique de vo-
lume V = L% En déduire comment 1’énergie du gaz (isolé) est modifiée, E — E’, lors d’une
dilatation V — V' = A\V.

2/ Entropie.— Si l'on effectue une dilatation de maniére adiabatique, ’entropie du gaz reste
inchangée (la transformation apporte du travail au gaz mais pas de chaleur, i.e. les occupa-
tions des états restent inchangées bien que leurs caractéristiques soient modifiées) : S*(E,V) —
S*(E',\ V') = S*(E,V).
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a/ Déduire que 'entropie du gaz peut s’écrire sous la forme :
S*(E,V)=f(EV") (4.6)

ou f(x) est une fonction que ’on ne cherchera pas a déterminer ici. 7 est un exposant dont on
donnera ’expression en fonction de d et a.

b/ Réintroduire N dans (4.6) afin de satisfaire les propriétés d’extensivité.

3/ Pression et température.— Déduire des expressions pour la température 7% et la pression
p* microcanoniques. Montrer que le produit p*V est proportionnel a I’énergie.
aT*

4/ Gaz parfait classique.— Pour un gaz parfait classique on a %~ = 0.

a/ En déduire 'expression de f(x). Quelle relation existe-t-il entre température et énergie ?

b/ On peut encore préciser la forme de la fonction : rappeler comment le nombre de microétats
accessibles dépend du volume dans un gaz parfait classique. Conséquence sur I’entropie micro-
canonique ?

¢/ Isothermes et isentropes.— Donner la relation liant p* et V lors d’une transformation
isotherme (& T™ =cste), puis d’une transformation isentropique (a S* =cste). Déduire la valeur
du coefficient v = C},/Cy (on rappelle que I'isentrope a pour équation p*V? =cste). Dans le cas
d =3 et a = 2, que vaut ce coefficient ?

5/ Gaz parfait de fermions.— Nous considérons maintenant le cas d'un gaz dégénéré de
fermions, pour lequel :

by \ v

f@) ~abor—1 e SE,V)~ aoN\/ L <V>n 1 (4.7)

ou agp et by sont deux parametres qui dépendent des détails microscopiques. Notons que cette
expression n’est valable que pour byzr —1 < 1, lorsque 1’énergie est proche de sa valeur minimale.

a/ Isotherme.— Calculer la température microcanonique. En déduire la relation entre p* et V
pour V — 0 lorsque T =cste. Comparer au cas classique.

b/ Isentrope.— Donner la relation liant p* et V' lorsque S* =cste. Comparer au cas classique.

Comment expliquer 'origine de ce résultat ?

6/ Gaz parfait de bosons condensés.— Nous analysons maintenant le cas d’un ensemble de
bosons identiques. Si d > « le phénomene de condensation de Bose-Einstein apparait sous la
température Tg ~ (N/V)®/¢ : une fraction macroscopique d’atomes se “condensent” dans I’état
fondamental. Dans ce cas (T* < Tg) :

flz)=coz®a  ie.  S*(E,V)=cN [f] <x>q o (4.8)

Donner 'équation de I'isotherme pour T* < Tp.

REMARQUE : on trouvera un corrigé du probleme au chapitre 5 de : C. Texier & G. Roux, Physique
statistique, Dunod, 2017.
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TD 5 : Ensemble canonique
(systémes en contact avec un thermostat)

5.1 Le cristal de spin 1/2 (*)

On reprend (rapidement) I’étude du cristal de N spins 1/2 identiques placés aux nceuds d'un
réseau cristallin (TD 4). Chaque spin peut se trouver dans deux états quantiques |+ ), d’énergie
€4 = Fep, ou e = yhBB/2 = mpB. Nous supposons les interactions entre spins négligeables, ce
qui permet de les supposer indépendants. Le cristal est en contact avec un thermostat qui fixe
sa température a T'.

1/ Quels sont les microétats pour un spin? Et pour le cristal ? Justifier que la fonction de
partition canonique du cristal est simplement reliée & celle d’'un spin : Zgistal = (zspin)N . Quelle
est la probabilité py pour qu’un spin se trouve dans ’état quantique |£)? Tracer ces deux
probabilités en fonction de T' et interpréter.

2/ Calculer explicitement Zgistal puis déduire 1'énergie magnétique moyenne du cristal ES en
fonction de T'. Comparer au calcul microcanonique de T* en fonction de E (Exercice [4.3)).

3/ Donner 'aimantation moyenne du cristal M (7', B) (sans calcul supplémentaire) et la tracer
en fonction de B. Interpréter.

4/ Comparer avec le traitement microcanonique (TD 4). Quel est I'intérét du formalisme cano-
nique ?

5.2 Le gaz parfait monoatomique (*)

On reprend Panalyse de la thermodynamique du gaz parfait monoatomique (exercice [4.1)), dans
le cadre de I’ensemble canonique. Le gaz de N atomes est contenu dans un volume V' et maintenu
a température T'. On traite le probleme classiquement.

1/ En utilisant la régle semiclassique de sommation dans I’espace des phases (cf. annexe), mon-
trer que la fonction de partition canonique du gaz est de la forme

1 Zatome \ NV
Z = N1 (Zatome)N ~ el ( ;\7 ) (5'1>

et exprimer Zatome en fonction de la longueur thermique Ar < /2nh2 /(mkpT).
A.N. : Calculer Ar pour des atomes d’Hélium a température ambiante.

2/ Déduire I'énergie libre du gaz a la limite thermodynamique. On écrira le résultat pour rendre
explicite les propriétés d’extensivité.

3/ Calculer I’énergie moyenne du gaz, puis la capacité calorifique dont on rappelle la définition :

wt OB (T, V,N)

Cy = T (i.e. Cy = (%)V,N dans les (horribles) notations de la thermo)  (5.2)

Déterminer les fluctuations de ’énergie du systéme Var(E) L ERt (EC)2 (rappeler le lien avec
Cy). Comparer les fluctuations (I'écart-type) a la valeur moyenne.

4/ Calculer la pression canonique p®. Commenter.
5/ Calculer I'entropie canonique S¢. Comparer a la formule de Sackur-Tetrode.

6/ Calculer le potentiel chimique canonique u°.
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7/ Validité du traitement semiclassique : En examinant S¢, identifier le régime de validité
du calcul semiclassique. Définir une échelle de densité (fonction de T') au dessus de laquelle ’ana-
lyse présente n’est plus valable. De maniere équivalente, identifier une échelle de température T
(fonction de n), en dessous de laquelle le calcul classique n’est pas justifié. Que vaut le potentiel
chimique au seuil de validité ?

5.3 Gaz parfait diatomique (*)

On étudie la thermodynamique d’un gaz de molécules diatomiques. Outre l'intérét physique
évident de ’exercice, il va nous permettre d’illustrer deux points importants :

e La factorisation de la fonction de partition canonique pour les problemes séparables
(découplés).

e Le gel quantique de certains degrés de liberté a basse température.

Chaque molécule (deux atomes, i.e. 6 degrés de liberté) possede trois degrés de liberté de
translation, deux degrés de liberté de rotation et un degré de liberté de vibration. On introduit
P I'impulsion totale, 7 le moment orbital caractérisant la rotation de la molécule, et (r,p,), un
couple de variables canoniquement conjuguées décrivant la vibration de la molécule (coordonnées
relatives). Au voisinage de I’état d’équilibre pour la liaison, r ~ r,, I'hamiltonien d’une molécule
est de la forme :

1
+ —mew?(r — 1) — e (5.3)

1 i : 7;'Ot R1b3
0 | | /l | | \ T (K)
5 10 50 100 500 1000 5000

FIGURE 5.1 : Capacité calorifique d’un gaz d’hydrogéne HD (deutérium-hydrogéne). Tyot o
hQ/QkBI et Tyin o hw/kp. Données tirées de : R. Balian, < From microscopic to macrosco-

pic I>.

1/ Donner les spectres (quantiques) des énergies de translation, de rotation et de vibration.
Montrer que la fonction de partition pour une molécule peut se factoriser comme :

Z = Ztrans rot fvib eﬁe* . (54)

Donner Pexpression explicite des fonctions de partition (sous forme de sommes). Rappeler com-
ment la fonction de partition du gaz s’exprime en fonction de z dans I’approximation de Maxwell-
Boltzmann.

2/ Régime classique de haute température.
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a) Calculer la fonction de partition canonique du gaz Z dans Iapproximation semiclassique
(h — 0), lorsque tous les degrés de liberté sont traités classiquement (soit en remplagant les
sommes sur les nombres quantiques par des intégrales, soit en repartant de la regle semiclassique).
Discuter la validité du résultat (condition(s) sur 7).

b) Déduire ’énergie moyenne, puis la capacité calorifique du gaz dans cette limite. Comparer
aux données expérimentales (Fig. |5.1).

3/ Gel quantique.— Aux plus basses températures les différents degrés de liberté ne peuvent
pas toujours étre traités classiquement.

a) Que devient I'énergie moyenne de vibration dans la limite k7T < hiw 7 Méme question pour
I’énergie moyenne de rotation lorque kT < h%/I.

b) En repartant des expressions des fonctions de partitions zyot €t zyip, donner une approximation
des énergies moyennes de rotation et de vibration pour 7" — 0.

¢) Déduire I'allure de la capacité calorifique du gaz en fonction de la température (on admettra
que h?/I < hw). Commenter la figure

5.4 Paramagnétisme de Langevin (*)

On se propose de déterminer ’équation d’état d’une substance paramagnétique, i.e. la relation
existant entre le moment magnétique total M de la substance, sa température 1" et I'induction
magnétique B dans laquelle le solide est plongé. On considere N atomes indépendants, fixés aux
neeuds d’un réseau cristallin, possédant chacun un moment magnétique i de module constant,
que nous allons traiter, dans ce premier exercice, comme un vecteur classique.

Considérons un atome en particulier. En ’absence de champ, son moment magnétique peut
s’orienter dans une direction quelconque, repérée par ses angles 6 et ¢. En présence du champ
magnétique B dirigé suivant Oz, le moment magnétique acquiert une énergie :

Huag(0) = —fi - B=—uyB cost (5.5)

ou po = ||fi]|- On assimile le moment magnétique & un béaton rigide en rotation de moment
d’inertie I. On a vu dans le cours de mécanique analytique que sa dynamique est régie par
I’hamiltonien f

1 P2
H(p97p<p,0780) = ﬁ (pg + Sln§0> + Hmag(e) . (56)

1. Calculer la fonction de partition canonique (cf. annexe). On écrira le résultat sous la forme
factorisée z = ZcinZmag OU Zcin est associée a la partie cinétique de 'énergie et zyae a
la partie potentielle (on choisira les facteurs pour que zmag = 1 si B = 0). Montrer que

Zein = Vol/ )\% ou A7 est une longueur thermique et Vol un < volume > accessible. Exprimer
Zmag €n fonction de x = BuoB.

2. Donner l'expression de la densité de probabilité w(6, ¢) pour que le moment pointe dans
la direction (0, ¢). Vérifier la normalisation. Tracer 'allure de w(#, ) en fonction de 6.

3. Calculer le moment magnétique moyen par atome, ,¢. Calculer le moment magnétique
moyen M = N [i;¢; on écrira le résultat sous la forme M = Npug L(z) avec x = Supl3, ou
L(x) est une fonction adimensionnée, appelée fonction de Langevin
Indication : on pourra soit utiliser w(6, ¢), soit utiliser annexe, i.e. considérer 9z/9B.

40n retrouve facilement ce résultat en considérant un pendule de longueur [ et de masse m : dans ce cas [ = mi?
et I’énergie cinétique s’écrit Hein = 5[02 + ¢ sin? 6]. Alors pg = OHcin/00 = 16 et p, = OHcin /0P = I sin? 6.
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4. Discuter le comportement de M en fonction du champ B et de la température. Retrouver

la loi de Curie : x & 1/T ou x = %7]‘1? B=0"

5.5 Paramagnétisme de Brillouin (traitement quantique) (*)

Nous allons maintenant décrire le systeme des N moments magnétiques dans le cadre de la mé-
canique quantique, comme étant régi par le seul hamiltonien Hpy,g [Eq. ] Ceci est possible
en considérant l'origine quantique du moment magnétique fi de ces atomes (toujours supposés
indépendants). Soit J le moment cinétique total d’un atome, somme des moments cinétiques
orbitaux et des spins des électrons d’un atome dans son état fondamental, et soit J le nombre

quantique qui lui est associé.
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Fi16. 3. Plot of average magnetic moment per ion, g vs H/T for
(I) potassium chromium alum (J=S5=3/2), (II) iron ammonium
alum (J=S5=5/2), and (III) gadolinium sulfate octahydrate
(J=8=17/2). g=2 in all cases, the normalizing point is at the
highest value of H/T.

FIGURE 5.2 : Moment magnétique moyen par ion (en unité du magnéton de Bohr) en fonction
de B/T pour certains sels paramagnétiques : (I) Or3*, (II) Fe3* et (III) Gd*>T. Dans tous les
cas g =2 (car £ =0). Les points sont les données expérimentales et les courbes en traits pleins
correspondent aux résultats obtenus en utilisant des fonctions de Brillowin [tiré de W. E. Henry,
Phys. Rev. 88, 559 (1952)].

Le moment magnétique fi d’'un atome est relié a J par :

ou up = geh 0927 x 10723 1T ! est le magnéton de Bohr. Le facteur de Landé g est

T 2me
une constante sans dimension, typiquement de l'ordre de I'unité. El

1. Quels sont les états propres et les énergies propres de Hyag (on rappelle que la projection
J du spin de I’atome peut prendre les valeurs mh avec m € {—J,—J +1,..,J})?

5Si le moment angulaire du dip6le est seulement causé par le spin électronique, alors g = 2. Si il est seulement
causé par le mouvement orbital, alors g = 1. Si son origine est mixte on a g = 3/24[S(S+1)—L(L+1)]/[2J(J+1)]
ou S et L sont les nombres quantiques angulaires intrinseque et orbital. J est le nombre quantique associé au
moment cinétique total J = L+ 8, ie. les trois nombres satisfont la regle du triangle. Cf. probleme 13.1 de
C. Texier, Mécanique quantique, Dunod, 2015 (2nde éd.).
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2. Calculer la fonction de partition canonique Z d’un atome en fonction de J et de y =
Bg|pp| JB. Calculer Z dans le cas particulier J = 1/2.

3. Quelle est la probabilité pour qu'un atome soit dans un état d’énergie caractérisé par m?

C

4. Calculer ;¢ et ;¢ pour J quelconque et pour J = 1/2. Déduire 'aimantation M du
cristal. On pourra faire intervenir la fonction de Brillouin

def d o/ 1+ % B 21
Bs(y) = { > g } TEEsmiTEa (5.8)

m=—J

On donne au voisinage de l'origine B (y ) ‘]H y+O(y3) . Montrer qu’a haute température,
on retrouve le méme comportement qu’avec le modele classique (relié a la loi de Curie),
mais qu’a basse température on est loin du résultat classique obtenu dans la partie

5. Discuter la limite J — oo.

6. Dans les résultats expérimentaux (Fig. |5.2)), déterminer pour chaque ion la valeur de J.

5.6 Gaz : parfaits, confinés, non parfaits, etc

On considere un gaz constitué de N particules indiscernables, sans degré de liberté interne,
contenues dans une enceinte de volume V en contact avec un thermostat a la température 7.
1/ Distribution canonique classique

a) Rappeler comment sont décrits les microétats classiquement. La dynamique des N particules
est controlée par I’hamiltonien

{7, 7)) Z 1) . (5.9)

Donner 'expression de la distribution canonique, que nous noterons p®({7, pi}).

b) Comment obtenir la fonction de distribution f caractérisant la position et I'impulsion d’une
unique particule : f (7, p)d37d>p est la probabilité pour qu'une particule ait une position 7 dans
le volume d7 et une impulsion p dans le volume dp.

2/ Gaz parfait classique monoatomique

a) Justifier (rapidement) que la fonction de partition du gaz se factorise comme

1
7= 2N (5.10)

ot z est la fonction de partition d’une particule (on rappelle que z = V/A3.).

b) Donner I'expression explicite de la fonction de distribution f(7,p). Déduire la loi de Maxwell
pour la distribution des vitesses dans le gaz.

3/ Autres gaz.— Dans cette question on veut étudier la robustesse des résultats obtenus pour le
gaz parfait classique monoatomique. Pour chacun des cas suivant, répondre aux deux questions :

e La factorisation ([5.10) est-elle encore valable ?

e Quelle est la distribution des vitesses ?
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a) Gaz de particules confinées par un potentiel extérieur Uexy (7).
Application : un gaz d’atomes de rubidium est piégé dans un potentiel harmonique créé par la

lumiere de plusieurs lasers. Discuter le profil de densité du gaz.

b) Gaz de particules en interaction (gaz non parfait), i.e. U # 0.

¢) Gaz de particules relativistes, i.e. F = y/p2c? + m?2c?.

d) Gaz de particules ultrarelativistes, i.e. E = ||p]|c.
Calculer explicitement z dans ce cas (qu’on écrira aussi sous la forme z = V/A3 olt A, est une
longueur thermique relativiste). Déduire 1’énergie du gaz, puis son équation d’état.

4/ Quelle est la limitation de I'approximation classique, i.e. de I’équation ({5.10) ? Quand vont
se manifester les effets quantiques (si 7' " ou \(? n = N/V 7 ou \|7)

5.7 Fonction de partition d’une particule dans une boite — role des conditions
aux limites

L’objet de l'exercice est d’étudier l'effet des conditions aux limites sur la thermodynamique
dans le cas d’une particule dans une boite (unidimensionnelle pour simplifier). Autrement dit,
on s’intéresse a l'effet de la quantification du spectre des énergies sur les propriétés ther-
modynamiques.

On consideére une particule libre de masse m se déplagant sur un axe et confinée dans un
intervalle de taille L.

1/ Calcul semiclassique.— Rappeler le calcul semiclassique de la fonction de partition. On
exprimera le résultat en fonction de la longueur d’onde thermique de Broglie Ar (exercice [5.2)).

2/ Conditions aux limites de Dirichlet.— Donner le spectre des énergies d’une particule libre
confinée dans une boite de taille L pour des conditions aux limites de Dirichlet, ¢(0) = ¢ (L) = 0.
Déduire 'expression de la fonction de partition zg (exprimée comme une série en fonction de
Ar/L). En utilisant la formule de Poisson, exprimer les premiers termes d’un développement de
2g & haute température.

3/ Conditions aux limites périodiques.— Mémes questions pour des conditions aux limites
périodiques, 1(0) = (L) et ¢'(0) = ¢'(L).
4/ Comparaisons entre les deux types de c.a.l.

a) Comparer les fonctions de partition a haute température pour les deux types de conditions aux
limites. Conclusion ? Quel type de conditions aux limites parait le plus commode (en particulier
en relation avec I'analyse semiclassique) ?

b) Corrections a ’énergie moyenne : comparer les corrections a 1’énergie moyenne E~ kpT/2
donnée par 'approximation semiclassique, dans la limite de haute température. Quel type de
c.a.l. donne la correction la plus importante ?

Annexe : formule de Poisson.— Soit f(z) une fonction (ou une distribution) définie sur R et
flk) < Jg dz f(x) e7** sa transformée de Fourier. On peut montrer que

S rm) =3 femn) (5.11)

neL neL

Pour en savoir plus : exercice 3.4 de C. Texier & G. Roux, Physique statistique, Dunod, 2017.
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5.8 Gaz de particules indiscernables dans un puits harmonique

L’objet de l'exercice est d’étudier l'effet de 'indiscernabilité (i.e. du postulat de symétrisation de
la mécanique quantique) sur les propriétés thermodynamiques du systéme. On souhaite analyser
en détail la validité du traitement semiclassique a 'approximation de Maxwell-Boltzmann,
en particulier d’identifier sur quelle échelle de température ce traitement est valable, dans un
cas ou le calcul exact de la fonction de partition des particules identiques est possible.

On considere N particules se déplacant le long d’un axe, en présence d’'un confinement
harmonique :

N 2 1
H= < Py mw2x$> (5.12)
7

A. Particules discernables.

1/ Calculer la fonction de partition (quantique) Zgsc du gaz de particules. Déduire 1’énergie
moyenne.

2/ Discuter Papproximation de haute température (pour Zgis puis E ).

B. Approximation de Maxwell-Boltzmann.— Donner I’expression de la fonction de partition
pour des particules identiques (donc indiscernables) a 1’approximation de Maxwell-Boltzmann.
La nature bosonique/fermionique importe-t-elle? Donner l’expression du potentiel chimique
HMB (Tv N )

C. Bosons.— On considere maintenant la situation ou les particules sont des bosons identiques.

1/ Quels sont les états quantiques ? Discuter la différence avec le cas des particules discernables.
Calculer explicitement la fonction de partition Zposons. Quelle forme prend-t-elle dans la limite
de haute température? Montrer que ’on retrouve ’expression donnée par I’approximation de
Maxwell-Boltzmann. Identifier ’échelle de température, notée T, qui délimite les deux régimes
(classique/quantique). Discuter physiquement 'origine de la dépendance de Ty en N.

2/ Montrer que 1’énergie libre est :

N
_ oy w —nhw/kgT
Fbosons(TaN) —N?‘FkBTZIH (1—6 ) . (513)

n=1

Interpréter le premier terme.

3/ Exprimer I'énergie moyenne du gaz de bosons.
def

4/ On définit le potentiel chimique canonique comme p(7, N) = F(T, N)—F(T, N—1). Analyser
les limites de haute et basse température. Tracer soigneusement ’allure du p en fonction de 7.
Comparer au potentiel chimique (7, V) obtenu au B.

Pour en savoir plus : Cf. probleme 11.1 de C. Texier & G. Roux, Physique statistique, Dunod,
2017.
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Annexe 5.A : Regle semiclassique de sommation dans 1’espace des phases

Dans le cadre de ’ensemble canonique, la régle de sommation discutée dans ’annexe 3.A
prend la forme suivante : pour un systeme a D degrés de liberté dont la dynamique est
controlée par 'hamiltonien H ({g;, p;}), la fonction de partition est donnée par

D
1 _ .

Zg= hD/quZ‘dpie BH({gi.pi}) (5.14)

i=1
Si les particules sont indiscernables, la fonction de partition regoit un facteur 1/N!

supplémentaire :
o 1 .

andlsc = MZSISC (approximation de Maxwell-Boltzmann). (5.15)

Annexe 5.B : Moyenne canonique d’une quantité physique

Soit X une grandeur physique couplée au parametre conjugué ¢, i.e. I’énergie contient un
terme dF = —Xd¢. La moyenne canonique de X est obtenue en dérivant le potentiel ther-
modynamique F(T,N,--- ,¢,---) par rapport a la < force conjuguée > ¢ :

— oF
X' =—— 5.16
5 (5.16)
Exemple : X — M est l'aimantation, ¢ — B le champ magnétique. L’aimantation
moyenne est donnée par M= = —g—g.
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TD 6 : Théorie cinétique

6.1 Distribution de Maxwell (*)

On consideére un gaz en équilibre a la température T' dans une enceinte de volume V. Nous nous
plagons dans le cadre de la mécanique classique.

1/ Décrire les microétats du systéme. Donner I'expression de la distribution canonique dans ce
cas.

2/ On introduit f(7,p’), la densité dans l’espace des phases a un atome, que nous choisissons
de normaliser comme [ d*7d3p f = N. Justifier qu’elle a la forme f(7,p) = nw(p) ot n = N/V
est la densité moyenne dans I’espace physique. Donner I'expression de w(p) et donner aussi la

—

distribution de la vitesse p(?)

3/ Calculer les valeurs moyennes (vs), (v,), (v2), (V3), (v2), (V2), (vevy), (V2U]) et (ec), o
Ec = %mﬁz.
4/ Loi marginale du module v = ||9]|.— Déduire de p(¥) la probabilité ¢(v)dv de trouver

le module de la vitesse entre v et v + dv (on tirera partie de 'isotropie de p et on passera en
“coordonnées sphériques”). Vérifier que la distribution de probabilités ainsi obtenue est bien
normalisée. Calculer la valeur moyenne (v). Comparer a la valeur la plus probable de v, la
< valeur typique > vgyp. Evaluer enfin I'écart quadratique moyen de v, o, = (v2) — (v)2.
Tracer soigneusement ¢(v) et faire apparaitre (v), viyp et oy.

6.2 Pression d’un gaz (*)

Nous continuons I’étude du gaz initiée dans I'exercice Nous partons de la description micro-
scopique (théorie cinétique) et étudions l'origine mécanique de la force de pression exercée sur
une paroi du volume. Les atomes sont décrits par la fonction de distribution f(7,7) = nw(p).

1/ On veut calculer la force moyenne F qui s’exerce sur un élément d’aire A d’une paroi plane
située en x = 0 (le gaz étant contenu du coté des = négatifs). Justifier que si 'on appelle dri )
(resp. dﬁ(_)) la quantité de mouvement qui traverse en moyenne la paroi dans le sens des x
croissants (resp. décroissants) pendant un temps d¢ on a :

01 /o .
F=— (dn dr ) . (6.1)
2/ Montrer que
~ nAdt .,
A = / A3 pe P w(p) . (6.2)
m P >0

Calculer également dIi () et en déduire I’expression de F sous forme d’une intégrale dans ’espace
des impulsions.

3/ Montrer que seule la composante de F normale & la paroi est non nulle. En déduire que la
pression P est reliée a la vitesse moyenne <17 2> et a ’énergie cinétique totale du gaz E. = N ()
par :

Pzgnm@ ) et PV:§EC. (6.3)
Déduire I’équation d’état du gaz.

4/ On considere a présent un gaz de photons. On rappelle que les photons d’impulsion p’ ont
une vitesse ¢ et une énergie cinétique . = c||p’||. Comme précédemment on considere que les
photons ont une densité uniforme et sont caractérisés par leur distribution d’impulsion w(p). En
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suivant pour le gaz de photons les mémes étapes que celles qui viennent d’étre suivies pour le
gaz classique, montrer que 1’on obtient :

1
PV = E..

En calculant (e.), déduire I’équation d’état.

6.3 Effusion

Un gaz (monoatomique pour simplifier) est contenu dans un récipient de volume V. Un petit trou
de surface A est fait dans une paroi, par lequel les atomes du gaz peuvent s’échapper. Le trou est
suffisamment petit pour que 'on puisse supposer que le gaz se trouve dans un état d’équilibre
thermodynamique qui évolue lentement (on discutera cette hypotheése a la fin des questions 2
et 4). Cette hypothese permet en particulier de définir une température et une pression, qui
pourront dépendre “lentement” du temps.

1/ On suppose que le gaz est & température T'. Les vitesses des atomes sont distribuées selon la
loi de Maxwell. Quel est alors le nombre d’atomes sortant du récipient pendant un intervalle de
temps dt ? Discuter la dépendance de dN/dt en fonction de la densité N/V et de la température.

2/ Effusion depuis une enceinte thermostatée. Une enceinte se trouvant en contact avec
un thermostat a température T' est percée d’un trou. Les atomes s’échappent dans le vide.

(a) Comment le nombre N d’atomes contenus dans le récipient varie-t-il au cours du temps ?

(b) Considérons un gaz d’Helium dans un récipient de 1 litre & température ambiante et
initialement & 1 atm. Le trou a une surface de A = 1 um?. Au bout de combien de temps
le récipient aura-t-il perdu la moitié de ses atomes ?

3/ Effusion depuis une enceinte adiabatique. On souhaite reprendre la question 2 lorsque
I’enceinte a des parois adiabatiques. On va voir qu’en perdant des atomes, le gaz perd également
de I’énergie et sa température décroit.

(a) Calculer I'énergie perdue par le gaz pendant un intervalle de temps d¢. On note dE/dt le
taux d’énergie perdue par le gaz par unité de temps. Que vaut I’énergie perdue par atome,
(dE/dt)/(dN/dt) ? Commenter ce résultat.

(b) On pose A = é\/kg/(%rm). Montrer que les évolutions de la température et du nombre
de particules sont gouvernées par le systeme d’équations différentielles suivant :

AT Apap AN

- , = -ANTY?,

dt 3 dt

(c) Résoudre ces équations différentielles. Comparer le comportement & grand temps de N
avec celui trouvé a la question 2.

4/ Effusion entre deux enceintes thermostatées. Deux enceintes (1 et 2) contenant un
gaz monoatomique de méme nature sont séparées par une paroi adiabatique percée d’un petit
trou. L’enceinte 1 (resp. 2) est en contact avec un thermostat a température 7 (resp. T3). Les
pressions dans les enceintes sont notées P et Ps.

(a) a quelle condition sur les températures et les pressions le systéme se trouve-t-il dans un
état stationnaire ?
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(b) On se place dans la configuration stationnaire. On note Iy la valeur commune du courant de
particules de I’enceinte 1 vers 'enceinte 2 et de I’enceinte 2 vers 'enceinte 1. Justifier qu’il
existe alors un courant d’énergie I de la source chaude (disons I'enceinte a la température
Ty) vers la source froide (’enceinte a la température 77). Exprimer I en fonction de Iy
et T2 — Tl.

(c) Si le systeme était dans un état d’équilibre thermodynamique, rappeler quelle serait la
condition d’équilibre thermodynamique. Déduire une équation reliant les températures et
les pressions. Pourquoi cette condition est-elle différente de celle de la question 17 (on
pourra utiliser le résultat de la question 4.a).

5/ Enrichissement de I’Uranium. On considére un gaz de molécules d’hexafluorure d’Ura-
nium U Fg contenu dans un récipent de volume V percé d’un petit trou. Les deux isotopes de
I'uranium, 228U et 235U, sont naturellement dans des proportions 99.3% et 0.7%. On appelle Ny
(resp. N2) le nombre de molécules contenant l'isotope 233U (resp. 23°U).

(a) Montrer que la proportion des isotopes n’est pas la méme dans le gaz ayant quitté le
récipient par effusion.

(b) Comment faut-il procéder pour obtenir une proportion de 2.5% d’?33U ? (sachant que la
masse molaire du fluor est de 19 g).
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TD 7 : Thermodynamique des oscillateurs harmoniques

7.1 Vibration des corps solides (*)

La quantification du spectre des énergies conduit au possible gel de certains degrés de liberté
(a basse température). Nous allons voir que cette observation permet de comprendre le compor-
tement de basse température de la capacité calorifique des corps solides.

A. Préliminaire : vibrations d’une molécule diatomique.— On commence par étudier
un unique oscillateur harmonique unidimensionnel, ce qui modélise par exemple les vibrations
d’une molécule diatomique. On rappelle que le spectre des énergies d’'un oscillateur harmonique
de pulsation w est donné par

1
en = hw <n + 2) pour n € N. (7.1)

1/ Calculer la fonction de partition canonique de 'oscillateur harmonique.

2/ En déduire I’énergie moyenne £° de oscillateur harmonique. Déduire ’expression de 1'occu-
pation moyenne 7°. Analyser la limite classique (A — 0) de £°. Interpréter ce résultat.

3/ Donner l'expression de la capacité calorifique de 'oscillateur, que 1'on écrira sous la forme
cv(T) = kp p(hw/kpT), ou ¢(x) est une fonction adimensionnée. Expliquer 'origine des com-
portements a T'— 0 et T — .

B. Modeéle d’Einstein (1907).— On consideére un solide composé de N atomes (i.e. 3N degrés
de liberté). Les fluctuations (quantiques et/ou thermiques) induisent des déplacements des
atomes, que 'on supposera faibles, autour de leurs positions d’équilibre. Un modele grossier
(proposé par Einstein) consiste & modéliser I’énergie de vibration du solide comme celle de 3N
oscillateurs harmoniques unidimensionnels, indépendants et discernables E] et ayant tous la
meéme pulsation w.

1/ En utilisant les résultats du A, donner (sans calculs supplémentaires) I’expression de la
fonction de partition des oscillateurs.

2/ Déduire I’énergie totale des 3N oscillateurs (on précisera l'origine du résultat & T — oo) puis
de la capacité calorifique (de vibration) du solide C‘(,EmSt')(T )

3/ Quels sont les comportements de C"(/Emt') prédits par le modele a haute et basse températures ?

Comparer avec les résultats expérimentaux suivants (figure [7.1]) :

e A haute température (T — c0) : Cyy — 3Nkp (loi de Dulong et Petit).

e A basse température (T — 0) : Cy ~ aT + bT3 avec a # 0 pour un solide conducteur
(électrique) Elet a = 0 pour un solide isolant.

C. Modeéle de Debye (1912).— La faiblesse du modeéle d’Einstein, & l'origine de la prédiction
incorrecte du comportement de C"(/EmSt')(T — 0), vient de I'hypothese que les degrés de liberté
de vibration sont décrits comme des oscillateurs de méme pulsation. Dans la pratique les atomes

sont liés les uns aux autres, ce qu'on modélise en écrivant une énergie de vibration de 3N

5Chaque atome est placé au nceud du réseau cristallin, ce qui rend les oscillateurs discernables; les atomes
sont bien entendu indiscernables mais il y a N! manieres de leur attribuer un site du réseau.

"Le terms linéaire C‘</e 1°9) ~ o T est relié & la contribution des électrons & I'énergie du cristal. Cf. par exemple
le chapitre 12 de : C. Texier & G. Roux, Physique statistique, Dunod, 2017.
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oscillateurs, éventuellement identiques, mais évidemment couplés. Puisque 1’énergie est une
forme quadratique, il est toutefois possible de la diagonaliser, ce qui conduit & :

A S
H= ( Pi | w2 q?) (7.2)
m

décrivant des oscillateurs indépendants (les modes propres) mais de fréquences distinctes {w; }.
L’ensemble des fréquences propres forme un continuum de fréquences, ce qui est encodé dans la
densité spectrale p(w) = > 0w — wj).

1/ Capacité calorifique.— Exprimer formellement la capacité calorifique reliée a I’énergie de
vibration du solide sous la forme d’une somme sur les modes propres.

2/ Densité spectrale du modéle de Debye.— La densité spectrale a pour support un inter-
valle fini [0,wp], ot wp est appelée la fréquence de Debye.

a) Quel est 'ordre de grandeur de la longueur d’onde associée a wp ?
b) Donner une régle de somme pour [5™” p(w)dw.

¢) Dans le modele de Debye, on suppose que la densité spectrale a la forme simple

3V

= mw pour w € [0,wp] (7.3)

p(w)
(et nulle ailleurs). Expliquer I'origine du comportement p(w) x w?. En appliquant la regle de

somme, trouver une expression de wp en fonction de la densité atomique N/V et de la vitesse
du son ¢ (comparer au résultat de la question a).

3/ Comportements limites de Cy (7).

a) Justifier qu’on peut éerire Oy (T) = kp [ dw p(w) ¢(fw/kpT), ou ¢(x) est la fonction
introduite plus haut. Déduire le comportement de haute température. Comparer a C‘(,EmSt').
b) Justifier que la limite 7" — 0 sélectionne le comportement de basse fréquence de p(w). Déduire

le comportement de basse température de Cy (T'). Comparer a C‘(,EmSt‘). Expliquer physiquement

lorigine de la différence ? Comparer aux données expérimentales (figure [7.1]).

é : 300
o o | o - 20 -
.5 e =~
i - T
% - M 200 |10
o 'T
I ~
3 S 0
4 E 0 2 4 6 8
2 = ™ 100
57 S
7 d ~
4 &) T3 [K3]
R .
PR %6 07 08 o 70 0 . . .
or o2 43 0 ’ e 0 20 40 60 80

FIGURE 7.1 : Gauche : Capacité calorifique du diamant (en cal.mol™'.K~1). Les points
expérimentaur sont comparés avec la courbe calculée par le modéle d’Finstein en utilisant la
température caractéristique O = hw/kp = 1320 K (d’aprés A. Einstein, Ann. Physik 22, 180
(1907)). Droite : Capacité calorifique de l’argon solide représentée en fonction de T® (d’aprés L.
Finegold et N.E. Phillips, Phys. Rev. 177, 1383 (1969)). La ligne droite est un fit des données
expérimentales. L’insert est un agrandissement de la figure aux basses températures.
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7.2 Thermodynamique du rayonnement électromagnétique (*)

Nous considérons une boite cubique de volume V', contenant de 1’énergie électromagnétique a
I’équilibre thermodynamique.

A. Généralités.
1/ Comment sont classifiés les modes propres du champ électromagnétique dans le vide ?

2/ E‘nergie électromagnétique.— En utilisant les résultats de la partie A de ’exercice
exprimer 1’énergie moyenne électromagnétique sous la forme d’une somme (discréete dans un
premier temps) de contributions des modes : E,_, = > . z¢ . Tdentifier la contribution
du vide Evide (: limT_>0 EZ—m)'

3/ Energie du rayonnement.— Le rayonnement correspond aux ezcitations du champ élec-

tromagnétique : Eiayon = E._ — Eyide. Identifier la contribution d’un mode.

4/ Densité de modes.— Calculer la densité de modes p(w) dans la boite.

5/ Loi de Planck.— En écrivant la densité d’énergie sous la forme d’une intégrale sur les pul-
sations, %E?ayon = J5° dwu(w; T), retrouver la loi de Planck pour la densité spectrale d’énergie
du rayonnement u(w;7T). Interpréter 'expression de u(w;T) en terme de nombre d’excitation
dans le mode de pulsation w (i.e. du nombre de photons). Tracer l'allure de u(w;T") pour deux

températures.

6/ Loi de Stefan-Boltzmann.— Donner 'expression de la densité de photons n(T") et de la
densité d’énergie du rayonnement o (7) = [;° dwu(w; T), ot u(w;T) est la densité spectrale
d’énergie.

B. Fond diffus cosmologique.— Vers 380000 ans apres le big bang, les atomes d’hydrogene
se sont formés et la lumiere s’est découplée de la matiere, devenue essentiellement électriquement
neutre : I'univers est devenu « transparent > pour le rayonnement. On parle de « dark ages > pour
désigner cette période allant jusqu’a la formation des premieres étoiles et galaxies, vers 100
200 millions d’années. Par la suite le rayonnement, le < fond diffus cosmologique > (CMB ou
CMBR, i.e. Cosmic Microwave Background Radiation), a maintenu sa distribution d’équilibre
tout en se refroidissant a cause de I’expansion.

1/ Aujourd’hui, & tg ~ 14 x 10%ans, la température du fond diffus cosmologique est 7' = 2.725K.
Calculer la densité de photons n,(T") (en mm™3) et la densité d’énergie utor(7) (en eV.cm™3)
correspondantes.

2/ < Dark ages >.— L’expansion de 'univers entre ¢, &~ 380 000 ans et aujourd’hui a été essen-
tiellement dominée par I’énergie de la matiere non relativiste, ce qui conduit a la dépendance de
la température du fond diffus cosmologique | T'(t) o< t~%/3. Déduire n. (T) (en pm=3) et ugor(T)
(en eV.um™—3) au temps .

(On pourra comparer avec le rayonnement a la surface du soleil, 7' = 5700 K).

7.3 Equilibre matiére-rayonnement et émission spontanée

Dans un célebre article, quelques années avant la naissance de la mécanique quantique, [ﬂ FEinstein
montra que la cohérence entre physique statistique et mécanique quantique implique qu’il existe
un déséquilibre entre les probabilités d’absorption et d’émission de lumiere entre deux niveaux
d’un atome (ou d’une molécule). La probabilité d’émission d’un photon est légerement supérieure

8 Avant t., Pexpansion fiit plutét dominée par I'énergie du rayonnement, ce qui conduit & T(t) 12,
9Albert Einstein, « Zur Quantentheorie der Strahlung >, Physilakische Zeitschrift 18, 121-128 (1917).
On trouvera Darticle reproduit dans : A. Einstein, (Buvres choisies. 1. Quanta, Seuil (1989), textes choisis et
présentés par F. Balibar, O. Darrigol & B. Jech.
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a la probabilité d’absorption, & cause du phénomeéne d’émission spontanée. Ce dernier a pour
origine la nature quantique du champ électromagnétique.

1/ Emission et absorption.— On considere un atome, dont on décrira la dynamique a 'aide
de deuzx états quantiques |g), I’état fondamental, et |e), un état excité. Les deux énergies cor-
respondantes sont séparées de hwp. On note Py(t), resp. P.(t), la probabilité pour que le niveau
|g), resp. |e), soit occupé a l'instant ¢.

e S’il est dans le vide, l'atome se désexcite avec un taur de probabilité A._,, (émission
spontanée).

e Si latome est soumis & un rayonnement monochromatique, il se désexcite avec un taux
de probabilité Ae_.g + Be_sgl(wp) (émission spontanée+émission stimulée), ou I(wp) est
I'intensité du rayonnement a pulsation wy.

e L’atome dans son état fondamental est excité avec un taux de probabilité By.I(wp)
(absorption).

a) Ecrire un couple d’équations différentielles pour P,(t) et P.(t).

b) Déduire une équation décrivant I’équilibre.

2/ Equilibre thermodynamique pour la matiére.— Les multiples processus d’absorption-
émission sont responsables de 1’établissement de 1’équilibre thermique entre atomes et rayon-

(

nement. Dans ce cas les probabilités d’équilibre Pg(eoo et PEGQ) correspondent a la distribution

)

canonique. Donner Péeq)/ Py,

3/ Equilibre thermodynamique pour le rayonnement.— En supposant le rayonnement
a 1’équilibre thermodynamique, rappeler 'expression de la densité spectrale u(w;T) (i.e. Vol x
u(w; T)dw est I'énergie du rayonnement de pulsation € [w,w + dw]). Par la suite on considérera
que l'intensité du champ est donnée par la loi de Planck : I(wy) = u(wo; T).

4/ Une relation entre émission spontanée et absorption/émission stimulée.—

a) En analysant le comportement de haute température de ’équation obtenue a la question 1.b,
montrer que Be_g = By_e.

Dorénavant on notera simplement A = A._,4 et B = B,y = By_,. décrivant respectivement
I’émission spontanée et I’absorption/émission-stimulée.
b) Montrer que A/B o wj.
¢) Pourquoi est-il plus facile de fabriquer un MASER m qu'un LASER?

Cette premiere prédiction de 1917 sur le taux d’émission spontanée A ne sera confirmée
que plus tard, avec le développement de I’électrodynamique quantique, a partir de la fin des
années 1920, dans le cadre de laquelle on peut construire une théorie microscopique de I’émission
spontanée. E]

Annexe :

00 o1 oo x4 4
/0 dz =TI'(a)((a) /0 dz—5— = 30 (7.4)

e —1 sh? z

4

(on peut déduire la seconde intégrale de la premiere pour oo = 4). On a ((3) ~ 1.202 et ((4) = ;.

10Microwave Amplification by Stimulated Emmission of Radiation ; le premier MASER & ammoniac a été inventé
en 1953 par Charles H. Townes, qui adaptera la technique aux longueurs d’onde visibles — premier LASER en
1962 — et se verra récompenser du prix Nobel en 1964.

1p A. M. Dirac, The quantum theory of the emission and absorption of radiation, Proc. Roy. Soc. London
A114, 243 (1927).

35



TD 8 : Ensemble grand-canonique
(systéme en contact avec un réservoir de particules)

8.1 Gaz parfait (*)

Nous considérons un gaz parfait a ’équilibre thermodynamique, occupant un volume V. La
température 1" et le potentiel chimique p sont fixés.

1/ Extensivité.— Pour un systéeme homogene, le potentiel thermodynamique doit étre extensif.
Déduire que le grand potentiel peut s’écrire sous la forme

I, V) =V (T, 1) (8.1)
Préciser le sens physique de la < densité volumique de grand potentiel > j.

2/ Gaz parfait classique.— On considére un gaz de particules dans le régime dilué, tel que
Papproximation de Maxwell-Boltzmann soit justifiée (dans cette question nous ne faisons
aucune hypothese supplémentaire sur les particules : le nombre de degrés de liberté, la nature
relativiste ou non de leur dynamique, etc). On note z(7, V') la fonction de partition & une parti-
cule. Montrer que la fonction de partition grand-canonique (a 'approx. de Maxwell-Boltzmann)

est
E =exp {z eﬁ“} : (8.2)

3/ Calculer N® et p8. Montrer que les hypothéses minimales précédentes sont suffisantes pour
retrouver ’équation d’état du gaz parfait classique.
4/ Energie.— On note g° I’énergie moyenne canonique pour une particule. Montrer que

E® =N®z. (8.3)

En utilisant Varg(E) = (— % + %)Eg, montrer que

™M

Var, (E) = N®&2° (8.4)
Comparer avec la variance de I’énergie dans 1’ensemble canonique.

5/ Entropie.— Montrer que

e _Olnz
S8 = N"kp (1 Iy ﬂu) . (8.5)

6/ Justifier que z oc V. On éerit 2(T,V) = V/A3. Donner I'expression de Ar (A un facteur
sans dimension prés) pour des particules non relativistes (¢ = p/(2m)) et des particules ultra-
relativistes (¢ = ||p]|c). Retrouver 'expression de p®(7,n) (a l'aide de 3). Déduire que
coincide avec la formule de Sackur-Tétrode, i.e. que 'on retrouve ”1’équivalence des ensembles”.

8.2 Adsorption d’un gaz a la surface d’un solide (*)

Un récipient de volume V' contient un gaz par-
fait de molécules monoatomiques indiscernables.
Ce gaz est en contact avec un solide dont la sur-
face peut “piéger” des atomes du gaz. On sup- 2
pose que cette surface se comporte comme un

) [ ]
RN . ) . .
ensemble'de A pieges (ou sites d’adsorption). ¢ o @acc oo
Chaque site peut adsorber un seul atome, dans Lo 2T
, . , . o o< ®*e
un état unique, d’énergie —¢g. O @O C -
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Le tout est en équilibre a la température T et on peut considérer que I’ensemble des atomes
adsorbés (phase adsorbée) constitue un systeme dont le nombre de particules n’est pas fixé,
mais dont le potentiel chimique p et la température T sont fixés (par le gaz qui joue le role de
réservoir).

1/ Calculer la fonction de partition grand-canonique &piege associée a un piege de la surface.
Déduire la fonction de partition grand-canonique =Z(7, A, ) décrivant les atomes adsorbés a la
surface.

2/ On souhaite retrouver le résultat autrement : calculer la fonction de partition canonique
Z(T, A, N)d'un ensemble de N atomes adsorbés (le nombre d’atomes adsorbés N est évidemment
inférieur au nombre de sites d’adsorption A). Retrouver I'expression de Z(T, A, 1) obtenue a la
question précédente.

3/ Calculer le nombre moyen d’atomes adsorbés N en fonction de e, i, A, et T. En déduire la
probabilité d’occupation d’un site § = N /A.

4/ Le potentiel chimique p est fixé par le gaz parfait. En déduire une expression pour la pro-
babilité € d’occupation d’un site en fonction de la pression du gaz P et de la température T’
(le nombre N d’atomes adsorbés est négligeable devant le nombre Ng,, d’atomes du gaz). On

2rmkpT \>/? €0
Py(T) = kpT (220552 __0
0(T) = kn < K2 > FPN kT [

et on exprimera 6 en fonction de P et Py(T).

posera :

5/ Isothermes de Langmuir.— Quelle est ’allure des courbes 6( P) pour différentes températures ?

6/ (Question pour les courageux) Calculer 'écart type oy caractérisant les fluctuations de N
I —— — 72
autour de sa valeur moyenne : 0% = (N — N)2 = N2 — N° . Commenter.

8.3 Fluctuations de I’énergie

On a montré en cours qu’a la limite thermodynamique, il y a équivalence entre les propriétés
thermodynamiques prédites dans le cadre des différents ensembles. Cela se traduit par des rela-
tions entre moyennes canoniques et grand-canoniques, par exemple

E¥(T,V,u) = E° (T, V,N*(T,V, n)) A la limite thermo. (8.6)
Nous allons étudier ce qu’il en est des fluctuations.

A. Préliminaire probabiliste (facultatif).— Considérons une variable aléatoire X et sa fonc-

€ ’ . . . 2
tion génératrice g(k) & (e*X). En étudiant la limite k£ — 0, montrer que Var(X) = g g‘k%(’“) o’

B. Ensemble canonique.— On note {Ey} les énergies des microétats du systeme. Justifier que
la variance canonique de I’énergie est donnée par Var.(F) = ( - 85)2 InZ, ou Z est la fonction
de partition canonique. Relier Var.(F) a E° puis déduire la relation

Var.(E) = kgT? Cy . (8.7)

C. Ensemble grand-canonique.— Nous démontrons maintenant une formule reliant les va-
riances de I'énergie dans les ensembles canonique et grand-canonique :

—
Varg(E) = Var.(E) + (C(;]]E?V) Varg(N) (8.8)
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1/ Donner une interprétation heuristique de cette relation.

2/ On note = la fonction de partition grand-canonique. Justifier la relation
o pwdN\ _
Varg(E) = | —=5 + 55— | InE (8.9)

puis relier Varg(E) & E®.

3/ En utilisant (8.6)), relier les dérivées partielles OE® /0T et OE®/u aux dérivées partielles
de E°.

4/ Déduire (8.8)) en utilisant 'identité thermodynamique

ON) ON OF OF ON
r(5r),, (5~ (G0) = (69),, (G0),, -
<8T v ) ry )1y ONJry \On /)1y (310

Preuve de l'identité : partir de dE = T'dS — pdV + pudN et utiliser une relation de Maxwell pour la dérivée
partielle de S.

5/ Montrer que (8.4) et (8.8)) sont équivalentes (notons que la preuve de (8.8)) est plus générale).

D. Application : gaz parfait monoatomique.— Comparer les fluctuations relatives \/Var(E)/E
pour les trois ensembles (microcanonique, canonique et grand-canonique).

8.4 Fluctuations de densité dans un fluide — Compressibilité

Nous considérons un fluide contenu dans une enceinte thermostatée, a température 7. Nous
isolons par la pensée un petit volume V' a l'intérieur de l’enceinte de volume Vi, (figure). Le
nombre de particules N contenues dans ce volume fluctue donc au cours du temps.

Nwt,‘/{m\f‘ R

NV

FIGURE 8.1 : On considére les N particules contenues dans un petit volume V d’un gaz.

1/ Ordres de grandeur dans un gaz.

a) Si le gaz se trouve dans les conditions normales de température et de pression, calculer le
nombre moyen N de particules contenues dans un volume V = 1 cm3.

b) Les particules ont une vitesse typique v ~ 500m/s; le temps de libre parcours moyen élastique
(temps typique entre deux collisions successives) est 7 ~ 2ns (exercice 77). Quel est typiquement
le temps passé par une particule dans le volume V' (on rappelle que la constante de diffusion
est D = ¢%/37 ou £ = v7) ? Combien de collisions la particule aura-t-elle typiquement effectuées
pendant ce temps ?

¢) On cherche a estimer le renouvellement des particules du volume V' : donner ’expression
du nombre dN, de particules entrant/sortant du volume pendant un temps 7. Montrer que
SN,/N ~ (/L.

d) Justifier que dans la situation considérée, le gaz contenu dans le volume V' peut étre décrit
dans le cadre de I’ensemble grand-canonique.
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2/ Rappeler comment obtenir la moyenne N® et la variance AN2 & Var(N) a partir de la
fonction de partition grand-canonique. Déduire la relation :

ON®
AN? = kT —— . 8.11
- (8.11)
3/ Une relation de thermodynamique.— Dans cette question, on identifie NV avec sa moyenne
pour retrouver une identité de thermodynamique. En écrivant que p = f(N/V,T) et p =
g(N/V,T) ou f et g sont deux fonctions (justifier ces formes), montrer que
0 V /o 0 V /o
a2k et (L) =-2 (2 . (8.12)
ON ) vy N\OV )rn ON )y N\OV )rn

Justifier la relation de Maxwell

Op ou
it =_ (== 8.13
<aN)T,V (3V>T,N (5:19)
Indication : Utiliser la différentielle de 1’énergie libre dF" = —SdT — pdV + udN.

4/ Compressibilité.— Déduire la relation entre les fluctuations et la compressibilité isotherme

ol L (v
T = VvV \ 9p TN

AN?
ottn=N*/V.
Remarque : c’est un exemple de relation entre une fonction de réponse (la compressibilité) et
des fluctuations. Nous avons discuté précédemment un autre exemple : Cy = @%AEQ

(exercice [5.2)).

5/ Gaz parfait classique.— Donner I'expression de la compressibilité du gaz parfait classique.
Déduire ’expression des fluctuations dans ce cas.

6/ (Facultatif) Fonction de corrélation de paires.— L’objet de la question est d’établir
le lien entre la relation et les corrélations dans le fluide. On introduit la densité n(7) =
SN 8(F = 7) ot 7 est la position de la particule i.

a) Justifier que N = [;, d7n(F) et déduire que la variance s’exprime comme une intégrale de la
fonction de corrélation de densité

AN? = /V araF" (n(Pn() — () x ™)) - (8.15)

Dans un fluide homogene, on peut écrire la fonction a deux points sous la forme
n(Fn(F) =nd(F — ') +n? g(F — '), (8.16)

ou g(7) est la fonction de corrélation de paires, caractérisant la distribution des distances entre
particules.

b) Si les corrélations disparaissent a grande distance, quelle est la valeur de g(7) pour ||7]| — oo ?
¢) Déduire de ({8.14) la relation d’Ornstein-Zernike

nkpT kp =1+ n/ 4rerddr [g(r) — 1] (8.17)
0

ou l'on a utilisé I'invariance par rotation. Dessiner qualitativement ’allure attendue pour g(r)
dans un fluide.

12T orsqu’elles concernent des fonctions de réponse dynamiques, de telles relations sont appelées des < relation
de fluctuation-dissipation .
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TD 9 : Systemes en interaction et transitions de phases

9.1 Sublimation

Dans cet exercice on étudie un modele simple de sublimation d’un solide (passage de la phase
solide a la phase gazeuse). Nous allons voir que la physique statistique permet de faire une
prédiction quantitative sur la ligne décrivant 1’équilibre entre phases solide et gazeuse dans le
diagramme P-T.

Le modele est basé sur I'idée suivante : dans un premier temps les deux phases (gazeuses et
solides) sont décrites isolément, comme deux systémes thermostatés. Puis nous imposons une
condition d’équilibre décrivant le contact (I’échange d’atomes entre < systeémes > ).

A. Gaz.— Le gaz a été étudié en détail dans I'exerice Justifier (rapidement) que la fonction
de partition du gaz est donnée par Zg,, = %(%)N ol At est la longueur thermique. Déduire
I'expression du potentiel chimique du gaz, puis de son entropie.

B. Modeéle de solide.— Nous nous plagons dans le cadre du modele d’Einstein : le solide (de N
atomes) est assimilé & un ensemble de 3NNV oscillateurs harmoniques de méme pulsation w. Pour
tenir compte du fait que la phase cristalline est plus favorable énergétiquement que la phase
gazeuse, ’énergie minimale pour chaque atome est prise égale a —&y < 0 :

N

S 9 1 B
Hgolige = Z (12);)’1, + §mw2ri 2 - €0> (91)

1/ Quelle condition doivent satisfaire T, w et & pour que notre modele soit raisonnable 7

2/ Calculer la fonction de partition du solide Zgj4e dans ’approximation semi-classique. Déduire
son énergie libre.

3/ Calculer I’énergie moyenne du cristal. Exprimer son potentiel chimique.

4/ Calculer 'entropie du solide.

C. E‘quilibre entre phases.

1/ Discuter la condition d’équilibre entre les phases gazeuse et solide, supposant connues les
énergies libres des deux phases (i.e. dans le cadre de ’ensemble canonique).

2/ Déduire 1'équation décrivant ’équilibre entre phases dans le diagramme P-T'. Tracer soi-
gneusement Ps(7T') (on rappelle qu'une condition de validité du modele est kpT < &).

3/ Donner l'expression de la chaleur latente de sublimation.

D. Expérience.— La courbe de sublimation du zinc mesurée expérimentalement dans le domaine
500 K< T' < 600 K. Elle est bien fitée par

1.6 10*

In Ps(T)=30.3—-05InT — (unités du SI) (9.2)

Cette expression est-t’elle en accord avec notre modele ?
Comparer les valeurs du fit avec celles données par le modele étudié. On donne :

e Masse molaire du zinc : M = 65.38 g.mol~!
o Na& =1.310° J.mol!
o hw/kp =240K
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9.2 Chaine d’Ising et matrices de transfert (*)

Introduction : Le modele d’Ising a été proposé comme un modele simplifié pour décrire des
matériaux magnétiques. Il a beaucoup d’autres applications. Nous considérons un ensemble de
moment magnétiques locaux représentés par des variables binaires o; = 41, attachées aux sites
d’un réseau cristallin (ici 'indice i repere les sites). Le modele tient compte de la compétition
entre l'interaction entre moments magnétiques locaux (favorisant I’alignement ou ’antialigne-
ment des spins voisins, suivant le signe de I'interaction), 'interaction avec un champ magnétique
extérieur (favorisant l’alignement sur le champ) et les fluctuations thermiques.

Nous commencons par étudier la version unidimensionnelle du modele d’Ising avec inter-
actions entre plus proches voisins, qui est exactement soluble :

H{o:}) = —JZ 0;0i+1 — B Z o (9.3)

ol on41 = 01, ce qui correspond au cas ou les N spins sont sur un anneau (figure [9.1).

FIGURE 9.1 : Chaine de spins d’Ising : le spin up (resp. down) correspond a o, = +1 (resp.

n=—1).

1/ Matrices de transfert.— La technique des matrices de transfert est extrémement puissante
et tres utilisée en physique statistique (pas seulement pour des modeles 1D). Dans un premier
temps, nous généralisons le modele et considérons le cas de couplages et de champs variant

avec la position :
H({o:}) Z Jioi oip1 — Z Bio; (9.4)

On introduit la matrice 2 x 2 ayant pour éléments de matrice (pour 8 = 1)

MC(,Z()T, = i+ Bio avec o, 0 = +1. (9.5)

)

a) Montrer que la fonction de partition pour 'anneau a la forme d’une trace :
Zn = Tr { MO M<N>} (9.6)

b) Facultatif : Montrer que la fonction de partition de la chaine ouverte peut également
s’écrire sous la forme d’une trace.

¢) Eerire M® sous forme matricielle.

2/ On considére maintenant une chaine homogene : J; = J et B; = B Vi. Toutes les matrices de
transfert sont égales, notées M. Calculer les deux valeurs propres de M, notées Ai. Exprimer
Zn en fonction de ces valeurs propres. Vérifier le résultat sur le cas J = 0 pour lequel un
calcul direct de Zx est possible.

Dans la limite thermodynamique, N — oo, calculer I’énergie libre par spin f = limy_,o, F//N.
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3/ Capacité calorifique & B = 0.— Calculer f(7,0). Rappeler la relation entre 1'énergie
moyenne et SF. Déduire la capacité calorifique par spin, notée C(7T'), et la tracer soigneuse-
ment.

4/ Aimantation.— Calculer 'aimantation dans le cas général en utilisant m(7', B) = —8% f(T,B)
(rappeler l'origine de cette expression). Tracer m(7T, B) en fonction de B pour différentes
températures. Existe-t-il une transition de phase a T finie comme dans le modeéle de champ
moyen !

5/ Susceptibilité magnétique.— La susceptibilité magnétique est définie comme x(7") ©
limp_,g g—’g. Montrer que

X(T) = L 2| (9.7)
T
Interpréter physiquement la décroissance a haute température. Expliquer 1'origine du facteur
exponentiel pour J > 0.

9.3 Corrélations dans le modele d’Ising unidimensionnel

Dans cet exercice, on révele une propriété importante (tres générale) des fonctions de corrélation,
lorsque ’on s’approche d’une phase ordonnée. On considere le modele d’Ising unidimensionnel
pour N < spins » avec interaction férromagnétique, J > 0, entre plus proches voisins :

H({o;})=-J Z 0 Oi+1 avec o; = +1. (9.8)

Le modele ne présente pas de phase ordonnée (ferromagnétique) & température finie, cependant
son état fondamental est ferromagnétique. Nous allons donc étudier le comportement de la
fonction de corrélation pour 7" — 0.

1/ Pouvez-vous décrire les microétats de la chaine ? Combien en existe-t’il ?

2/ Fonction de partition. Quelle est la fonction de partition Z; pour un spin ? Montrer que
la fonction de partition canonique de la chalne de N spins obéit a une équation de récurrence

Zn =2 ch(BJ) Zn_1. (9.9)

Déduire ’expression de Zy.

3/ Calculer I’énergie moyenne canonique E° puis la chaleur spécifique C (T"). Analyser les com-
portements limites de cette derniere; quelle est 'origine physique du comportement de basse
température ? Tracer soigneusement ’allure de C'(T") en fonction de 7.

4/ Fonction de corrélation.— Dans cette question, nous souhaitons calculer la fonction de
corrélation entre deux spins G(n) & (o, 044n). Pour cela on introduit un Hamiltonien avec N — 1
couplages distincts

H({o:}) = Z Ji0i iy - (9.10)

On note Zy la fonction de partition canonique associée.

a) Montrer que (0;0i4+1) = B; %Zf’ i (attention, (---) est la moyenne canonique associée &
N i g=
H et non & H).
b) Montrer que
1 oz
G(n) N (9.11)

- ﬁnZN 3Ji8Ji+1 v &]Hn,l Ji=J '
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¢) Calculer explicitement Zn en vous inspirant de la méthode de la question 2.

d) Longueur de corrélation.— Déduire I’expression de la fonction de corrélation. On introduit
la longueur de corrélation £(7) en écrivant G(n) = exp(—n/£(T)). Donner 'expression de (7).
Analyser son comportement a basse température. Interpréter.

5/ (FACULTATIF, pour les courageux) Retour sur les matrices de transfert.— Utiliser la
méthode des matrices de transfert introduite dans I’exercice précédent pour calculer la fonction
de corrélation ; on pourra considérer le cas de Panneau (plus simple) = comparer au résultat
précédent.

Cette seconde méthode est plus générale puisqu’elle permet d’introduire le champ magnétique.

9.4 Modele de Curie-Weiss : transition Para-Ferro (*)

Un autre modele exactement soluble est celui ol tous les spins interagissent mutuellement de
la méme maniere (interaction de portée infinie). On considére N spins décrits par ’hamiltonien
d’Ising (o; = 1)

H({o}) =—55 D, 0ioj—B Zaz : (9.12)
1<z ,ISN
controlé par la constante d’interaction J > 0 (favorisant 1’alignement des spins entre eux) et le
champ magnétique extérieur B (exprimé en unité d’énergie).
1/ Pourquoi a-t-on divisé le terme d’interaction par N ?

2/ Décrire les microétats. Quel est le nombre total de microétats Qo ? Pour B = 0, quel est
I’état fondamental 7

3/ Entropie a aimantation fixée.— On introduit ’aimantation par spin :

o 1
m ~ > o (9.13)

a) Quelles valeurs m peut-elle prendre ? Quel est le nombre ©(m) de microétats correspondant
a une valeur de m donnée ?

b) On introduit I’ entrople s(m) = (1/N)InQ(m) (on pose kg = 1 pour simplifier). Montrer que
s(m) ~ sg — am? — bm* pour m — 0. Donner les trois constantes positives so, a et b.
)

Justifier que la somme sur les valeurs permises de m peut étre remplacée par une intégrale
. s . , . _Nm2
Yom = % fjll dm. Si l'on néglige le terme quartique de entropie, on a Q(m) ~ Ae~N""/2 pour
m — 0. Donner la constante A.
4/ Montrer que 'hamiltonien peut étre écrit comme une fonction de 'aimantation, H({o;}) =

N e(m). Donner l'expression de ’énergie par spin £(m). Justifier que la fonction de partition
canonique peut s’écrire sous la forme

N [t
Iy = 2/1 dm Q(m) e~ PN (m) (9.14)

5/ Supposons qu'il est justifié d’utiliser le développement de la question 3 de I’entropie, tronqué

a Pordre le plus bas, s(m) ~ so — am?.

a) Calculer explicitement Zy et déduire I’expression de I’énergie libre par spin a la limite ther-
modynamique f(T, B) S my_ oo ~ NG L1n Zx. Identifier une température critique T, en dessous
de laquelle la troncation de Ientropie s(m) a 'ordre le plus bas n’est pas possible (dans le cadre

des approximations faites dans cette question).
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b) Loi de Curie-Weiss.— Calculer 'aimantation moyenne m® = —df/9dB puis la susceptibilité
magnétique x(T') = 0m°/0B, exprimée en fonction de T.. Que devient la réponse au champ
magnétique si T — T.F 7 Que laisse présager ce résultat sur les propriétés pour T' < T,.?

6/ Régime T < T.. En dessous de la température critique trouvée a la question précédente, on
doit considérer le développement s(m) ~ sg — am? — bm?.

a) Justifier que la fonction de partition peut maintenant s’écrire sous la forme
Zn ~ / dm e~ N Be(m.B) (9.15)

et donner I'expression de la fonction ¢(m, B). Tracer ¢(m,0) puis ¢(m, B) (pour m et B “pe-
tits”).

b) Méthode du col : En utilisant la méthode du col, montrer que, dans la limite thermodyna-
mique, I’énergie libre par spin f(7, B) = limy_ 00 K,—é In Zx est controlée par le minimum de ¢,
noté m, (T, B). Montrer que m® = —é—B = M.

¢) Transition du ler ordre.— On suppose que T reste proche de T, et que le champ est
petit B — 0, ce qui permet de justifier que le minimum de ¢(m, B) est m < 1. En analysant
(graphiquement) ¢(m, B) en fonction de B (pour T' < T), tracer I’allure de m® = m, en fonction
de B (lorsque le champ change de signe).

d) Transition du 2nd ordre.— Tracer I'allure de m® = m, en fonction de T' pour B = 0.

7/ Pouvez-vous comprendre physiquement pourquoi le modele de champ moyen étudié ici
présente une transition de phase mais le modele 1D avec interaction entre proches voisins n’en
présente pas?

9.5 Modele d’Ising et gaz sur réseau

Modele d’Ising : Le modele d’Ising est d’importance fondamentale en physique statistique. In-
troduit comme modele simplifié pour décrire le magnétisme (ferromagnétisme, antiferromagnétisme,
etc), il fournit également un modele pour les alliages binaires, le gaz sur réseau, certains modeles
socio-économiques (voteurs, etc), ou méme des réseaux de neurones. On introduit des variables
< de spins > 0; = %1 associées aux N sites d’un réseau (cubique par exemple). Le modele d’Ising
est défini par I’hamiltonien

HIsing = —JZO‘iO'j —BZO’i (9.16)

(6,3) i
ou le premier terme décrit une interaction entre spins voisins (la somme désigne une somme sur
les sites plus proches voisins, i.e. sur les liens du réseau). Si J > 0 (interaction ferromagnétique),
I'interaction rend l’alignement favorable énergétiquement. Le second terme décrit 'effet d’un
champ magnétique extérieur sur lequel les spins trouvent favorable de s’aligner. A température
finie, trois effets entrent donc en compétition : ’agitation thermique, 'interaction qui aligne les
spins entre eux et le champ magnétique qui aligne les spins dans la direction de B.
Nous discutons ici la relation avec le modele du gaz sur réseau.

Modéle du gaz sur réseau : On considére N sites d’un réseau pouvant chacun accueillir au
plus un atome. On note n; € {0,1} le nombre d’atomes sur le site ¢. En interdisant plus d’un
atome par site, on modélise une forte répulsion entre atomes, a courte distance. Les forces de van
der Waals sont responsables d’une faible attraction a grande distance, ce qu’on prend en compte
en introduisant une énergie —4e lorsque deux atomes occupent deux sites voisins. L’énergie du
gaz est donc

Hig = —4<€anj avec N = Z n; (9.17)

(4,9) i
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m(T,0)

+1

-1

FIGURE 9.2 : Aimantation m(T,0) = —limp_,g+ limy 0 %%Flsing(T, B, N) du modéle d’Ising
a champ nul B = 0, en fonction de la température. A haute température, T > T, le systeme est
dans la phase paramagnétique, caractérisée par une aimantation nulle a champ nulle. T, est la
température critique en de¢a de laquelle une aimantation spontanée apparait a champ nul (phase
ferromagnétique). L’une ou 'autre branche est empruntée suivant que B — 07 ou B — 0.

le nombre total d’atomes.

1/ Justifier que I'étude du gaz sur réseau dans l’ensemble grand canonique peut étre mis en
correspondance ezxacte avec le modele d’Ising (dans I’ensemble canonique). Etablir la relation
précise entre les différents parametres et variables des deux modeles. Montrer que les deux
potentiels thermodynamiques sont reliés comme

N
JLG(T>N=N)+§(Q5+M) = Flsing(T, B, N) , (9.18)

ou u est le potentiel chimique du gaz et ¢ la coordinence du réseau.

Indication : il pourra étre utile de convertir la somme sur les liens en somme sur les sites :
Doty = (1/2) 323 v ou v(i) est ensemble des ¢ voisins du sites i. Sur un réseau régulier,
le nombre de liens est donc relié au nombre de sites comme Nyons = N¢q/2 (exemple : ¢ = 2d sur
le réseau cubique de dimension d, d’ott Nyjjens = Nd).

2/ En utilisant cette correspondance, quelle interprétation donner a la courbe d’aimantation
spontanée (figure 9.2) & B = 0 pour le gaz sur réseau? Rappeler 'allure de I’aimantation
m(T, B) en fonction de B pour T' < T.. Donner son interprétation pour le modele du gaz sur
réseau.

3/ On rappelle que la relation entre aimantation et champ magnétique est donnée par < 1’équation
autocohérente > m = th [B(B + qu)]. Déduire une expression du potentiel chimique du gaz

sur réseau en fonction de n et T (on utilisera argth(y) = 1 In Gf—g)) En utilisant ’expression
de I’énergie libre par spin (pour Ising)
J T  (1-m?
f(T,B) = % m? + 5 In < 4m > (9.19)

ol m désigne la solution de ’équation auto-cohérente, donner le grand potentiel du gaz sur
réseau. Déduire que I'équation d’état est (dans des unités appropriées)

p(T,n) = —T In(1 —n) — 2T, n>. (9.20)

Analyser les isothermes. Vérifier que la transition du premier ordre apparait bien pour T' < T, =
ge.
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9.6 Modele d’Ising férromagnétique et antiferromagnétisme sur réseau hy-
percubique — analyse de champ moyen

Nous étudions les propriétés de magnétisme sur un réseau hypercubique de N sites, dans le cadre
du modele d’Ising. On note ¢ la coordinence du réseau (¢ = 2d ou d est la dimension, pour le
réseau hypercubique).

A. Interaction FERROmagnétique.— L’hamiltonien d’Ising s’écrit

H=-J 0;0; —BZO‘Z‘ (921)
ou g; = 1. L’interaction J > 0 favorise un ordre ferromagnétique a basse température. La

premiére somme porte sur les couples de sites plus proches voisins, (i,7), i.e. sur les liens du
réseau. La seconde somme porte en revanche sur les sites du réseau.

1/ Quelles sont les dimensions de J et B dans ce systeme d’unités ?

2/ Suivant 'idée de ’approximation du champ moléculaire de Weiss (aussi appelée approxima-
tion de Bragg-Williams), montrer que 1’on peut écrire ’hamiltonien comme

1 2 Hlloc)
H = NqJm® — B Z o; —J<Z:> 50:da; (9.22)
(A ’L7]

-~

Hcm

N J— . . . — (I ef
ou m = o; est 'aimantation moyenne (par site), B™9 1 champ local moyen et do; & o; — m.
Le champ local est défini comme

(loc) def 0H o )
BYO = S =B+J ‘Z 0, (9.23)
Jev(i)
ou la somme porte sur les ¢ sites voisins j € v(i) du site i.
On rappelle qu’on peut convertir une somme sur les liens en somme sur les sites grace a ) (irg)
1
322 Zje}(i)-
3/ Calculer Iénergie libre (par site) fem(m) pour hamiltonien de champ moyen H.p,. Déduire
I’équation auto-cohérente permettant de déterminer I’aimantation moyenne m.

4/ Résoudre graphiquement ’équation auto-cohérente donnant l’aimantation. Montrer qu’il
existe une température critique 7T, en dessous de laquelle m # 0 a B = 0.

5/ Dans la limite de basse température, T < T., montrer que I’aimantation spontanée présente
le comportement approché m ~ 1 — (---)e~2/T Interpréter physiquement la valeur du gap A.

B. Interaction ANTIFERROmagnétique.— [1—_3-] Nous considérons maintenant le cas

H=+J) oi0;—B)» o (9.24)
(4,9 g

ou J > 0, i.e. une interaction favorisant [’anti-alignement des spins. On admet que la phase
ordonnée a T' = B = 0 correspond & ’ordre de Néel : les spins prennent des valeurs alternées +1
et —1. Autrement dit, si nous divisons le réseau hypercubique en deux sous réseaux imbriqués,
notés R, et Ry, 'aimantation prend une valeur constante sur chacun des sous-réseaux, m, = +1
et mp = —1 (ou l'inverse). L’aimantation moyenne m = 3(mq + my) est nulle mais il existe un
ordre caractérisé par la valeur de I'aimantation alternée mgag = 3(mq —mp) = 1 (ou —1). Cette
derniere joue donc le role de parameétre d’ordre dans la phase antiferromagnétique.

13Une critique de Papproche de champ moyen telle que nous la présentons se trouve a la fin du dernier exercice.
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a/ En décomposant la somme sur les sites sur les deux sous réseaux ) ; = > ;cn + D iR,
donner ’expression de I’hamiltonien de champ moyen H,,, analogue & (9.22)). Il sera commode
pour la suite d’introduire deux champs magnétiques distincts B, et By, sur les deux sous réseaux.

b/ Calculer I'énergie libre associée a ’hamiltonien de champ moyen Hey,. Déduire deux équations
auto-cohérentes permettant de déterminer m, et my.

¢/ On admet que m, = —my. Déduire une équation pour msiae. Comparer au cas ferro-
magnétique. Résoudre cette équation graphiquement lorsque B = 0. Identifier la température
critique T¢. Analyser mgiag dans les limites T' S Tp et T < To..

9.7 La méthode variationnelle

On veut fonder 'approche de champ moyen sur un principe variationnel, i.e. construire une
énergie libre approchée, que nous noterons fyar(m), a partir d’un critére de minimisation clair.

On souhaite étudier les propriétés d’un systeme décrit par le Hamiltonien H, que l'on ne
sait pas traiter exactement. L’idée de la méthode variationnelle est de proposer un ansatz Hy,
dépendant d’un(des) parametre(s) variationnel(s), dont on sait étudier les propriétés. On cher-
chera alors quelle(s) valeur(s) du(des) parametre(s) minimise(nt) un critére que nous définissons
maintenant.

1/ Inégalité de Bogoliubov.— Soit = une variable aléatoire ; on donne l'inégalité de convexité
(e*) > ). Montrer que 1’énergie libre pour H est bornée supérieurement par :

F < Fy+ <H — H0>0 (9.25)

ou (---)o est la moyenne canonique par rapport a I’hamiltonien Hy.

Cette inégalité, appelée inégalité de Bogoliubov, nous permet de définir un critére pour ap-
procher les propriétés de H : on cherche les parameétres variationnels qui minimisent le membre
de droite Fy + (H — Hp)o.

2/ Hamiltonien d’Ising.— Nous considérons I’Hamilonien d’Ising ferromagnétique (9.21)) (I'ha-
miltonien H). Proposons ’hamiltonien d’essai Hy = —Beg ) _; 0;.

a/ Quelle est la valeur de 'aimantation moyenne m par site associée & Hy 7

b/ Calculer (H)o puis déduire une équation pour la valeur du parametre variationnel Beg qui
def

minimise Fyay = Fy + (H — Hp)o.
¢/ Dans I’équation obtenue a la question précédente, éliminer Bqg au profit de m pour obtenir une

équation auto-cohérente pour cette derniere. Calculer 1’énergie variationnel par site fya(m) =
Fyar/N en fonction de m. Comparer a la fonction fep,(m) obtenue dans I'exercice précédent.

Commentaire (sur la méthode de champ moyen) : Si on applique la méthode variationnelle au modele
d’Ising anti-ferromagnétique (AF) on peut vérifier que les deux énergies libres approchées fem, (mq, myp)
(exercice [9.6) et foar(mq,my) (exercice ne coincident pas! Le probleme posé par “I’approche champ
moyen” (dans la version présentée dans l’exercice est de ne pas reposer sur un principe variationnel, i.e.
sur un critere de minimisation bien défini. En particulier, elle fournit une “énergie libre de champ moyen”
fem(ma,mp) qui n’est pas minimale pour la phase AF (i.e. correspond & un point col). Autrement
dit, bien que les équations auto-cohérentes que nous avons obtenues pour déterminer m, et my soient
correctes, fem(mq, mp) n’a pas de sens hors de la ligne m, = —my. En revanche 'approche variationnelle
fournit une énergie libre variationnelle fy.,(mq, mp) minimale dans la phase AF.

Cette observation est inspirée de l’article : Raphaél Agra, Frédéric van Wijland & Emmanuel Trizac,
On the free energy within the mean-field approzimation, European Journal of Physics 77, 407 (2006),
arXiv:cond-mat/06 01 125.
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Pour en savoir plus : Cf. exercice 10.3 de C. Texier & G. Roux, Physique statistique, Dunod,
2017.
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