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Durée de l’épreuve : 2 heures.
L’utilisation de documents, téléphones portables, calculatrices, ... est interdite.

Recommandations :
Lisez attentivement I’énoncé et rédigez succinctement et clairement votre réponse.
Vérifiez vos calculs (analyse dimensionnelle, etc) ; n’oubliez pas de vous relire.

A Pensez aux informations en annexe A

Question de cours : Entropie (~ 15mn)

1/ Soit un ensemble de probabilités d’occupation des microétats {P;}. Donner la formule de
Gibbs-Shannon pour I'entropie de cette distribution, S({P;}).

2/ Déduire I'expression de I’entropie microcanonique S* en appliquant la formule au cas de la
distribution microcanonique P; = 1/Q pour £ =1,---, (les microétats accessibles).

3/ On considere la distribution canonique P§ = (1/2)e PPt avec 8 ' 1/(kgT). Donner la
définition de I’énergie libre F' et retrouver 'expression de I’entropie canonique S en fonction
de F et de I’énergie moyenne E°.

4/ Montrer que S¢ = —g—g.

1 Théoréme du viriel (~ 20 + 40mn)

On considere N atomes, dont on note les 6N coordonnées T = (g1, - ,q3N,DP1, " ,D3N) €t

I’hamiltonien H(T'). Dans le probléme, on considére un systéme isolé et a I’équilibre, décrit
dans le cadre classique.

A Les parties A et B sont indépendantes (mais traiter A devrait aider pour B) A

A. Préliminaire : gaz parfait classique.— Dans cette partie, on suppose que les N atomes

interagissent suffisamment faiblement pour justifier I'hypothese que le gaz est parfait, i.e. H(I') =
Hein(p1,- -+ ,psn) = Z?ivl ﬁp? Les atomes sont confinés dans une boite de volume V.

1/ Exprimer le nombre ®y(E) de microétats d’énergies inférieures a E sous la forme d’une
intégrale dans I'espace des phases. Calculer cette intégrale.

2/ Si Iénergie est fixée a une incertitude 0E pres, donner la relation entre le nombre de mi-
croétats accessibles Qn(E) et @y (E).

3/ Montrer que l’entropie microcanonique S*(E, N, V) peut s’exprimer en fonction de ®y(F)
(en supposant N > 1). Déduire une expression de S*(E, N, V') faisant ressortir les propriétés
d’ extensivité.



4/ Rappeler la définition de la température microcanonique 7%. Calculer T* pour le gaz mono-
atomique.

B. Théoreme du viriel
Introduction.— Dans le cadre de la mécanique classique, Rudolf Clausius a obtenu en 1870
une relation (théoréme du viriel) entre les deux moyennes temporelles suivantes :

(7)

T) ISy - =
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Hcin(
valable pour un systeéme isolé stable (a I’équilibre macroscopique) de N particules; 7 et F,
sont respectivement la position de la particule k et la résultante des forces exercées sur celle-ci.

L’objet de cette partie B est d’obtenir ’analogue de cette relation dans le cadre de la physique
statistique.

—

On considére un hamiltonien de la forme H(T') = Hein(p1,--- ,p3n) + U(q1, -+ ,q3n), ou
U regroupe leffet d’'un potentiel extérieur et des interactions, s’il y en a. L’unique hypothese
nécessaire est que le systeme est confiné dans une région finie de I'espace et a I’équilibre. On
introduit

Vn(E) < / Ou(E — HT)d"T et In(E)E Vi(E) = / §(E—HT) AT (2)

ou Ay (x) est la fonction de Heaviside (6 (z) = 1 pour > 0 et f(z) = 0 pour x < 0).

1/ Rappeler expression de la distribution microcanonique p*(f)
2/ Justifier que la moyenne microcanonique peut étre mise sous la forme

. aiH — 1 . aH(f) _ a 6N
(650 ) = 5oy | 0“0 = HE) 4T Q

3/ Justifier que limg, 4o On (E' — H(f)) =0 (et aussi limg, 5+00 ¢; O (E — H(f)) =0).

4/ Déduire
OH Vi (E)
i ) = 0ij oo 4
(55 =5 5] @

5/ Justifier que, dans la limite N >> 1, on peut écrire I’entropie microcanonique S* ~ kg In Vy (E)+

cste, a une constante indépendante de E pres. A quelle quantité thermodynamique est relié
le rapport Vy (E)/En(E)?
6/ Déduire

S {n) =T ®

ou 'on donnera I'expression de la constante ¢ en fonction de IV et kg. Discuter le lien avec
la forme du théoreme du viriel obtenu dans le cadre newtonien.

7/ Quel autre théoreme célebre de la physique statistique peut-étre vu comme un cas particulier
de cette relation (pour une forme spécifique d’Hamiltonien) ?



2 Fluctuations de I’énergie (~ 40mn)

On considére un systéme en contact avec un thermostat qui fixe sa température 7. Un microétat
est indicé par un (ou des) indice(s) £ et son énergie notée Fy.

1/ Rappeler la définition de la fonction de partition canonique Z. On introduira (3 =l /(kgT).
2/ Montrer que I’énergie moyenne est donnée par E° = ( — %) InZ.

3/ On rappelle que la variance de I’énergie est donnée par ko £ (E— EC)QC = ( — %)2 InZ.

def E)EC

Montrer qu’elle est reliée a la capacité calorifique Cy = %

pu— C
4/ Le troisitme cumulant (qui correspond au moment centré) est donné par k3 = (E — E°)3 =

(- %)3 In Z. Montrer que

oC
K3 = 2k3T3 Cy + k§T48—TV (6)

5/ Application pour le gaz parfait monoatomique (classique) : On donne la dépendance en
température de la fonction de partition du gaz parfait monoatomique Z o« T3N/2. Déduire

E°, ko) (E) et ra/(E°)°.
6/ Justifier qu’il est légitime de considérer que la distribution de 1’énergie est gaussienne.

Se relire! (~ 5mn)

Annexe :

e Volume de I’hypersphéere de rayon unité dans RP :

D/2

L
P2

e Formule de Stirling :

InN!~NInN—-N+O(nN)pour N> 1oulnT'(z+1) ~zlnz— 2+ O(lnz) pour z — oo.
e Constantes fondamentales : kg ~ 1.38 x 10723 J/K; h ~ 1073 J.s;
e Identité fondamentale de la thermodynamique : A& =T dS —pdV + udN + - --
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