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TD 0 : Prérequis d’analyse

A Le contenu de ce sujet doit étre parfaitement maitrisé A
Si tel n’est pas le cas = A (RE)TRAVAILLER !

Exercice 1 : Dérivation

Pour des fonctions d’une variable réelle et a valeurs réelles de régularité suffisantes, on a

(0 +69) = af () + B9/ (2)
d
ax
%f(g(x)) =g'(2) f'(9(x))

Vo, € R

[f(@)g(x)] = f'(2) g(x) + f(z) g (2)

Fonction réciproque : Soit f~!(z) la fonction réciproque de f (i.e. f~1(f(x)) = z). En suppo-

sant que f’(x) est monotone, montrer que

1

Ay 1
@ = )

(1)

Application : en utilisant (em)/ = e”, retrouver la dérivée de In(z) sur RT.

Exercice 2 : Fonctions élémentaires

Par définition, on a

exp(iz) = cosx + isinx

iz —iz
cos(x) = %
ix _ —ix
sin(x) = ¢ 2.e
i
tan(z) = sin(x)
cos(z)

Montrer les expressions suivantes

cos’z +sinz =1
cos(a + b) = cosacosb —sinasinb

sin(a + b) = sinacosb + sinbcosa

cos(2x) = cos® z — sin® z

sin(2x) = 2sinz cos

tana + tanb

t b)y=————
an(a +b) 1 —tana tanb

exp(z) = coshz + sinh x

cosh(x) = %

sinh(z) = %
sinh(x)

tanh(z) =

anh(z) cosh(z)

cosh?z —sinh?z = 1

cosh(a 4 b) = cosh a cosh b + sinh a sinh b
sinh(a + b) = sinh a cosh b + sinh b cosh a
cosh(2x) = cosh? z + sinh?

sinh(2z) = 2sinh x cosh x

tanha + tanh b

tanh b) =
anh(a + ) 1+ tanha tanhb




Exercice 3 : Dérivées de fonctions usuelles

Vérifier :
f(z) f'(x) f(z) f'(x)
" nz" 1 arcsin(x) 11_x2
e e arccos(z) - 11712
1 1
In |z| - arctan(z) Tia?
sin x Cos T sinh cosh
Ccos T —sginzx cosh x sinh
tanz | 1 +tan’z = ﬁ tanh x 1 —tanh?z = 0051112 -

Exercice 4 : Développements limités

On rappelle la formule de Taylor pour une fonction réelle f de classe € sur un voisinage de

n—1 (k) T
v € Bt f(@) = Flao) + 3 1 (@~ a)* 4 O((ar — o))
k=1

Déduire les développements suivants (on note que 0! = 1) :

o) =3
k=0
! :1+x+x2+~-:ix"
1—2 prt
1 o
=1 24 ... = —z)"
T2 r+x°+ kgo( x)
1 “1)(a—k+1
(1+m)a:1+az+a(a2 S I Gl kfa D
_ Lo 1 N k12"
2 o0 2k
B x B kT
cos(x)—l—a%—”-—Z( 1) on)]
k=0
3 o0 2k+1
. . T . kX
sin(z) =z — a7 +-- = ;(—1) O
25
tan(z) =z + 3 +O(x°)
72 2k
cosh(x)—1+2!+"-—’;0(2k)l
25 © 2k+1
h(z) = o4 =
sinh(z) =+ 57 + kzzo(%ﬂ)'
3
tanh(z) = z — = + O(2°)

(le d.1. s’arréte si a € N)



Exercice 5 : Critéres de convergence d’intégrales
Montrer les criteres de convergence suivants :

+o0o 1
/ — dz pour a>0;a€eR est convergente pour o > 1
x
aa 1
/ — dx pour a>0;aelR est convergente pour a < 1
0o

+oo
/ M dz pour A€R (resp. A € C) est convergente pour A <0 (resp. Re(\) < 0)
a

/ M dz  pour A€R (resp. A € C) est convergente pour A > 0 (resp. Re(\) > 0)

Exercice 6 : Intégration par parties

1 — Montrer la formule d’intégration par parties

2 — En déduire que la limite suivante existe
b .
sint

3 — Montrer que F(z) = zlogx — = est une primitive de f(x) = logx soit en dérivant F'(x)
soit en procédant par intégration par parties.



