L3 et Magistere de physique fondamentale & ENS-PSay Université Paris-Saclay

EXAMEN PARTIEL DE PHYSIQUE STATISTIQUE
Mercredi 11 mars 2020

Durée de l'épreuve : 2h.

L’utilisation de documents, calculatrices, téléphones portables,. .. est interdite.

Recommandations :
Lisez attentivement I'énoncé et rédigez succinctement et clairement votre réponse.
Vérifiez vos calculs (analyse dimensionnelle, etc) ; n’oubliez pas de vous relire.

Pensez aux informations en annexe.

1 Questions de cours : contact thermique et fluctuations (~ 40mn)

A. Gaz parfait monoatomique classique : on considere un gaz parfait de IV atomes non
relativistes de masse m dans un volume V.

1/ Rappeler la formule semiclassique permettant de calculer le nombre ®(E) de microétats
d’énergies inférieures & E (les atomes sont indiscernables).

2/ Justifier que ®(E) o< BN ot f est un nombre d’ordre 1 dont on donnera la valeur, en
la justifiant (le calcul précis de ®(F) n’est ni exigé ni nécessaire).

3/ Donner les définitions de I'entropie S*(E) et de la température T (E) microcanoniques.

4/ Quelle est la relation entre S*(E) et ®(E)? Justifier. Déduire I'expression de T™(E)

pour le gaz parfait (dans la limite N > 1).

5/ Donner U'expression de la capacité calorifique du gaz, C5; S [8T* / 6E] -

B. Contact thermique entre deux gaz parfaits : on considere deux gaz parfaits de Ny et
Ny atomes de masses m; et mso, occupant deux enceintes contigiies de volumes V; et V5. Au
moment ou les deux gaz sont mis en contact, ils ont initialement des énergies EY) et E'éi). Ils
sont séparés par une paroi diatherme (permettant des transferts d’énergie) et un équilibre
finit par s’établir.

1/ Donner les expressions des températures microcanoniques des deux gaz, que nous note-
rons plus simplement T3 (E;) et To(FE2) (utiliser la partie A.).
2/ Quelle est la condition d’équilibre thermique ?

3/ Exprimer la valeur la plus probable de I’énergie E; en fonction de E%i) et Eéi).
4/ Exprimer la température finale Tt en fonction de Ty; = Tl(EY)) et Ty; = Tl(Eéi)).
5/ On rappelle que la variance de 1’énergie est donnée par

o (1 1\"

var(E1) = kT (CV1 + CV2> (1)
ou Cy1 et Cyo sont les capacités calorifiques des deux systemes. Donner ’expression de
var(£) en fonction de Ty, N1, No et kg.

6/ L’ensemble microcanonique donne une relation bijective entre énergie et température.
T} = T1(FE7). Déduire 'expression de la variance de la température microcanonique du
gaz n°1, var(T}). Discuter les fluctuations relatives de la température microcanonique.



2 Refroidissement magnétique (~ 1h20mn)

Les réfrigérateurs domestiques utilisent un fluide qui subit des cycles de compression/décompression
permettant d’extraire de la chaleur d’une source froide pour en réinjecter dans une source chaude
(Penvironnement). Dans le probléme, nous montrons qu’un cycle d’aimantation/désaimantation
d’un systéeme magnétique permet également la conversion d’énergie magnétique en chaleur.

Nous considérons un modele simple de cristal paramagnétique : N spins 1/2 sur un réseau,
soumis a un champ magnétique B. Chaque spin peut occuper deux états |+ ) ou | —) d’énergies
e+ = FmoB, o mg > 0 est 'aimantation du spin dans ’état |+ ). Les interactions entre spins
sont supposées négligeables.

1/ Question de cours : Rappeler la définition (générale) de la fonction de partition canonique
puis de I’énergie libre F'. On introduira 8 = 1/(kgT") ou T est la température du thermostat ;

2/ Calculer la fonction de partition pour un spin, zgpin. Et déduire la fonction de partition du
cristal paramagnétique de N spins Zyistal-

3/ Equation d’état.— Chaque spin peut avoir deux aimantations (+mg dans D’état |+) ou
—myg dans 'état | —)). Comment déduire Paimantation moyenne M° de D’énergie libre F?
Calculer I'aimantation moyenne par spin, m S %MC. Cette équation m = m(B,T) joue le
role de I’équation d’état. Tracer deux isothermes pour des températures 7. et Ty < T, dans

le plan (m, B).

4/ Question de cours : A partir de la formule de Gibbs-Shannon, montrer que ’entropie canonique
est S¢ = (E° — F)/T.

5/ Déduire que 'entropie par spin S = %SC

Cristal €St seulement fonction de x = 3mB. Donner

son expression.
6/ Transformation isotherme :

a) Travail.— Calculer le < travail > (pour un spin) lors d’une transformation réversible le
long de 'isotherme T, pour aller de I’état (B = 0,m = 0) jusqu’a un état (B, m) :

w0 - B) = — /B m(B',T)dB’ . (2)
0

b) Chaleur.— Montrer que la chaleur regue (par spin) le long de la transformation isotherme
est donnée par

moB

(T) _
QM0 — B) k:BTCI)(kBT

> ot ®(z) < z tha — In(chz) (3)
Etudier les comportements limites de ®(z) et tracer la trés soigneusement.

Suggestion : on pourra utiliser Ae = Q+W et que I’énergie d’un spin est ¢ = —mB (c’est 'énergie
moyenne canonique, e = B /N).

7/ Transformation isentropique.— Aucune chaleur n’est échangée avec l’extérieur.
a) Justifier qu'une transformation isentropique correspond & B/T = cste. Représenter une
isentrope dans le plan (m, B).
b) Montrer que le travail de la transformation isentropique allant de By a By est donné par
Bl m032

W(isentrope) (Bl N BZ) = kpTy 1 thz1—kgTh o thzy avec x; = mo et z9 = .
kBTl kBTQ




8/ Cycle de Carnot.— Nous étudions maintenant le cycle :

e Transformation isotherme a 717 allant de B =0 a B = Bj.
e Transformation isentropique allant de B = B; a B = By < Bj.
e Transformation isotherme a 15 < T} allant de B = By a B = 0.

a) Représenter le cycle dans le diagramme (m, B).

b) Donner I'expression du travail regu par le systeme pendant le cycle
W =— f dBm = WT) (0 — By) + wlsentore) (g s By 4+ WT2)(By, —0)  (4)

¢) Exprimer la chaleur @ > 0 regue par le systeme depuis la source froide.

d) Déduire I'expression de I'efficacité du cycle ngigo def Qf/W en fonction de T et Tb.

Annexe
e Formule de Stirling : InN!~ NIn N — N pour N > 1.

e Identité fondamentale de la thermodynamique : dE =TdS —pdV +udN — M dB +---.
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EXAMEN PARTIEL DE PHYSIQUE STATISTIQUE DU 11 MARS 2020 — SOLUTIONS

1 Questions de cours : contact thermique et fluctuations

A. Gaz parfait monoatomique classique :

1&2/ La formule semiclassique pour la densité d’états intégrée

N
P(F) = — dT’l--- dTN dp1~-- deHH FE — 5)
() =57 ], 5 > o (5)

montre que celle-ci est proportionnelle au volume de la spheére de rayon v2mFE dans ’espace
de dimension 3N des impulsions. On a donc ®(E) oc E3N/2,

3/ L’entropie microcanonique est S*(E) = kg InQ(F) ou Q(E) = ®'(E) JE est le nombre
d’états accessibles, i.e. € [E, E + 6E]. Et 1/T* < 9S*/OE.

4/ En utilisant ®'(E) = (3N/2E)®(E), on voit que S*(E) ~ kg In®(E) a des termes
logarithmiques O(In N) pres, négligeables (S* est O(N)).

On a donc S*(E) = 2B 1nE + ... d’ou T*(E) = 2E/(3Nks).

5/ On déduit la capacité calorifique

cy & (o1 JoE] ' = 3]\;k3 . (6)

B. Contact thermique entre deux gaz parfaits :

1/ Tl(El) = 2E1/(3N1]€B) et TQ(EQ) = 2E2/(3N2k‘3).
2/ La condition d’équilibre thermique est T1(E7) = To(Eiot — E1) ot Eyor = EY) + Eél)
3/ Lasolution de cette équation (linéaire) correspond & la valeur la plus probable de I’énergie

du gaz numéro 1, notée E7"**. On trouve E"* = ﬁEtOt.
p 2E4,
4/ La température finale est Ty = T (E"™) = IV NoyRg - Ou encore

N1Ty; + NoTy;
T = ————— . 7
f N1+ Na Q

5/ La variance de ’énergie est

NNy

3
\ E) ==k 12 —
ar( 1) B Bl f . )

(8)

6/ T) = T1(E1) est une bijection entre énergie et température. On peut ainsi obtenir une
expression pour les fluctuations de la température :

T)=—_=2
var(Th) 3N (N: + No) / (9)

Les fluctuations relatives sont donc

Vvar(Ty) 2N.
Ty

2
3N1(N1 —+ NQ)

(10)

en général, on a donc (5T1/Tf ~ 1/4/Ny si N; ~ Ny ou N; < N. Dans ce dernier cas
(le gaz 2 joue le role de thermostat) 6771 /T ~ /2/(3Ny).
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2 Refroidissement magnétique

Un cristal paramagnétique joue le role de machine thermique.
1/ Question de cours : Z =Y, e P o1 la somme porte sur les microétats. F = —% InZ.

2/ Fonction de partition pour un spin : zspin = € 75+ + €775~ = 2 ch(Bmo B).

Les N spins sont identiques, indépendants (sans interaction) et attachés aux sites du réseau

N
discernables, donc Zgjistal = [2 ch(ﬁmoB)}

E‘quation d’état.— L’aimantation est la variable conjuguée du champ magnétique, d’ou
A7¢ . _ OF

M =-%5.

L’aimantation moyenne par spin est

1« 10F 1
— 8 — 7& lnzspin =my th (ﬂmOB) (11>

m(T, B) = my th (Z‘g?) est I’équation d’état (comme p(T,n) = nkgT pour un gaz parfait).

Les isothermes sont tracées plus bas...

4/ 5S¢ = —ky Y, PSIn P§ ot Pf = Le #Pe. On trouve S¢ = ky(In Z + BE®) = (E° — F)/T.

5/ Application : dans le cristal, ’entropie par spin est

mOB

S(T,B) =kg [~z thz+1In(2chz)] ou z = T (12)
6/ Transformation isotherme :
a) Travail regu le long de l'isotherme T pour aller de B=0a B :
B
B
w0 — B) = —mo/ dB’ th (BmoB’) = —kT Inch (ZOT ) (13)
0 B

b) Chaleur recue (par spin) : Q) (0 — B) = Ae = W) (0 = B) ot Ae = —mB — 0 =
—kgT x tha, dou

Q0 = B) = —ksT ®(2) ot ®(z) = 2 the — In(chx) (14)

On peut aussi utiliser Q = TAS avec l'expression de 'entropie S = kg [1n2 — <I>(:1:)]
trouvée plus haut.

Les comportements limites de la fonction sont ®(x) ~ x2/2 pour |z| < 1 et ®(z) ~
In2 — O(|z| e 2y pour |z| > 1 (elle est paire et positive).

7/ Transformation isentropique.— Aucune chaleur n’est échangée avec l’extérieur.

a) L’entropie est S(T, B) = fct(B/T'). Une transformation a S = cste correspond a B/T =
cste. Elle correspond donc aussi a m(7T, B) = cste (cf. figure plus bas).
b) Le travail regu lors de la transformation isentropique allant de B; & Bs est

W(isentrope)(Bl — B2) = —m (B2 - Bl)

ou m = m(Ty, B1) = m(Ts, By) (sur l'isentrope). En utilisant 1’expression de m(T, B),

on déduit
(isentrope) mo By moBa
w P (Bl — Bg) = kg1 x1 thxi—kgTsxo thzy avec 1 = et T9 = .
kBTl kBTQ
(15)



8/ Cycle de Carnot.— Nous étudions maintenant le cycle :

a) Cycle dans le diagramme (m, B) :

w;{T,I?;) Gt To (ront)
i P W

[ ' / Sotume T

! L

s e

b) Le travail recu par le systéme pendant le cycle est
W(isentrope) (Bl—)BQ) W(TQ) (B2_>0):_W(T2) (0_)32)

w(T1)(0—By)
W = —j{dBm = —kgT) Inch (x1) 4+ kgT1 x1 thay — kgTh 9 thxe + kT Inch (x2)
(16)

= k’BTl <I>(1‘1) - ]{IBTQ CD(J,‘Q) .
c¢) Le systeme recoit Qy = kT ®(x2) > 0 depuis la source froide (il prend de ’énergie a la
source froide, donc il la refroidit).
d) L’efficacité du cycle est définie par ce qui est utile divisé par le cout :

der @ T Ty
Mo =W T T T, T,y (a7)

On a retrouvé I'expression bien connue.
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