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Mathématiques pour la Physique Il

TD 8 : Applications du théoreme des résidus

Exercice 1 : Calcul d’intégrales
Nous calculons diverses intégrales, en utilisant I'intégration dans le plan complexe.
1 — On considere

+oo P
I(a,n) = / da (1)
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o A quelle condition sur « et n I'intégrale est-elle convergente ?
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e Quel est le domaine d’analyticité de la fonction f(2) = 355 °
e On étudie I'intégrale §.dz f(z) sur le contour suivant
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e Déduire I(a,n). Vérifier votre résultat en considérant les limites @ — 0 (cf. TD7) et n — oo.

2 — Soit 'intégrale

2m
J(a) = /0 % m (pour a > 1) (2)
e En posant z = e, transformer l'intégrale en intégrale sur le cercle unité d’une fonction
méromorphe f(z) (une fonction méromorphe est une fonction analytique sur C privé d’un ou
plusieurs points).

e Déterminer z., les deux racines de P(z) = 2az — 2% — 1.

e Justifier que l'intégrale correspond au résidu d’un des deux poéles de f.

e Vérifier votre résultat en discutant la limite a — oo.

3 — Sur le méme principe : calculer

2
K(a) = /0 % ((1—01089)2 (pour a > 1) (3)

Retrouver le résultat d’une maniere plus directe (en utilisant la relation entre J(a) et K(«)).

4 — On souhaite calculer I'intégrale

Feo sin
Iy = d . 4
4 /Oo xm[x4+(1—7r2)3327772} )




e Pour cela, on étudie I'intégrale de la fonction
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e
2 (22 —72)(22 4+ 1)

f(z) =

sur le contour

e Calculer les résidus des poles de f.
e Montrer que limpg_, f.gR dz f(z) = 0.
e Les trois demi-cercles g et v+ on un rayon . Montrer que

lim [ dz f(z) = —irRes[f,0] et lim [ dzf(z)=-—

e—0 7o =0/,
e Déduire que

et —1) -2
m (72 +1)

Iy =

5 — Pour terminer, nous calculons l'intégrale

* Inzx
Is = —d
° /0 113"

A cette fin, on étudie Iintégrale de

i) = S;l er)l

sur le contour ' = Ay URUA_U%: :

im Res[f, £7] .



e Quel est le domaine d’analyticité de f 7 Ou doit-on placer la coupure ?

e Trouver les trois poles zg, 21 et 2o de la fonction f.

e Montrer que limp_,oo f%R dz f(2) =0 et lim._0 ﬁgs dz f(z) = 0.

e En considérant la limite R — oo et ¢ — 0 de §dz f(2), déduire I'identité

2
o Inz . *  dz 1 9
/0 dm1+x3+17r/0 1+$3=622k(lnzk) (10)
k=0
e Vérifier votre résultat en retrouvant la valeur de [;° 11—’;5 (intégrale I(a,n) ou TDT) et
donner la valeur de I5.
Exercice 2 : Calcul de séries

1 — Calculer la série

o0

1

o (11)

n=1
Indication : considérer I'intégrale de la fonction ﬂchi(gf ) sur un cercle de rayon R — oo.

Vérifier votre résultat en discutant la limite a — 0.
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2 — (FacurraTiF) En utilisant la fonction f(2) = ————, prouver que :
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Exercice 3 : Application a la TF
1 — On introduit la fonction f(z) =

1
T
a) Calculer Fj[f(x)] en utilisant le théoréme des résidus.
—ikz

Indication : suivant le signe de k, considérer l'intégrale de f(z) = :mg sur 'un des
deux contours

b) (Facultatif) Déduire Filz f(x)].
¢) (Facultatif) Calculer Fi[f(x)?].

Suggestion : Utiliser soit 'intégration dans le plan complexe, soit la dérivation sous le
signe [ pour relier Fi[f(x)?] et Fy[f(x)].



2 — Calculer la transformée de Fourier de la fonction

1
_ 12
V@) = a1 (12)
Indication : considérer I'intégrale de la fonction f(z) = % sur les contours I'y et utiliser

le théoreme des résidus

3 — On considere la fonction

™% pourzx >0
flz) = (13)
0 pour x <0

a) Discuter la convergence de l'intégrale fooo dxa=>e ke,

b) En étudiant l'intégrale de la fonction de la variable complexe ¢(z) = 27 e % sur 'un
ou 'autre des deux contours suivant, déduire f(k) = Fi[f] :

+R
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Indication : On rappelle la définition de la fonction Gamma d’Euler I'(a) = [;° d¢t* e,

¢) (Facultatif ) Sila loi de puissance caractérise seulement le comportement asymptotique
de la fonction, ¥(x) ~ =% pour x — 400, y a-t-il une relation entre ¢ (k) et f(k)?
Pour k - 0ouk — oc0?



