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TD 8 : Applications du théorème des résidus

Exercice 1 : Calcul de séries
1 – Calculer la série

∞∑
n=1

1

n2 + a2
(1)

Indication : considérer la fonction π cot(πz)
z2+a2

.

Vérifier votre résultat en faisant a→ 0.

2 – En utilisant la fonction f(z) =
1

z4 sinπz
, prouver que :

∞∑
n=1

(−1)n

n4
= −7π4

720
.

Exercice 2 : Calcul d’intégrales
Calculer les intégrales suivantes, en utilisant l’intégration dans le plan complexe :

I1 =

∫ +∞

0

xα

1 + xn
dx (pour n ∈ N, n > 2, n > 1 + α > 0) ,

I2 =

∫ 2π

0

dθ

1 + α cos θ
(pour −1 < α < +1)

I3 =

∫ 2π

0

dθ

(a+ cos θ)2
(pour a > 1)

I4 =

∫ +∞

0

sinx

x[x4 + (1− π2)x2 − π2]
dx ,

I5 =

∫ +∞

0

lnx

1 + x3
dx (on intègrera la fonction

(ln z − c)2

1 + z3
où c est une constante ad hoc) .

Exercice 3 : Application à la TF
1 – On introduit la fonction f(x) = 1

x2+a2
.



a) Calculer Fk[f(x)].

b) Déduire Fk[xf(x)].

c) Calculer Fk[f(x)2].

Suggestion : Utiliser la dérivation sous le signe
∫

pour relier Fk[f(x)2] et Fk[f(x)].

2 – Calculer la transformée de Fourier de la fonction

f(x) =
1

x2 − 2x+ 2
(2)

Indication : utiliser le théorème des résidus

3 – On considère la fonction

f(x) =

{
x−α pour x > 0

0 pour x < 0
(3)

a) Discuter la convergence de l’intégrale
∫∞
0 dxx−α e−ikx.

b) En étudiant l’intégrale de la fonction de la variable complexe ϕ(z) = z−α e−ikz sur l’un
ou l’autre des deux contours suivant, déduire f̂(k) = Fk[f ] :

0 +R

0

+R

Indication : On rappelle la définition de la fonction Gamma d’Euler Γ(a) =
∫∞
0 dt ta−1 e−t.

c) Si la loi de puissance caractérise seulement le comportement asymptotique de la fonc-
tion, ψ(x) ∼ x−α pour x→ +∞, y a-t-il une relation entre ψ̂(k) et f̂(k) ? Pour k → 0
ou k →∞ ?


