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Exercice 1 : Séries de Fourier
A. Questions de cours
Soit une fonction f(x) périodique de période 27, décomposable en série de Fourier

flx) =) ene™ (1)

nez
1/ f(z) €R,donc Y., pcne€™ =3, ,che ™ =53 ¢t e dolc, =ct,,.
De méme f(—z) = f(z) conduit & ¢, = c_p,.
En combinant les deux propriétés, on voit donc que les coefficients sont réels et symétriques.

2/ En utilisant la symétrie des coefficients :

o
f(ZE) =co+ Z Cp, ei”": =+ Z Cn (einx + e—inz) (2)
nez* n=1
qu’on identifie avec
f(z) =by + Z by, cos(nx) 3)
n=1

en posant bg = cg et b, = 2¢,.

. 2 i .
3/ En cours, on a montré que ¢, = [, 9% f(z) e "*, d’on

Td Td
bp = / i f(z) et bp, = 2/ & f(z) cos(nx) (4)
o 7 o T
ou l'on a utilisé la symétrie de la fonction.

B. Application

On considere la fonction f(z) =1 — (%)2 définie sur l'intervalle x € [—m, 7).

2/ On souhaite représenter f(x) par une série de Fourier . Pour cela on étend le domaine de
définition de f(z) sur R tout entier en considérant que f(x) est périodique de période 2.

f(z) est continue Vz
{ % mais f’(x) est discontinue en x = +.




b) Calculons les coefficients de Fourier by et by, :

boz/oﬂcf[1—<i)2]:/01du(1—u2):§ (5)

by = 2/07r d% cos(nz) {1 _ (“")2] - —732/‘: %%2 cos(nz) = — V" gy

s (mn)?

et

(aprés deux L.P.P).
La série de Fourier prend la forme

fy =2~ ;"i L cos(na) )

¢) Ona
f0)y=1= % - :QZ:I (—7212)” d’ont g:l (—n12)n = —7{; (8)
f(”)zozg‘fér; d’oagl;—i 9)

d) Le comportement |b,| ~ 1/n? est relié & la discontinuité de la dérivée de f en .

3/ (Bonus) On aurait pu prolonger la fonction de départ en considérant une fonction de période

4
1= (%)2 sur [—m, +7]
gle) = {—1 + (Q)Q sur [, 3] (10)

™
dont la dérivée est continue, mais la dérivée seconde est discontinue.

9 “Yy=y 1%._

R s D’apres le théoreme vu en cours, cette fonction est as-
Ul ! ) ' 8 ~ 7 sociée a des coefficients de Fourier décroissant comme
(_———-—-3; ' én~1/ n3.
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Exercice 2 : Transformation de Fourier
A. Questions de cours

cf. cours.

B. Autour de la fonction porte

On considere la fonction :

0 sinon

I, (z) = {1/@ si |z < a/2 (11)



1/ Ona [H,=1 = II, € Z}(R)

2/
N 1 . 1 +a/2 1
(k) = — [ daell,(z)e ' = —— dx = e ke 12
0= g fart e = o [ e (12)
donc
~ 1
II,(k) = sinc(ka/2 13
(k) W (ka/2) (13)
Vérif. : T1,(0) = \/% (Ok, puisque [, II, = 1).
3/ [pdza™ = oo, donc elle n’est pas dans Z!(R). En revanche, [, dz fn(z) = ffé% dz 2™ < o0,
donc f, € ZL1(R).
4/ On utilise la propriété de la question de cours, Fi|z f(x)] =i f'(k), donc
Fulhy = (1:5) L) (1)
n = ldki a
On peut utiliser cette relation pour calculer la dérivée n-eme au point k& =0 :
d\" = 1 d\" dx
i— | I, (k =—— |(i— | sinc(ka/2 = Fr—olx" I, (x :/x”Hax
(56) 0], = 735 () smctorm)], =T = [ G
(15)
cette derniere intégrale est élémentaire. On trouve
A" 1 ra\n :
[(ldkz> smc(ka/2)} o ntl (§> pour n pair, (16)
et 0 pour n impair. Autrement dit :
sinc®™ (0) = (=)™ et sinc®™t(0) = 0. (17)
2m+1

5/ On introduit g £ | P II, ou a, b sont deux réels positifs.

On commence par déterminer g1 2(z) = [dyIl;(z — y) IIa(y). Pour cela on trace les deux
fonctions dans l'intégrale. On distingue trois cas :

(a) v+ 1/2< —1,ie < —3/2:

X{—} donc glyg(x) = %(SL‘ + 3/2)
U



(c) —1/2<x<1/2:

___,L. l donc g1 2(z) = 1/2.

(d) on utilise la symétrie de la fonction.

Finalement, la fonction g 2(z) est :

et .
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6/ On procede de la méme maniere dans le cas général (pour a < b) :

0 six<—b+7a
@ (o) st —H <ot
Jap(T) = 4 % si— 050 <p < b5l (18)
a (0 —w) sifgt <o < b
0 siac>b+7“
1;
Ve
\ t
1
! {
| s =
—a+dk __kilo b-a bia 1%
o ¥ H RES

7/ Gab(K) = Filgas) = V2 Ha(k)TIy (k).
D’aprés le théoreme d’inversion, 7 [Gab) = Jap(x) Vo € R (comme g, p(x) est continue, on a

Fi [Flgap)] = gap(z) Va; ici c’est méme un peu plus fort : comme §qp € £2(R), Vinversion
redonne g, ;(x) V).

Gap(z) = f;[gavb] = /R;if;sinc <l<:2a> sinc (?) elh® (19)

et faisons x = 0. On déduit

8/ Ecrivons

. ka . kb 2
/de sinc <2> sinc <2> =27 go(0) = m (20)

En posant o = a/2 et § = b/2 on obtient finalement

/ da sin(ax) sin(Sx)
R

2 = mmin(a, ) (21)




