L3 PAPP Université Paris-Saclay

EXAMEN DE MATHEMATIQUES
Vendredi 7 mai 2021

Durée de l’épreuve : 3 heures.
L’utilisation de documents, téléphones portables, calculatrices, ... est interdite.

Recommandations :
Lisez attentivement 1’énoncé et rédigez succinctement et clairement votre réponse.
1%

Questions de cours

1/ Soit f(z) = h(z)/g(z) ou h et g sont deux fonctions entieres (analytiques dans C). Si g(z9) =0
et ¢'(z0) # 0, quelle est I'expression du résidu de f en zp, noté Res[f, zo] ? Justifier.

2/ Soit f,(z) = h(2)/(z — 20)™ ou h est une fonction entiere.
a) Quelle est la nature de la singularité de f, ?

b) Donner Res[f,, z0] (rappeler la démonstration de ce résultat).

3/ Enoncer le théoreme des résidus.

Exercice 1 : Série de petites questions
Les questions suivantes requierent chacune un calcul trés court.

1/ (exercice du TEST 1 sous eCampus) La fonction Q(z,y) = y+ 6xy est-elle la partie imaginaire
d’une fonction analytique f de la variable z = x 4+ iy ? Donner f(z).

2/ (exercice du TEST 2 sous eCampus) On considere I'intégrale

J:/Adz; (1)

sur le segment A allant de z =1 & z =2 +1 (cf. figure [1)).
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FIGURE 1 : Trois chemins allant de z =1 ¢ 2z = 2 +1 : le segment A, l'arc de cercle C centré
sur z =2 et le chemin T' (en tirets) entourant l’origine.

a) Calculer 'intégrale J.
b) C est l'arc de cercle centré sur z = 2. L’intégrale [, dz Z% est-elle égale a J 7 Justifier.

c¢) Le contour I' est représenté en tirets sur la figure. fF dz Z% est-elle égale a J 7 Justifier.
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3/ (exercice du TEST 3 sous eCampus) Quelles sont les singularités de f(z) =
résidus aux poles.

4/ Calculer le résidu de g(z) = iif? en z = 1i.




5/ Calculer §C7r dz Zsf‘j /Z3 ou Cr est le cercle de rayon 7 centré sur z = 0.

6/ Calculer fcl dz 2" e% pour n € N*, ol C; est le cercle unité centré sur z = 0.
7/ En écrivant

2
T de : :
/0 5, o8 (% + 56"9) sin® (g + 76316> (2)

comme une intégrale de contour sur le cercle unité, déduire la valeur de l'intégrale.

8/ Calculer 3@02 dz % ou Cy est le cercle de rayon 2 centré sur z = 0.

Exercice 2 : Une intégrale

L’objectif de 'exercice est de calculer 'intégrale

+00 T
I= /_OO de sh(mx) 3)

(on rappelle que shz = (¥ —e™%)/2). Pour cela on étudie I'intégrale

édz f(2) de la fonction f(z) = sh(irz) (4)
sur le contour fermé I' représenté sur la figure
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FIGURE 2 : Le contour I' = AgUT Uy U~ U3 Uy est la réunion de cing segments et d’un
demi cercle vz de rayon € centré sur z = i.

1/ Discuter la convergence de I'intégrale I.

2/ Quel est le domaine d’analyticité de la fonction f(z)? Préciser la nature de ses singularités,
si elle en a.

3/ Que vaut ¢.dz f(z)? Quel théoreme utilise-t-on ici? (énoncer le théoréme)

4/ a) Silon pose z = z + iy, justifier que |shz| < |shz| < chuz.

b) Paramétrer le segment I'y et écrire [, dz f(2). En bornant soigneusement | [i. dz f(z)],
montrer que

lim dz f(z) =0. (5)

R—o00 I

De méme, on admettra que limp_,o fF4 dz f(2) =0

5/ Paramétrer le demi cercle . de rayon € centré sur z =i (cf. figure [2)). Calculer

lim [ dz f(2) (6)

e—0 e

(s’il faut permuter une intégrale et une limite, on admettra que c’est licite).



6/ Paramétrer soigneusement les deux contours I'y et I's. Montrer que

i%<A2+/F3)dzf(z):ARdzf(z)

7/ Déduire la valeur de I'intégrale I.

Exercice 3 : une transformation de Fourier

On va calculer la transformée de Fourier ¢y (k) = Fi[¢2] de la fonction

1

ox(z) = 242 42227

ol A > 0. On introduit la fonction analytique
e—ikz
== cCetkeR.
f(2) o,y Ve e

1/ Quel est le domaine d’analyticité de la fonction f 7

2/ Sielle a un(des) pole(s), préciser leur nature. Calculer les résidus correspondants.

3/ On consideére deux contours fermés I'y = Ag UCE, ou Ar = [—R, R] est le segment sur I'axe
réel et CE (resp. Cp) le demi-cercle centré sur I'origine dans le plan complexe supérieur (resp.

inférieur) ; cf. figure

Si k > 0 laquelle des deux intégrales [.+ dz f(2) ou [,- dz f(z) peut-elle étre bornée par un
R R

majorant qui s’annule dans la limite R — oo ?

Et pour k<07

(justifier soigneusement la majoration de l'intégrale dans les deux cas).

FI1GURE 3 : Deux contours fermés 'y = Ar U CE et =ArUCy.

4/ Suivant le signe de k, appliquer le théoréme des résidus a fﬁﬁ dz f(z) ou ¢, dz f(z) et

calculer )
. e—lkm
k)= [ doe 5———
o1(F) /R T2t
5/ Déduire oy (k).

6/ Donner 'expression de ¢y (x — A) et Fi[pr(z — A)]. Commenter.
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