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Durée de l’épreuve : 3h.

L’utilisation de documents, calculatrices, téléphones portables,. . . est interdite.

Recommandations :
Lisez attentivement l’énoncé et rédigez succinctement et clairement votre réponse.
Vérifiez vos calculs (analyse dimensionnelle, etc) ; n’oubliez pas de vous relire.

Pensez aux informations en annexe.

Problème 1 : Taches de l’expérience de Stern & Gerlach (∼ 40mn)

Introduction.– L’expérience de Stern & Gerlach (1922) permet de mettre en évidence la quantifica-
tion du spin de l’électron. Le principe est rappelé sur la figure 1 : des atomes d’argent contenus dans
une enceinte s’échappent par un trou, puis le faisceau est collimaté avant d’être dirigé dans une région
où règne un fort gradient de champ magnétique. Les atomes sont ainsi déviés proportionnellement à
la composante de leur moment magnétique Mz. La position d’un atome à la sortie de l’appareil est
donnée par

z(tsortie) =
∂zBz

2mAg
Mz t

2
sortie avec tsortie =

L

vx
⇒ z(tsortie) =

C

v2x

2Sz

ℏ
(1)

où C =
(
∂zBz/(2mAg)

)
L2

(
ℏγe/2

)
. Le moment de l’atome Ag étant dominé par les spins électroniques,

le facteur gyromagnétique est γe = qe/me. L’atome d’argent a un spin 1/2 ([Ag]=[Kr]4d105s1), donc
la projection du spin ne peut prendre que deux valeurs Sz = ±ℏ/2. Un atome sortant de l’enceinte
avec une vitesse vx sera donc détecté sur l’écran à une des deux positions z = ±C/v2x. Les fluctuations
thermiques sont responsables d’une certaine dispersion des vitesses, et donc de l’étalement des taches
observées, ce que nous étudions ici.
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Figure 1 : Principe de l’expérience de Stern & Gerlach.

1/ Gaz parfait dans l’enceinte.– L’enceinte contient N atomes à température T (N est supposé
fixé dans cette question). Rappeler la définition des microétats dans le cadre classique et leur
probabilité d’occupation (i.e. la distribution canonique). Déduire la distribution de Maxwell f(v⃗)
des vitesses des atomes.
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2/ Distribution de vx à l’entrée de l’appareil de Stern et Gerlach.

a) Justifier que le nombre d’atomes sortant pendant δt par le trou avec une vitesse v⃗ est propor-
tionnel à vx f(v⃗). La distribution des vitesses à la sortie de l’enceinte est donc pout(v⃗) ∝ vx f(v⃗).

b) Parmi les atomes qui sont sortis, la collimation sélectionne ceux ayant des vitesses quasiment
alignées avec l’axe Ox et dans un petit angle solide δΩ ; on déduit que la distribution de la
composante vx à l’entrée de l’appareil de Stern et Gerlach est

pcoll(vx) ∝ v2x δΩ pout(vx u⃗x) ∝ v3x f(vx u⃗x) pour vx > 0 (2)

(u⃗x est le vecteur unitaire pointant selon Ox). Normaliser la distribution pcoll(vx).

350 Walther Gerlach und Otto Stern~ 

Die beiden Blenden, die beiden Magnetpole und das Glaspl~ittehen~ 
sitzen in einem l~Iessinggeh~iuse yon 1 em Wandstiirke starr miteinander 
verbunden, so daft ein Druek der Pole des Elektromagneten weder 
eine Deformation des Geh~iuses noch eine Versehiebung der relativen 
Lage der Blenden~ der Pole und des Pl~ittchens verursaehen kann. 

Evakuiert wird wie bei den ersten Versuehen mit zwei V o l m er -  
sehen Diffusionspumpen und G a e d e - H g - P u m p e  als Vorpumpe. Bei 
dauerndem Pumpen und Kfihlen mi~ fester Kohlens~iure wurde ein 
Vakuum yon etwa 10-~mm Hg erreieht und dauernd gehalten. 

Fig. 2. Fig. 3. 

Die ,Beliehtungszeit" wurde auf aeht Stunden ohne Unterbreehung 
ausgedehnt. Aber auch naeh aehtstfindiger Verdampfung war wegen 
der sehr engen Blenden und der groBen Strahll~inge der lqiedersehlag 
des Silbers auf der Auffangeplatte noeh so diinn~ da$ er - -  wie friiher 
mitgeteilt - -  entwiekelt werden muSte. 

E r g e b n i s s e .  Fig. 2 gibt zun~ehst eine Aufnahme mit 41/2sttin - 
diger Bestrahlungszeit o hne  Magnetfeld; die VergrSSerung ist ziemlich 
genau 20fach. Die Ausmessung des Originals im Mikroskop mit 
Okularmikrometer ergab folgende Dimensionen: L~inge 1~1 ram, Breite 
an der schmalsten Stelle 0~06mm~ an der breitesten Stelle 0,10mm. 
Man sieht, da$ der Spalt nicht ganz genau parallel ist. Es sei aber 
darauf hingewiesen, daf die Figur den Spalt selbst in 40faeher Ver- 
gr~iSerung darstellt, da das ,Silberbild" des Spaltes schon doppelte 
Dimension hat; es ist schwierig, einen solehen Spalt in einer Fassung 
yon wenigen Millimetern herzustellen. 
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Figure 2 : Taches à ∂zBz = 0 et ∂zBz ̸= 0. Tirée de : W. Gerlach and O. Stern, ≪ Der experimentelle
Nachweis der Richtungsquantelung im Magnetfeld ≫, Zeitschrift für Physik 9(1), 349 (1922).

3/ Profil de densité selon Oz.

a) Déduire la distribution w(z) de la position z des atomes de spin Sz = +ℏ/2 détectés sur l’écran.
Introduire b = mC/(2kBT ). Quelle est la dimension de b ? Vérifier la normalisation de w(z).

b) Donner la valeur la plus probable ztyp pour laquelle w(z) est maximale. Comparer à la valeur
moyenne ⟨z⟩. Tracer très soigneusement w(z) (montrer les comportements limites).

c) Quel est le profil de densité attendu pour les deux taches ? Comment aurait-on pu compléter
l’analyse (cf. Fig. 2) ?

Problème 2 : Adsorption d’hydrogène sur une surface (∼ 1h20mn)

On considère un gaz d’hydrogène (molécules H2) dans une enceinte fermée à température T fixée. Le
gaz est décrit comme un gaz parfait classique.

A. Préliminaires

1/ On considère un gaz parfait classique de N atomes de masse m occupant un volume V . Montrer

que la fonction de partition canonique du gaz est Zg ∼ eN
[
V/(Nλ3

T )
]N

. Donner l’expression de la
longueur thermique λT en fonction de T et m.

2/ Justifier (sans calcul) que la fonction de partition d’un gaz parfait de molécules diatomiques est de

la forme Zg ∼ eN
[
ζ(T )V/(Nλ3

T )
]N

. Quelle est l’origine de la fonction ζ(T ) ? Est-elle une fonction
croissante ou décroissante de T ?

3/ Rappeler les définitions de la pression p et du potentiel chimique µ canoniques. Exprimer la pression
du gaz moléculaire, puis son potentiel chimique en fonction de n = N/V , λT et ζ(T ).

4/ Rappeler quelle situation physique est décrite par l’ensemble grand canonique. Donner la définition
de la fonction de partition grand canonique Ξ (pour une température T et un potentiel chimique µ).
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5/ Démontrer la formule donnant le nombre moyen de particules N
g
à partir de Ξ (où N

g
est la

moyenne vis à vis de la distribution grand canonique).

B. Adsorption des molécules.– La surface de l’enceinte peut accrocher des molécules H2 sur des
pièges ; on note NP le nombre de pièges de surface. Un piège est soit vide, soit occupé par une molécule
(énergie −ε0 < 0). On note Na le nombre de molécules adsorbées à la surface. Le gaz de Ng molécules
joue le rôle de réservoir (car Ng ≫ NP ⩾ Na) et fixe le potentiel chimique pour les molécules adsorbées.

1/ Donner la fonction de grand partition ξpiege d’un piège en fonction de T , µ et ε0. Déduire la fonction
de grand partition Ξ des NP pièges.

2/ Calculer le nombre moyen de molécules adsorbées à la surface Na
g
. Déduire la probabilité d’ad-

sorption θ = Na
g
/NP en fonction de T , µ et ε0.

3/ Si µ est le potentiel chimique du gaz, exprimer eβµ en fonction de la pression du gaz, de T et ζ(T ).
Montrer que

θ(T, p) =
p

p+ p0(T )
, (3)

donner l’expression p0(T ) en fonction de T . Tracer soigneusement θ(T, p) en fonction de p pour
deux températures (indiquer la courbe correspondant à la température la plus élevée). Interpréter
physiquement.

C. Dissociation des molécules adsorbées.– Lorsque les molécules H2 du gaz sont adsorbées sur
une surface de platine ou de tungstène, elles se dissocient : les NP pièges accrochent alors des atomes
d’hydrogène. Lorsque les atomes se décrochent de la surface, ils reforment des molécules H2 dans le
gaz. Un atome accroché à la surface a une énergie −ε0 < 0. On commence par déterminer la condition
d’équilibre entre molécules du gaz et atomes accrochés à la surface.

1/ On note Ng le nombre de molécules H2 dans le gaz et Na le nombre d’atomes H adsorbés à la
surface. Justifier que Ng et Na satisfont une loi de conservation.

2/ Soit Zg(T,Ng) la fonction de partition canonique du gaz de molécules H2 et Za(T,Na) celle des
atomes H de surface. Si le gaz et la surface échangent des molécules, la fonction de partition du
système est

Z =
∑
Na

Zg(T,Ng)Za(T,Na) (4)

Justifier que la condition d’équilibre est donnée en minimisant F̃ (Na) = Fg(T,Ng)+Fa(T,Na) par
rapport à Na, où Fg(T,Ng) et Fa(T,Na) sont respectivement les énergies libres du gaz moléculaire
et des atomes de surface. Montrer que les potentiels chimiques sont reliés par

µg = 2µa . (5)

3/ L’expression de θ = Na
g
/NP trouvée à la question B.2 en fonction de T et µ ≡ µa est inchangée.

Exprimer eβµa en fonction de la pression du gaz et T . Déduire la nouvelle expression de θ(T, p) pre-
nant en compte l’effet de la dissociation des molécules, en fonction de p et de p̃0(T ) = p0(T ) e−βε0 .

4/ Tracer soigneusement θ(T, p) pour deux températures. Comparer avec le cas étudié au B.

Problème 3 : Châıne de spins d’Ising et de spins vectoriels (∼ 55mn)

A. Spins d’Ising.— On considère une châıne de N spins d’Ising σn = ±1 en interaction

HN = −J

N−1∑
n=1

σnσn+1 (6)
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1/ Décrire les microétats de la châıne de N spins. Donner l’expression de la fonction de partition
canonique ZN . Que vaut Z1 ? Montrer que ZN obéit à une équation de récurrence et déduire son
expression.

2/ Calculer l’énergie moyenne E
c
en fonction de J et kBT . Donner le comportement de haute température

(kBT ≫ J). Quelle est l’origine physique de la saturation de l’énergie ?

3/ Montrer que le comportement de basse température (kBT ≪ J) est de la forme E
c ≃ E0 + (N −

1)∆ e−β∆. Interpréter physiquement ce type de comportement. Donner l’expression de E0 et de
∆. Expliquer physiquement l’origine des valeurs de E0 et ∆.

4/ Tracer soigneusement E
c
/N (pour N ≫ 1) en fonction de T .

B. Spins vectoriels.— On considère maintenant une châıne de spins vectoriels en interaction

HN = −J
N−1∑
n=1

σ⃗n · σ⃗n+1 (7)

où σ⃗n est un vecteur unitaire à trois composantes, ||σ⃗n|| = 1.

1/ Préliminaire : Calculer l’intégrale
∫
d2σ⃗ eσ⃗·B⃗ =

∫ π
0 dθ sin θ

∫ 2π
0 dφ e||B⃗|| cos θ (un changement de

variable dans l’intégrale permet toujours de placer B⃗ sur l’axe Oz du vecteur σ⃗).

2/ Montrer que la fonction de partition canonique ZN obéit à une récurrence. Déduire ZN .

3/ Montrer que l’énergie moyenne E
c
s’exprime à l’aide de la fonction de Langevin L (x)

def
= cothx−

1/x.

Rappel : cothx ≃ 1/x+ x/3 pour x → 0 et cothx ≃ 1 + 2e−2x pour x → +∞

4/ Donner le comportement de haute température de E
c
.

5/ Donner le comportement de basse T : donner la valeur limite E0 et le premier terme correctif.

6/ Tracer soigneusement E
c
/N en fonction de T .

C. Comparaison.

1/ Comparer les comportements de basse température des capacités calorifiques pour les spins d’Ising
et pour les spins vectoriels, qu’on notera respectivement CIsing(T ) et Cvect(T ). Expliquer physi-
quement la différence.

2/ (Bonus) Donner les expressions des capacités calorifiques par spin CIsing(T )/N et Cvect(T )/N
(pour N ≫ 1). Tracer soigneusement les deux fonctions.

Relecture (∼ 5mn)

Annexe

• Formule de Stirling : lnN ! ≃ N lnN −N

• Identité fondamentale de la thermodynamique : dE = T dS − p dV + µdN + · · ·
• Intégrale gaussienne

∫
R dx e−ax2

=
√
π/a

• Fonction Gamma Γ(z)
def
=

∫∞
0 dt tz−1 e−t ; relation fonctionnelle Γ(z+1) = zΓ(z) et quelques valeurs :

Γ(n+ 1) = n! et Γ(1/2) =
√
π.

• ℏ = 10−34 J.s et kB = 1.38× 10−23 J.K−1.

Solutions sur la page du cours http://lptms.u-psud.fr/christophe_texier/
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