
M1 Magistère de physique fondamentale – ENS PSay,

Option Transitions de phase – Examen
19 janvier 2024

Durée : 3h

L’utilisation de documents, calculatrices, téléphones portables,. . . est interdite.

Recommandations :
Lisez attentivement l’énoncé et rédigez succinctement et clairement votre réponse.

n’oubliez pas de vous relire.

1 Transition de mouillage

On considère un fluide sur un substrat. Pour simplifier, la configuration est invariante par trans-
lation selon les directions x et y. Le plan du substrat est z = 0. On note n(z) la densité du
fluide, qui peut varier entre ng (densité de la phase gazeuse) et nl (phase liquide). L’interaction
entre le substrat et le fluide est soit attractive, ce qui favorise le contact avec la phase liquide,
soit répulsive. On commence par étudier le fluide en volume, en supposant que la densité du
fluide est fixée à la surface, n(0) = ns avec ng ⩽ ns ⩽ nl. Le grand potentiel du fluide (par
unité de surface) est décrit par une fonctionnelle de Landau-Ginzburg de la forme

Ff [n(z)] =

∫ ∞

0
dz
{g
2
[∂zn(z)]

2 + f(n(z))
}

(1)

où f(n) est une fonction de Landau qui sera définie plus tard.

1/ Donner l’équation du champ minimisant Ff [n(z)] (sans prendre en compte de termes de
bord). On note n∗(z) la solution.

2/ Que peut-on dire de g
2 [∂zn∗(z)]

2 − f(n∗(z)) ?

3/ On choisira f(n) de telle sorte que f(ng) = 0. Sachant que n∗(z → ∞) = ng, montrer que

Ff [n∗(z)] =

∫ ns

ng

dn
√
2g f(n) (2)

4/ Par la suite on choisit f(n) = c (n− ng)
2(n− nl)

2. Montrer que la solution est donnée par

n∗(z) =
ng + nl δ e

−z/ξ

1 + δ e−z/ξ
où δ

def
=
ns − ng
nl − ns

(3)

Donner l’expression de ξ et interpréter cette longueur.

Hint :
∫

dx
(x−a)(x−b) =

1
a−b

∫
dx
[

1
x−a −

1
x−b
]
.

5/ On pose z0 = ξ ln δ. Donner la nouvelle expression de n∗(z) (où δ a disparu au profit de
z0). Tracer soigneusement la solution (supposer nl ≫ ng et se placer dans une situation où
z0 > 0 et z0 ≫ ξ). Comment peut-on interpréter z0 ?

6/ On introduit l’énergie de l’interface liquide/gaz (en l’absence du substrat, ou alors en sup-
posant que n∗(0) = nl) σ =

∫ nl

ng
dn
√
2g f(n). Calculer explicitement l’intégrale.

7/ Si l’on tient compte de la présence du substrat, la densité au bord est donc n∗(0) = ns ̸= nl
et l’énergie du fluide est donnée par (2). Montrer que

Ff [n∗] = σ
(
1− 3ψ2 + 2ψ3

)
où ψ

def
=
nl − ns
nl − ng

(4)
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Si ns ∈ [ng, nl], quel est le domaine de variation de ψ ? Quelles valeurs correspondent aux
phases liquide et gazeuse ? Exprimer le paramètre δ en fonction de ψ et déduire une relation
entre z0 et ψ. Comment varie z0 lorsque ns va de ng à nl ?

8/ L’interaction entre le fluide et le substrat apporte une autre contribution de la forme

fsubs(ns) ≃ a0 + a1
ns
∆n

+
1

2
a2

( ns
∆n

)2
où ∆n

def
= nl − ng . (5)

Supposons que a2 = 0, pour simplifier : a1 > 0 décrit-il une interaction attractive entre le
fluide et le substrat (contact avec le liquide favorable) ou l’inverse ? Pour a1 ̸= 0 et a2 ̸= 0,
montrer que fsubs(ns) = fsubs(nl) + ã1 ψ + 1

2 ã2 ψ
2 et déduire l’expression de

ftot(ψ) = fsubs(ns) + Ff [n∗(z)] (6)

en fonction de ψ.

9/ Transition de mouillage.– Lorsque ns ≃ nl, il y a mouillage. Au contraire, si ns ≪ nl le
liquide ne mouille pas la surface.
L’expression finale du grand potentiel obtenue plus haut est de la forme

ftot(ψ) = f0 + aψ + b ψ2 + 2σ ψ3 (7)

Les deux coefficients a et b peuvent changer de signe (ils dépendent de ng, nl, de la température,...).

( )D. Bonn ! Current Opinion in Colloid & Interface Science 6 2001 22!27 25

critical wetting, we will refer to the transition as
long-range critical wetting.

" #In 1996, Ragil et al. 7 showed, for the first time, a
completely continuous transition between a relatively
thin and a thick wetting film of liquid pentane on

Ž . Ž .water in contact with their common vapour Fig. 5 .
˚Ž .At low T , a thin approx. 50 A but not molecularly

thin film is observed. Upon increasing T , the film
thickness increases continuously and appears to di-
verge around the critical wetting temperature T $W,C
53"C. The observed continuous growth of the wetting
layer and the absence of hysteresis is strong evidence
that the transition is a continuous or critical wetting
transition.

The necessary condition for such a transition to
" #occur is that the Hamaker constant 18 , that gives the

net effect of the intermolecular van der Waals forces,
" #changes sign 3,5,7 . This interaction results from the

Ž .difference between cohesive alkane!alkane and ad-
Ž .hesive alkane!water van der Waals interactions. The

van der Waals interaction between molecules decays
Ž . 6as u r %1!r . Integration over the two halfspaces

bounding the film of thickness l then leads to a
disjoining pressure, the net interaction force per unit

AŽ .area between the interfaces: # l $ , where A is3l
" #the Hamaker constant 18 . Explicit calculation of A

" #7 shows that it indeed changes sign. Below T theW,C
positive Hamaker constant disfavours wetting: it rep-
resents a net attraction between the two surfaces. As
the temperature is increased, A becomes smaller and
eventually changes sign to favour wetting at the criti-
cal wetting temperature. As this is the only force
maintaining the pentane film at a finite thickness
below T , the layer thickness consequently di-W,C
verges. As A vanishes in a continuous fashion, the

Fig. 5. Measured thickness of the wetting layer of pentane on
water as a function of temperature. The drawn line is a fit to the
theoretical prediction of a power-law divergence for the layer

" #thickness. Reproduced from Ragil et al. 7 .

layer thickness also diverges continuously. The con-
clusion must therefore be that, if a long-range critical
wetting transition is observed, it is necessarily pre-
ceded by the usual first-order wetting transition. This
is because otherwise the formation of the mesoscopic

˚Ž .film 50 A would not be possible.
This implies a new scenario for wetting transitions:

Žinstead of two possible surface states microscopic or
. " #macroscopic film there can be three 7,19 . An inter-

mediate stage between the two can exist, which has
" #been dubbed frustrated complete wetting 9,19 . In this

state the film is mesoscopic, of the order of several
tens of Angstroms. The phase transition picture is
then a sequence thin film-intermediate film-thick film,
where the first transition is discontinuous and the
second one is continuous. The intermediate wetting
state is characterized by the coexistence of lenses
Ž .droplets with a thick film, in clear disagreement with

Žthe idea that either a molecularly thin partial wet-
. Ž .ting or a macroscopic film complete wetting should

form.
Subsequent experiments on a slightly different sys-

Ž .tem $ the wetting of hexane on salt water con-
" #firmed these ideas 8 . The results for the thickness of

the hexane layer as a function of temperature show
that, indeed, two wetting transitions rather than one

Ž .can exist in a single system Fig. 6 . At low T , a
microscopic film is observed, typically a few Angstroms
thick. Then, at an intermediate temperature, a discon-
tinuous transition is observed to a film that is again

˚approximately 50 A thick. Increasing the temperature
even further, the layer thickness diverges continu-
ously when the Hamaker constant changes sign, iden-
tically to what was found for the pentane!water sys-
tem.

Fig. 6. Measured thickness of a wetting layer of hexane on brine
Ž .1.5 M NaCl in water as a function of temperature. The drawn line
is a fit to the predicted power-law divergence of the layer thickness.

" #Reproduced from Shahidzadeh et al. 8 .Figure 1 : Épaisseur d’un film d’hexane (le fluide) sur de l’eau salée (jouant le rôle du substrat)
à différentes températures. Tirée de Shahidzadeh et al., Phys. Rev. Lett. 80, 3992 (1998).

La figure 1 montre l’évolution de l’épaisseur d’un film d’hexane sur un autre fluide (le
”substrat”). Quel est l’ordre de la transition ? À quel scénario cela correspond-t-il ?

Pour justifier votre réponse, on discutera la nature de la transition décrite par ftot(ψ) : (i) si
a change de signe avec b > 0 ; (ii) ou si b change de signe avec a > 0. Faire des schémas pour
illustrer chaque situation et appuyer votre réponse.

2 Mécanisme de Higgs-Anderson et effet Meissner

On considère un métal supraconducteur décrit par la fonctionnelle de Ginzburg-Landau

F [ψ,ψ∗,A] =

∫
V
ddr

[
1

2m
|(∇− iA)ψ|2 + U(|ψ|) + 1

2
(∇×A)2

]
(8)

où ψ(r) est le paramètre d’ordre du supraconducteur, un champ scalaire complexe décrivant le
condensat de paires de Cooper (|ψ|2 est la densité de paires). A(r) est le potentiel vecteur. V est
le volume. Pour simplifier, on a fixé ℏ = 1, q = 1 (la charge électrique) et µ0 = 1 (la permittivité
diélectrique du vide).
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1/ On choisit U(|ψ|) = U0+2 a(T ) |ψ|2+ b |ψ|4 où a(T ) = ã (T −Tc) et b > 0. Dans un premier
temps on suppose que le champ ψ est uniforme et que A = 0. Décrire qualitativement
l’évolution du champ ψ avec la température T . S’il y a une transition, préciser l’ordre.
Montrer que pour T < Tc, en ajustant U0, on peut mettre le potentiel sous la forme U(|ψ|) =
b (|ψ|2 − ns)

2. Quel est le sens physique de ns ? Exprimer ns en fonction de T .

Dans la suite du problème on considère que la température est sous Tc et suffisamment loin, pour
que l’on puisse négliger les fluctuations de densité et considérer |ψ| = √

ns fixé. ψ est seulement
contrôlé par sa phase χ ∈ R :

ψ(r) =
√
ns e

iχ(r) (9)

2/ En injectant (9) dans (8), donner la nouvelle fonctionnelle Fs[χ,A] ≡ F [ψ,ψ∗,A]
∣∣
ψ=

√
ns eiχ

décrivant l’état supra, dépendant du champ de phase.

L’objectif du problème est de trouver la fonctionnelle effective pour le champ électromagnétique
seul, une fois ”intégré” sur le champ de phase (le ”mode de Goldstone”). Autrement dit, on
cherche à exprimer la fonction de partition du supraconducteur comme une intégrale sur le
champ électromagnétique seul :

Zs =

∫
DχDA e−βFs[χ,A] =

∫
DA e−βF [A] . (10)

3/ On décompose les deux champs χ(r) (scalaire réel) et A(r) (vectoriel) sur leurs modes de

Fourier χ̃q et Ãq ( ! cf. convention dans l’annexe ! ). Exprimer
∫
V ddr

[
∇χ(r)

]2
comme une somme sur les modes de Fourier (noter que χ̃∗

q = χ̃−q pour un champ χ réel).

Même question pour le terme
∫
V ddr

[
∇×A(r)

]2
.

Déduire une expression de Fs[χ,A] en fonction des transformées de Fourier χ̃q et Ãq.

4/ Parenthèse.— On considère une intégrale gaussienne dans le plan R2, avec des notations
complexes. Soit z = x+ i y ∈ C, b ∈ C et a > 0, montrer que∫

R2

dzdz∗ e−az
∗z+b∗z+bz∗ =

π

a
e|b|

2/a , où la notation est dzdz∗
def
= dxdy . (11)

5/ Puisque les composantes de Fourier des champs sont découplées (i.e. e−βFs se factorise comme
un produit

∏
q), on peut intégrer sur chaque mode séparément. Montrer que∫

Dχ e−βFs[χ,A] ≡
∫ (∏

q

dχ̃qdχ̃
∗
q

)
e−βFs[χ,A] (12)

=Cs
∏
q

exp

{
−βns

2m

[
Ãq · Ã−q − (q · Ãq)(q · Ã−q)

q2

]
− β

2
(q× Ãq) · (q× Ã−q)

}

où
∫
dχ̃qdχ̃

∗
q désigne l’intégration dans le plan complexe de χ̃q (remplaçant le z de la ques-

tion 4/). Pouvez-vous interpréter la constante Cs (mathématiquement et physiquement) ?

6/ On note Ã
∥
q = (q · Ãq)q/q

2 et Ã⊥
q = Ãq − Ã

∥
q les composantes du champ respectivement

parallèle et perpendiculaire à q. Exprimer Ã⊥
q · Ã⊥

−q en fonction de Ãq et q. Déduire que

Zs = Cs

∫
DA e−βF [A] où F [A] =

1

2

∑
q

(
q2 + λ−2

L

)
Ã⊥

q · Ã⊥
−q (13)

Exprimer λL en fonction dem et ns. Discuter sa dépendance en T . Comment la fonctionnelle
F [A] est-elle affectée par une transformation de jauge (A → A + ∇ϕ où ϕ est un champ
scalaire) ?
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7/ Dans cette question on oublie la nature vectorielle du champ Ã⊥
q → Ãq et l’on considère

l’action simplifiée F [A] = 1
2

∑
q

(
q2 + λ−2

L

)
ÃqÃ−q. Exprimer l’action comme une intégrale

dans l’espace réel pour le champ A(r) = 1√
V

∑
q Ãqe

iq·r. Déduire l’équation du champ

δF [A]/δA(r) = 0.

8/ Effet Meissner.— À une interface du métal supra, certaines conditions aux limites sont
imposées. Par exemple on peut considérer la situation où le supra est dans la région x > 0
et l’on impose A(x = 0, y, z) = A0 > 0. Discuter le comportement du champ dans le supra.

Annexe

Transformation de Fourier.— En volume V fini, la convention pour la TF est

χ̃q =
1√
V

∫
V
drχ(r) e−iq·r et χ(r) =

1√
V

∑
q

χ̃q e
iq·r (14)

(en volume fini, les modes, donc les q sont discrets). Les relations sont analogues pour le champ
vectoriel A(r) et sa TF Ãq. Il sera utile d’utiliser∫

V
ddr eiq·r = V δq,0 . (15)

Solutions disponibles à http://lptms.u-psud.fr/christophe_texier/
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