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Lundi 29 avril 2024

Durée de l’épreuve : 3h.

L’utilisation de documents, calculatrices, téléphones portables,. . . est interdite.

Recommandations : Lisez attentivement l’énoncé et rédigez succinctement et clairement
votre réponse. Vérifiez vos calculs (analyse dimensionnelle, etc) ; n’oubliez pas de vous relire.

Pensez aux informations en annexe.

Problème 1 : Entropie du rayonnement (∼ 35mn)

1/ Question de cours.— Donner l’expression des probabilités canoniques P c
ℓ (on note Eℓ les énergies

des états ℓ). Rappeler la définition de l’entropie statistique (Gibbs-Shannon) et déduire l’expression
de l’entropie canonique Sc en fonction de l’énergie moyenne E

c
et de l’énergie libre F .

2/ Préliminaire : oscillateur 1D.— On rappelle que les niveaux d’énergie d’un oscillateur harmo-
nique unidimensionnel sont εn = ℏω(n+ 1/2) avec n ∈ N.
a) Calculer la fonction de partition canonique zω et donner son énergie libre fω(T ). Calculer
l’énergie moyenne εc. Déduire le facteur de Bose-Einstein nω défini par εc = ℏω(nω + 1/2).

b) Calculer l’entropie de l’oscillateur sω(T ). Analyser ses comportements limites (≪ petite ≫ et
≪ grande ≫ T ) et interpréter physiquement.

Dans une cavité de volume V et à température T , du rayonnement est à l’équilibre thermodynamique.

3/ Modes propres du champ dans la cavité.— On rappelle qu’un mode propre (k⃗, σ) est ca-
ractérisé par un vecteur d’onde k⃗, associé à la pulsation ω

k⃗
= ||⃗k ||c et une polarisation σ = ±.

Montrer que la densité de modes est ρ(ω) = V ω2

π2c3
pour ω > 0.

4/ Énergie.— L’hamiltonien électromagnétique est une somme sur les modes Hem =
∑

k⃗,σ
H(k⃗,σ) où

H(k⃗,σ) décrit un oscillateur 1D (quantique) de pulsation ω
k⃗
. Exprimer l’énergie moyenne électro-

magnétique E
c
em comme une somme de contributions des modes (k⃗, σ) en isolant la contribution

de l’énergie fondamentale E0 =
∑

k⃗,σ
ℏω

k⃗
/2. Déduire l’énergie d’excitation du champ (énergie du

rayonnement) E
c
ex = E

c
em −E0, puis exprimer E

c
ex sous la forme d’une intégrale sur les fréquences

des modes. Calculer l’intégrale.

5/ Entropie.— On a montré en cours que l’énergie libre (associée à l’excitation) Fex = F − E0 est
proportionnelle à l’énergie moyenne : Fex = −(1/3)E

c
ex. Déduire l’entropie canonique Sc(T, V ).

6/ Comment peut-on relier entropies canonique et microcanonique à la limite thermodynamique ?
Déduire l’expression de l’entropie microcanonique S∗(Eex, V ). Discuter ses propriétés d’extensivité.

Problème 2 : Adsorption sur une surface (∼ 45mn)

On a étudié le problème de l’adsorption d’atomes sur une surface en supposant celle-ci couverte de
pièges pouvant chacun attraper un unique atome (modèle de Langmuir). Un atome piégé a une énergie
−ε0 < 0 plus basse qu’un atome dans le gaz, qui a une énergie ε = p⃗ 2/(2m). Le gaz en contact avec la
surface joue le rôle de réservoir d’atomes pour les pièges et fixe température T et potentiel chimique µ.

1/ Rappeler la définition de la fonction de partition grand canonique Ξ. Démontrer comment on peut
déduire le nombre moyen de particules N

g
de Ξ. Nous introduisons la fugacité φ = eβµ : donner

la relation entre N
g
et ∂

∂φ ln Ξ.
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2/ Modèle de Langmuir : chaque piège peut être soit vide (énergie 0) soit piéger un atome (énergie
−ε0 < 0). Calculer la fonction de grand partition d’un piège Ξpiege. Déduire ng, le nombre moyen
d’atome par piège, en fonction de la fugacité φ et de y0 = eβε0 .

3/ Le potentiel chimique du gaz (supposé parfait) est relié à sa densité ρg = Ngaz/V et à la longueur

thermique λT
def
=

√
2πℏ2/(mkBT ) par φ = ρg λ

3
T . Donner ng comme fonction de la pression p du

gaz à T fixée. Tracer soigneusement ng en fonction de la pression p (discuter physiquement les cas
limites). Expliquer comment l’isotherme évolue avec T .
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the slopes of the plots of equation (E). If we 
disregard the butane run for the moment, the 
21, values calculated from the isotherms are con- 
siatent with each other, giving a mean surface of 
708 square meters per gram of charcoal if we use 

tration, the curves in Fig. 6 for the data of Gold- 
man and Polanyi22 on the adsorption of ethyl 
chloride by charcoal are shown. From the 0”  
isotherm plotted according to equation (E) values 
of vm and c were obtained. Assuming that v, is 

the same a t  -15 and 20’ as a t  0” 
(since the temperature range is rather 
narrow), and that c, as before, can 
be represented by the exponential 

, we have calculated the iso- 
therms for -13.3 and 20’. The cal- 
culated values are represented by the 
curves, the points are experimental. 
Here, as in previous instances, equa- 
tion (E) appears applicable only to  
that portion of the isotherm which 
corresponds to @/Po values greater than 
0.1. In the higher pressure region, 
however ($/PO being between 0.1 and 
0.95), the calculated isotherms agree 
quite well with the observed points. 

0 200 400 600 800 For more extended calculation of 
the temperature dependence of these 
Langmuir-type isotherms it would be 

molecular cross-sectional areas calculated from necessary to  make assumptions in regard to the 
the solid state, and 829 square meters per gram if temperature dependence of v, or to determine vm 
the molecular areas are calculated from the over a sufficiently wide temperature range to be 
liquefied gases. The maximum deviation of sur- able to estimate it for other temperatures. For 

eEi - E L / R T  

Pressure, mm. 
Fig. 5. 

face areas from the mean for the seven 
isotherms is about 9% on the basis of 
solid packing, and 8% on the basis of 
liquid packing. Butane adsorption on  
charcoal is decidedly smaller (about 
25Yc) than one would expect on the 
basis of the estimated cross-sectional 
area of the butane molecule. It seems 
probable that some of the capillaries 
are so small in diameter that molecules 
as large as butane cannot enter them. 
Similar phenomena were noted by other 
investigators before; a discussion o i  
these, under the name “persorption,” is 
given by McBahZ1 

Equation (E), as mentioned before, is 
of the form of Langmuir’s equation, with 
the usual constant k replaced by C / ~ O .  
Since the temperature dependence of PO, 
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c, and v, is known, or can be evaluated, equation 
(E) call be used to calculate an isotherm a t  one 
temperature from that a t  another. As 8x1 illus- 

some substances, furthermore, E1 - EL will vary 
considerably with temperature and cause calcu- 
lated isotherms to deviate more or less seriously 
from the experimental points. With these limita- 

(21) McBain, “The Sorption of Gases by Solids,” George Rout- 
ledge and Sons, Ltd., London, 1932, p. 169. (22) Goldman and Polanyi. Z p h y s i k .  Chem., 132, 321 (1928). 
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that is consistent with that calculated from the 
other gases. 

TABLE 111 
VALUE OF CONSTANTS FOR ADSORPTION ISOTHERMS ON 

SILICA GEL 
Surface in sq. 

Solid Liquid 
T,emp. Curve vm, pack- pack- 

C .  in Fig. 2 cc./g. ing ing 
-195.8 6 127.9 477 560 

m./g. 

- 183 3 116.2 434 534 
- 183 2 119.3 413 464 
- 183 4 125.1 410 477 
- 183 5 121.2 449 550 
- 78 1 99.0 378 455 

0 7 58.2 504 504 

&-EL 
Point cal. 

B per 
cc./g. mole 

135.3 719 
127.0 794 
122.0 594 
132.0 586 
132.0 973 
102.3 1335 
28.1 1930 

At relative pressures in excess of about 0.35 to 
0.50 the plot of experimental data according to 
equation (A) deviates with increasing pressures 
more and more strongly from the straight line. 
The points deviate in the direction of there being 
too little adsorption at  a given $/PO value to 
conform to equation (A). It becomes therefore 
necessary to use instead equation (B). As already 
explained one can first evaluate c and v, by 
applying equation (A) up to $/PO = 0.35, and 
can then proceed to use these values in equation 
(B) to obtain by the method of trial and error 
the value of n that gives best agreement with the 
experimental points. In certain instances, as in 

500/-- - -  

-I I I Adsorpt ,bn of Nitrogen and Argon 

I I 1 , wt = 50.4gm 
on Fe -Ai2& Cafoiysl 954 

I 

I 
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Fig. 4. 

Fig. 3, a value of n (n = 5 )  fits the data we11 up 
to a certain relative pressure @/Po = 0.58), but 
a t  higher relative pressures higher values of n 
give the better fit (n  = 7 a t  p/pa = 0.72). If one 
takes an average value of n = 6, the theoretical 
curve will be in error to the extent of +5% a t  
x = 0.58, and -7% a t  x = 0.72. On the basis 
of the capillary interpretation this means that 
the iron catalyst in question has pores of con- 
siderably varying diameters. On the other hand, 
an adsorption isotherm of oxygen a t  - 183' on the 
adsorbent Granular Darco G (activated carbon), 
could be fitted with a value of n = 2.2 from x = 
0.02 to 0.93, and none of the experimental points 
were 08 the curve as much as 4%, indicating a 
rather uniform pore size in this adsorbent. 

For substances giving S-shaped isotherms n 
values have been found to range from the low 
value of 2 for Darco decolorizing carbons to values 
of 8 or 9 for some silica gel samples. It is in- 
teresting to note in this connection that for the 
adsorption of Gutane on silica gel, as shown in 
Curve 7, Fig. 2, the higher pressure deviations from 
the linear plot are in the direction of too much 
adsorption rather than too little adsorption. One 
would expect just such deviation if the heat of 
adsorption in the second layer were still appreci- 
ably greater than the heat of liquefaction rather 
than equal to it, as was assumed in the deriva- 
tions of equations (A) and (B).16 

In order to be able to calculate from one iso- 
therm another a t  a different temperature, one 
must examine how c, v, and n change with tem- 
perature. The dependence of c on temperature 
is exponential since c is approximately equal to  
eEi- EL/RT  , and El - EL changes only slightly 
with temperature. v, would be expected to vary 
with temperature owing to the thermal expansion 
of the adsorbed layer as the temperature increases. 
As a first approximation one may assume that 
z1, changes with temperature as &'I3, where 
dL is the density of the liquefied gas. By the same 
argument n should vary approximately as &'I3, 
which is, indeed, a very slight variation. It was 
found empirically that the variation in n is ac- 
tually negligible. With these assumptions the 
adsorption isotherms for singly promoted iron 
catalyst 954 a t  - 195.8' have been calculated 
from the - 183 O isotherms for nitrogen and argon. 
The results are shown in Fig. 4. The agreement 
between the calculated curves and the experimen- 
tal points appears to be quite satisfactory. 

Figure 1 : Isothermes d’adsorption en fonction de la pression. Tiré de : S. Brunauer, P. H. Emmett
& E. Teller, Adsorption of gases in multimolecular layers, J. Am. Chem. Soc. 60, pp. 309-–319 (1938).

4/ Modèle B.E.T.— Certaines expériences montrent un résultat différent du modèle de Langmuir.
On propose un autre modèle où un piège peut accrocher un nombre arbitraire d’atomes. Le piège
est soit vide (énergie 0), soit accroche un atome (énergie −ε0 < 0), soit plusieurs atomes. S’il y a
n > 1 atomes sur le piège, le premier atome accroché a une énergie −ε0 < 0 mais les autres ont
chacun une énergie −ε2 < 0, avec ε2 < ε0 (l’accrochage est plus efficace pour le premier atome
que pour les suivants). Discuter les microétats du piège dans le cadre de ce nouveau modèle (les
représenter et donner les énergies correspondantes). Calculer la fonction de grand partition d’un
piège Ξpiege. On l’exprimera en fonction de φ, y0 = eβε0 et y2 = eβε2 .

5/ a) Calculer ng, qu’on exprimera en fonction de φ, y0 et y2.
b) À quoi correspond la limite ε2 → −∞ ? Vérifier votre expression de ng en considérant cette
limite.
c) Quel comportement de ng en fonction de la pression du gaz (à T fixée) prédit le modèle B.E.T. ?

6/ Comparer les deux modèles aux données expérimentales de la figure.

Problème 3 : Gaz réels et second coefficient du viriel (∼ 1h30mn)

On considère un gaz de N atomes maintenu à température T par un thermostat. On suppose que les
atomes interagissent via une interaction à deux corps :

HN =

N∑
i=1

p⃗i
2

2m
+

∑
1⩽i<j⩽N

u(rij) avec r⃗i ∈ volume V , (1)

où rij
def
= ||r⃗i − r⃗j ||. Le potentiel d’interaction u(r) décrôıt ≪ vite ≫ avec r (on précisera cela).
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1/ Rappeler la nature des microétats (classiques). Donner l’expression de la fonction de partition
canonique ZN . Montrer qu’elle se factorise sous la forme

ZN = ZGP
N Z int

N (2)

où ZGP
N est la fonction de partition du gaz parfait. Calculer ZGP

N et l’exprimer en fonction de N ,

V et λT
def
=

√
2πℏ2/(mkBT ). Laisser Z

int
N sous la forme d’une intégrale multiple.

2/ Problème à 2 atomes.— On analyse Z int
2 .

a) Préliminaire : soit f(u) une fonction rapidement décroissante (telle que
∫
R du f(u) soit finie).

Considérons l’intégrale dans un carré :

I =

∫ L

0
dx1

∫ L

0
dx2 f(x1 − x2) .

Si l’on introduit les variables X = (x1 + x2)/2
et ρ = x1−x2, le domaine d’intégration dans les
nouvelles variables (X, ρ) est représenté :

−L
L0

0

L

X

x
1

x
2

ρ

0

+L

L

L/2

En utilisant que le Jacobien associé au changement de variables (x1, x2) → (X, ρ) est 1, justifier
que I ≃ L

∫
R dρ f(ρ) dans la limite L → ∞.

b) On applique la même idée à Z int
2 . En supposant que u(r) → 0 avec r = ||r⃗ || → ∞ suffisamment

≪ vite ≫, montrer que

Z int
2 ≃ 1 +

1

V

∫
R3

d3r⃗
(
e−βu(r) − 1

)
(3)

dans la limite thermodynamique où le volume V est ≪ grand ≫.

c) On souhaite préciser la condition sur la décroissance de u(r). Comme dans le a), l’intégrale∫
R3 d

3r⃗
(
e−βu(r) − 1

)
doit être finie. Si u(r) ∼ r−α pour r → ∞, quelle doit être la condition sur

l’exposant α ? Dans ce cas on peut parler ≪ d’interaction à courte portée ≫.

3/ Justifier que l’énergie libre se décompose comme F (T, V,N) = FGP(T, V,N) + F int(T, V,N) où
FGP(T, V,N) est l’énergie libre du gaz parfait, dont on donnera l’expression en fonction de N , V
et λT (donner une forme illustrant l’extensivité).

4/ On souhaite identifier la contribution de l’interaction d’une paire d’atomes à l’énergie libre. On
introduit ∆Fpaire = F int(T, V, 2). En utilisant le résultat du 2.b, montrer que ∆Fpaire ∝ 1/V pour
V → ∞. Donner son expression.

5/ Revenons au cas à N ≫ 1 atomes et supposons que F int(T, V,N) ≃ (nb de paires) × ∆Fpaire.
Montrer que l’équation d’état du gaz parfait reçoit une correction des interactions :

p ≃ nkBT (1 +B2(T )n) où B2(T ) = 2π

∫ ∞

0
dr r2

(
1− e−βu(r)

)
(4)

est appelé le ≪ second coefficient du viriel ≫. Discuter le signe de B2 selon que l’interaction est
répulsive ou attractive. Quel est l’effet de l’interaction sur la pression du gaz dans les deux cas ?

Dans la suite du problème, nous considérons un potentiel avec une partie ≪ cœur dur ≫ (impénétrable)
et une partie attractive de portée finie :

u(r) =


+∞ si r < r0

−u0 si r0 < r < α r0

0 si r > α r0

où u0 > 0 . (5)

α > 1 est un nombre de l’ordre de l’unité (par exemple α = 2 ; on gardera un α quelconque).

6/ Calculer explicitement le coefficient B2(T ) pour ce potentiel.
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7/ Analyser le comportement de haute température (préciser comment définir ce régime). Quelle
propriété du potentiel est sondée dans ce cas ?

8/ Même question pour le comportement de basse température.

9/ Le coefficient s’annule à la ≪ température de Boyle ≫ B2(TBo) = 0. Exprimer TBo en fonction des
paramètres du modèle. Discuter la sensibilité dans le paramètre α.
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Figure 2 : Second coefficient du viriel d’un gaz de nitrogène N2 pour 100 K < T < 1400 K. Données
du National Bureau of Standards (figure de Giuseppe Foffi).

10/ Comparer le modèle aux données expérimentales de la figure 2. Les données sont comparées avec
une constante (≪ Fit 2 ≫) et fitées avec une fonction A−B exp(C/T ) (≪ Fit 1 ≫) : quels potentiels
d’interaction, u(r), correspondent à ces deux choix ?

11/ Déduire les valeurs de r0 (en Å) et u0 (en eV) de la courbe expérimentale.

12/ Bonus : On étudie la capacité calorifique CV (T ) du gaz N2. On introduit Trot = ℏ2/(2kBI), où
I = mrr

2
∗ est le moment d’inertie de la molécule (mr = 7mp est la masse réduite et r∗ la distance

entre les deux atomes). Rappeler comment Trot intervient dans CV (T ) et comment on peut déduire
Trot d’une mesure de CV (T ). On extrait Trot = 2.9 K. Déduire r∗ et comparer à r0.

Relecture (∼ 10mn)

Annexe

• Fonction gamma Γ(n+ 1) = n!. Formule de Stirling : ln Γ(z + 1) ≃ z ln z − z +O(ln z)

• Intégrale gaussienne :
∫
R dx e−Ax2

=
√
π/A

• Une famille d’intégrales : ∫ ∞

0
dt

tα−1

et − 1
= Γ(α) ζ(α) pour Reα > 1 (6)

où quelques valeurs de la fonction zeta sont ζ(2) = π2

6 , ζ(3) ≃ 1.202, ζ(4) = π4

90 , etc.

• Identité fondamentale de la thermodynamique : dE = T dS − p dV + µdN + · · ·
• Constante de Boltzmann : kB = 1.38 10−23 J/K. Nombre d’Avogadro : NA = 6.022 1023. On rappelle
que 1 eV correspond à 11 600 K.

• ℏ = 10−34 J.s ; masse de proton mp = 1.67× 10−27 kg ; charge de l’électron qe = −1.6× 10−19 C.

Solutions sur la page du cours www.lptms.universite-paris-saclay.fr/christophe_texier/
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