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Introduzione

Il presente lavoro non vuole essere una trattazione esaustiva del complesso e vasto argomento
della fase geometrica in meccanica quantistica: uno studio approfondito della fase di Berry ri-
chiederebbe l’utilizzo (e la comprensione) di delicati strumenti matematici. Nonostante abbia
cercato di evitare un rigore a volte necessario, ho ritenuto comunque opportuno fare cenno alle
caratteristiche principali di un aspetto che, nella prima apparizione in un articolo di Berry, ha
sorpreso per il fatto di essere stato trascurato così a lungo.
Ho deciso di iniziare la tesi con la descrizione dell’effetto Aharonov-Bohm. Più di venti anni
prima della scoperta della fase geometrica in M.Q., Aharanov e Bohm mostrarono che, mentre
in fisica classica i campi hanno un ruolo privilegiato, in meccanica quantistica i potenziali sem-
brano assumere maggiore importanza; una reinterpretazione del fenomeno in termini geometrici
ha legato tale effetto alla variazione di fase geometrica. Dopo una breve deduzione della fase
in regime adiabatico ho presentato un primo problema in cui, ricorrendo alla formula ricavata
in precedenza, ho calcolato la fase geometrica acquistata dal sistema; e un secondo, dove ho
effettuato un calcolo esplicito della fase (anticipando qualcosa) senza l’ipotesi di adiabaticità.
A questo punto ho reputato indispensabile la trattazione teorica che fino a quel momento avevo
evitato: ho dedotto la curvatura di Berry e risolto l’ambiguità dovuta alla degenerazione. Prima
di passare alla rassegna di alcune verifiche sperimentali, per evitare mancanza di organicità, ho
deciso di aggiungere, in modo abbastanza sintetico, le generalizzazioni che, negli anni successivi
alla scoperta, hanno reso la fase geometrica un argomento di interesse globale.

Maurizio Fagotti





Premessa

L’effetto Aharonov-Bohm

Consideriamo la regione di spazio esterna ad un cilindro di raggio ρ (e altezza lungo ẑ) nel quale
si trova un campo magnetico costante �B = Bẑ (ad esempio generato da un solenoide di “grande”
lunghezza). Immaginiamo di confinare un elettrone nella regione esterna al cilindro. Il campo
magnetico nella zona permessa è nullo, e ciò spingerebbe a pensare che lo spettro energetico non
venga influenzato da �B: la falsità di questa congettura è in sostanza l’effetto Aharonov-Bohm. Mi
accingo ora a risolvere l’equazione di Schrödinger in assenza e in presenza di �B.

L’Hamiltoniana del sistema è

H = − �
2

2me

(
∇ − ie
�c
�A
)2

dove �A è il potenziale vettore. Nella gauge di Coulomb (∇ · �A = 0) il potenziale vettore assume la
forma (in coordinate cilindriche r, z, φ)

�A =

(
Bρ2

2r

)
φ̂

e l’Hamiltoniana può essere scritta (d’ora in poi utilizzerò le unità naturali1)

HB = − 1
2me

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣ ∂
2

∂r2
+
∂2

∂z2
+

1

r2

(
∂

∂φ
− ie

Bρ2

2

)2⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
É comunque utile pensare l’Hamiltoniana come quella di una particella libera nella rappresenta-
zione xB in cui il momento meccanico è (−i∇ − e�A).

HB |N〉 → 〈xB H0 N〉

Data la simmetria del problema, caratterizzo gli autostati con i numeri quantici E, Pz e Lz autova-
lori degli operatori H, Pz e Lz

〈xB H0 E, Pz, Lz〉 = E 〈xB E, Pz, Lz〉
1
� = c = 1



viii Premessa

Essendo2 Lz = −i ∂∂φ − e Bρ2

2 osservo3

〈
x0 HB E, Pz, Lz − e Bρ2

2

〉
= E

〈
x0 E, Pz, Lz − e Bρ2

2

〉

ovvero gli autostati di HB non sono altro che gli autostati di H0 a meno di sostituire Lz con Lz−e Bρ2

2 .
Un discorso analogo vale per Pz, e ciò mi permette di scrivere

〈xB E, Pz, Lz〉 =
〈
x0 E, Pz, Lz − e

c
Bρ2

2

〉
= e−ie Bρ2

2 φ 〈x0 E, Pz, Lz〉 = e−
ie
2πΦBφ 〈x0 E, Pz, Lz〉 (1)

Un fascio di elettroni, nel caso in cui B = 0, non risente di alcuna interazione e, convenendo di
rappresentare la particella libera con un’onda piana, quest’ultima non subisce alcun cambiamento
nella forma asintotica nel passaggio vicino al cilindro:

eikx −→ eikx (2)

Se però è presente il campo B � 0 il passaggio dell’elettrone sopra o sotto il cilindro produce
un’interferenza

eikx = lim
x→−∞

∑
N

cN(B) 〈xB N〉 = lim
φ→{0,2π}

∑
N

cN(B)e−
ie
2πΦBφ 〈x0 N〉 =

∑
N

cN(0) 〈x0 N〉

=⇒ cN(B) = {1, eieΦB}cN(0)

dove {a, b} ≡ {a se y < −ρ ; b se y > ρ}, ∑N cN(B) |N〉B è la funzione d’onda della particella, e il
terzo uguale discende dalla (2).

〈
x particle

〉
=

∑
N

cN(0)
[
θ(ρ − y) + eieΦBθ(ρ + y)

]
〈xB N〉

2in presenza di un campo magnetico la vera quantità fisica è il momento dell’impulso meccanico�p − e�A
3faccio agire l’operatore HB sugli autostati di H0
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Facendo il limite per x→ ∞

lim
x→∞

〈
x particle

〉
= lim

φ→π
∑

N

cN(0)
[
θ(ρ − y) + eieΦBθ(ρ + y)

]
e−

ie
2πΦBφ 〈x0 N〉 =

=

[
θ(ρ − y)e−ie

ΦB
2 + θ(ρ + y)eie

ΦB
2

]
eikx

il che mostra come una particella che percorre una traiettoria sotto al cilindro risulta sfasata di eΦB
rispetto a una particella che percorre una traiettoria sopra lo stesso.

Un discorso analogo si può fare considerando l’elettrone confinato da un potenziale V(�r −�R)
in una scatola centrata in �R(t) fuori dal solenoide. La dipendenza di �R dal tempo è stata introdotta
perché ho intenzione di trasportare la scatola intorno al solenoide. Se il trasporto è “abbastanza”
lento posso considerare il processo adiabatico, di modo che se la particella al tempo zero si trova
nell’n-esimo autostato, durante l’evoluzione rimane nell’n-esimo autostato (teorema adiabatico).

Per semplificare considero il processo �R(t) = Uz(ωt)�R dove Uz è la matrice di rotazione intorno
all’asse z con velocità angolare ω. Osservo che se ψ(r, z, φ, t) è la funzione d’onda al tempo t

ψE(r, z, φ,
2π
ω

) = e−iEtψE (r, z, φ − 2π, 0)

in quanto la funzione d’onda non cambia nel sistema di riferimento che ruota con �R.

ψE(r, z, φ,
2π
ω

)B = e−i 2πE
ω ψE(r, z, φ − 2π, 0)B = e−

i
�

2πE
ω

∑
N

a(E)
N

〈
xB N(φ−2π)

〉
=

= e−
i
�

2πE
ω

∑
N

a(E)
N e−

ie
hcΦB(φ−2π)

〈
x0 N(φ−2π)

〉
= e−

i
�

2πE
ω

∑
N

a(E)
N e−

ie
h ΦB(φ−2π)

〈
x0 N(φ)

〉
=

= e−
i
�

2πE
ω

∑
N

a(E)
N e−

ie
hcΦB(φ−2π)e

ie
hcΦBφ 〈xB N〉 = e−

i
�

2πE
ω e

ie
�cΦBψE(r, z, φ, 0)B

In un giro intorno al solenoide la funzione d’onda acquista la fase eΦB.
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La fase geometrica

Il risultato ottenuto nella precedente sezione può essere generalizzato imponendo che in una tra-
sformazione adiabatica, oltre alla consueta fase dinamica, la funzione d’onda acquisti una fase
(eΦB nel caso precedente) che dipenda esclusivamente dalla geometria del sistema. Indicando tale
fase con γ, risulta che in un processo adiabatico al primo ordine in ∂

∂t 〈x nt〉 (ε è il parametro di un
opportuno sviluppo4)

ψ(nt) = e−i
∫ t

0
En(τ)dτeiγn 〈x nt〉 + ε

∑
m�n

cm(t) 〈x mt〉

dove |nt〉 e ψ(nt) rappresentano rispettivamente l’autostato (non degenere) e la funzione d’onda al
tempo t. Scrivendo esplicitamente l’equazione di Schrödinger

En(t) =
〈
ψnt H ψnt

〉
=

〈
ψnt i ∂∂t ψnt

〉
= i

[
−iEn(t) + iγ̇n +

〈
nt

∂
∂t nt

〉
+ o(ε2)

]

=⇒ γ̇n =
〈
nt i ∂∂t nt

〉 (
+o(ε2)

)
(3)

e γn può essere determinata integrando. L’integrazione sul tempo nasconde in parte la natu-
ra topologica di γ. Per mettere in luce tale aspetto, è sufficiente parametrizzare l’evoluzione
dell’Hamiltoniana con la curva �R, in modo che

∂

∂t
= �̇R · ∇�R

La fase γ può essere scritta, considerando un’evoluzione ciclica

γn = i
∮

C

〈
n�R ∇�Rn(�R)

〉
· d�R (4)

manifestando il suo carattere puramente geometrico.

Dal momento che nel caso di non degenerazione (finora trattato) gli autostati sono definiti a meno
di una fase, è interessante vedere come varia

〈
n ∇�Rn

〉
per la trasformazione locale |n〉 → eiθ(�R) |n〉

〈
n ∇�Rn

〉
−→

〈
n ∇�Rn

〉
+ i∇�Rθ(�R) (5)

ovvero −i
〈
n ∇�Rn

〉
(chiamato connessione di Berry5) trasforma come il potenziale vettore di un

campo elettromagnetico, ovvero come un campo di gauge.

4vedi Appendice Fisica
5la denominazione risulterebbe chiara trattando il problema da un punto di vista matematico
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Non deve trarre in inganno il fatto che quanto detto si riferisca a fasi che, in quanto tali, si
potrebbe pensare non essere osservabili. Quello che genera confusione è che l’affermazione la
fase non è osservabile necessita di maggiore precisione. A titolo di esempio si può immaginare
di dividere un fascio di particelle in due, in modo che solo una parte attraversi un potenziale
che varia adiabaticamente. Una volta ricombinato in un unico fascio, la funzione d’onda 6

avrà la forma

Ψ ∼ 1
2
Ψ0 +

1
2
Ψ0eiΓ

dove Γ è la fase extra acquistata dalla parte del fascio che ha interagito col campo. Si verifica
allora banalmente

|Ψ|2 ∼ |Ψ0|2 cos2

(
Γ

2

)

ovvero è possibile risalire alla fase Γ studiando i punti d’interferenza costruttiva e distruttiva.

6assumendo che lo stato resti puro





1 Presentazione della fase di Berry

La fase geometrica γ è comunemente detta fase di Berry, essendo stato Berry il primo ad averla
individuata considerando sistemi che evolvono in modo adiabatico. Provo ora a mostrare come la
(4) possa semplificare a dismisura la risoluzione di problemi quali l’effetto Aharanov-Bohm.

Trasporto adiabatico di una barriera di potenziale

Trasportare una barriera di potenziale in un campo magnetico omogeneo [2] “genera” una fase di
Berry non nulla. L’Hamiltoniana del sistema può essere scritta

H =

(
i∇ + e�A

)2

2m
+ V(�r)

Trasportare il potenziale equivale a fare una traslazione spaziale del sistema e, in presenza di un
campo magnetico, questa si traduce [4] nell’applicazione dell’operatore

[�a] = e−i�a·�p ≡ e−i�a·
(
�p0+e�A

)

dove �p0 = −i∇. L’operatore così definito opera infatti una traslazione spaziale del potenziale e,
scegliendo1 �A = 1

2
�B × �r, lascia immutata l’energia cinetica.

L’Hamiltoniana in funzione dello spostamento �a assume la forma

H�a = [�a]H[�a]† = H − V(�r) + V(�r − �a)

da cui segue
H |N〉 = E |N〉 =⇒ H�a[�a] |N〉 = E[�a] |N〉

Per calcolare la fase di Berry utilizzo l’equazione (3) e ricavo2

∇�aγ = i
〈
N [�a]†∇�a[�a] N

〉
= i

〈
N exp i�a · �p (∇�a) N

〉

A(B)
de f
= [A,B]

1la fase geometrica è invariante di gauge, nonostante utilizzi un procedimento non invariante
2utilizzo la formula nota eABe−A = B + [A, B] + 1

2 [A, [A, B]] + . . .
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Scrivendo esplicitamente l’esponenziale si ottiene

exp i�a ·
(
�p0 + e�A

)
(∇�a) =

∑
n

1
n!

i�a · �p n
(∇�a)

e, esprimendo i primi due termini dello sviluppo

exp i�a · �p (∇�a) = ∇�a − i�p +
∑

n

1
(n + 2)!

i�a · �p n (
ie�a × �B

)

Osservo ora che �a × �B non dipende da �p0 e che quindi posso tranquillamente sostituire

i�a · �p −→ i�a · �p0

ottenendo

exp i�a · �p (∇�a) = ∇�a − i�p +
∑

n

1
(n + 2)!

i�a · �p0
n (

ie�a × �B
)

Poiché |N〉 non dipende da �a posso semplificare ∇�a. Considerando che per calcolare la fase di
Berry integro su una traiettoria chiusa, il termine in�p scompare; dal momento che �B è costante,
posso inoltre prendere solo il primo termine della serie. In definitiva

∇�aγ = i

〈
N

1
2

ie�a × �B N

〉

La fase di Berry può essere ora calcolata senza difficoltà integrando3

γ = i

〈
N

1
2

ie
�

S
rot′

(
�a × �B

)
N

〉
= e

〈
N
�

S

�B · d�S N

〉
= eΦC(�B)

Particella a spin 1/2 in un campo magnetico che precede

Consideriamo una particella soggetto a un campo magnetico di modulo costante B = ωL/(2µ) che4

precede intorno all’asse ẑ con velocità angolare ω anch’essa costante. L’Hamiltoniana del sistema
è della forma

H =
1
2
ωL n̂(t) · �σ = 1

2
ωL

⎛⎜⎜⎜⎜⎝ cos(θ) sin(θ)e−iωt

sin(θ)eiωt − cos(θ)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ (1.1)

Data la semplicità del problema, è possibile risolvere esattamente l’equazione di Schrödinger (in
unità naturali)

H |Ψ〉 = i∂t |Ψ〉
3l’apice sul rotore sta ad indicare che le derivate sono fatte rispetto al parametro �a
4ωL è la frequenza di Larmor e µ il momento magnetico
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Osservo subito
H(t) = EωH0E†ω

dove Eω è la matrice unitaria

Eω ≡ e−
1
2 iωtσz =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝e
− 1

2 iωt 0

0 e
1
2 iωt

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
L’equazione di Schrödinger può essere allora scritta

EωH0E†ωΨ = iΨ̇

ovvero moltiplicando ambo i membri per E†ω

H0E†ωΨ = iE†ωΨ̇ = i∂t

(
E†ωΨ

)
− iĖ†ωΨ

Definendo Φ = E†ωΨ si ottiene

H0Φ = iΦ̇ − iĖ†ωEωΦ = iΦ̇ +
1
2
ω σzΦ

e si perviene alla semplice5 equazione differenziale

H̃Φ ≡
(
H0 − 1

2
ω σz

)
Φ = iΦ̇

che, posto �S ≡ 2µ�B − �ω, è risolta da

Φ =

[
cos

(
1
2

S t

)
I − 2

S
i sin

(
1
2

S t

) (
H0 − 1

2
ω σz

)]
Φ0

ovvero

Ψ = Eω

[
cos

(
1
2

S t

)
I − 2

S
i sin

(
1
2

S t

) (
H0 − 1

2
ω σz

)]
Ψ0

Sfruttando la (4) avrei potuto calcolare rapidamente la fase di Berry considerando un’evoluzione
adiabatica del sistema, ho preferito risolvere il problema esattamente per mettere in luce che la
fase geometrica non si manifesta soltanto sotto le ipotesi di Berry. Con un po’ di algebra si può
calcolare la fase dinamica (definita come l’opposto dell’integrale del valor medio dell’energia6)

−
∫ t

0
〈E〉 (τ)dτ = − 〈E〉0 t −

2µ
∣∣∣∣�ω × �B

∣∣∣∣
2S 2

×

×
{

(1 − cos (S t))
〈
σy

〉
−

(
t − sin (S t)

S

) [
ωL sin θ 〈σz〉 + (ω − ωL cos θ) 〈σx〉]

}
(1.2)

5H̃ non dipende dal tempo e oltretutto H̃2 è multiplo dell’identità
6in seguito spiegherò perché è definita in questo modo
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Perché abbia senso parlare di fase7 gli stati di partenza e di arrivo devono essere uguali, ovvero lo
stato iniziale deve essere autostato dell’operatore di evoluzione temporale al tempo t

U(t) = Eω

[
cos

(
1
2

S t

)
I − 2

S
i sin

(
1
2

S t

) (
H0 − 1

2
ω σz

)]
(1.3)

e la fase geometrica risulta essere la differenza tra la fase totale θ e la fase dinamica8

γ(t) = θ(t) +
∫ t

0
〈E〉 (t)dτ

Questo nuovo approccio mostra come l’ipotesi di ciclicità dell’hamiltoniana non sia poi così ne-
cessaria: la funzione d’onda caratterizza completamente lo stato e quindi anche la geometria del
sistema.
Limitandoci al caso adiabatico, ovvero all’ordine 0 in ω (ma non trascurando ad esempio ωt)

U(t) −→ Eω

[
cos

(
1
2

S t

)
I − 2

ωL
i sin

(
1
2

S t

)
H0

]

e dopo un periodo

U
(
2π
ω

)
−→ −

[
cos

(
πS
ω

t
)

I − 2
ωL

i sin
(
πS
ω

t
)

H0

]

ovvero, considerando l’evoluzione degli autostati

U
(
2π
ω

)
−→ − exp

(
∓i
πS
ω

)

Approssimando la fase dinamica δ all’ordine ωt, si perviene all’equazione

δ = − 〈E〉0 t (1.4)

e la fase geometrica, calcolata come differenza tra la totale e la dinamica, tende a

∓πS
ω
∓ π ± πωL

ω

ed esplicitando

γ −→ ∓π(1 − cos θ) = ∓1
2
Ω (1.5)

dove ho indicato con Ω l’angolo solido spazzato dallo spin in un periodo.
In questo semplice ma illuminante problema, partendo dall’espressione dell’operatore di evolu-
zione temporale (1.3), è possibile calcolare in generale la fase geometrica del sistema. Dopo un
periodo Eω = −1 ed è sufficiente preparare lo stato iniziale in modo che questo sia autostato diH̃

7dando a fase il significato più intuitivo
8per ora mi limito ad osservare che questa definizione è coerente con la deduzione della fase geometrica in regime

adiabatico
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perché, alla fine del ciclo, il sistema ritorni come in origine. Gli stati che evolvono ciclicamente
sono ∣∣∣Ψ±C

〉
=

1√
2S

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ωL sin θ√

S±ω∓ωL cos θ

±√S ± ω ∓ ωL cos θ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
e l’ operatore di evoluzione temporale, in questa base si scrive

U(t) = ES

[
cos

(
1
2
ωt

)
I − 2

S
i sin

(
1
2
ωt

) (
H0 − 1

2
ω σz

)]
(1.6)

che, dopo un ciclo dell’hamiltoniana (t = 2π/ω), si riduce a −ES . Lo stato acquista la fase totale

∓πS
ω
∓ π

e9 la fase geometrica può essere calcolata sottrandole la fase dinamica (1.2). Dalla (1.3) o dalla
(1.6) si vede che la periodicità dell’hamiltoniana (almeno in regime adiabatico) si traduce in una
periodicità di qualche stato, ma non è vero il viceversa: gli stati che, ad esempio, al tempo 0 hanno
sz definito, al tempo 2π/S ritornano nello stato originale acquistando la fase10

∓πω
S
∓ π

Quelle considerate sono solo le evoluzioni periodiche più evidenti: come detto precedentemen-
te, gli autovettori della matrice associata a U(t) al tempo τ rappresentano stati che evolvono
ciclicamente nel periodo [0, τ].

9come si vede il risultato trovato in regime adiabatico è ancora valido
10l’osservazione risulta evidente confrontando le rappresentazioni (1.3) e (1.6) dell’operatore di evoluzione temporale





2 La fase di Berry

La curvatura di Berry

Nell’esempio della barriera di potenziale trasportata in un campo costante (pag. 2), dal momento
che il parametro �a è tridimensionale, ho fatto uso del teorema di Stokes per trasformare l’integrale
(4) in un integrale di superficie. Nel caso in cui lo spazio dei parametri ha dimensione più alta il
teorema non può essere applicato, o meglio, si deve utilizzare il teorema nella forma più generale:∮

C
a · dl =

�
S

dS · (dR ∧ a)

dove con dR ho indicato la derivata rispetto al parametro.
La formula (4) può essere generalizzata

γn = i
�

S
dS · (dR ∧ 〈n dRn〉) = −


�
S

dS · (dR ∧ 〈n dRn〉) (2.1)

infatti, poiché |n〉 è normalizzato

1 − 〈n n〉 = 0 =⇒ dR[1 − 〈n n〉] = 0 =⇒ dR 〈n n〉 = 0

=⇒ i 〈n dRn〉 ∈ R
Utilizzando le proprietà del prodotto esterno

γn = −

�

S
dS · (〈dRn| ∧ |dRn〉) = −


�
S

dS ·
∑

m

〈dRn m〉 ∧ 〈m dRn〉

Dal momento che 〈n dRn〉 è immaginario, il termine della somma con m = n non dà contri-
buto e può essere omesso. L’esclusione del termine è provvidenziale poiché, dall’equazione di
Schrödinger

0 = 〈m| dR (H |n〉 − En |n〉) =⇒ 〈m dRH n〉 + 〈m dRn〉 (Em − En) = δmndREn

e, se1 m � n

〈m dRn〉 = 〈m dRH n〉
En − Em

1se m = n si ottiene il teorema di Hellmann-Feynman
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e γn può essere scritto come l’opposto dell’integrale di superficie di

Ω ≡ 

∑
m�n

〈n dRH m〉 ∧ 〈m dRH n〉
(En − Em)2

(2.2)

Il risultato ottenuto risolve il problema dovuto alla dipendenza della fase di Berry da |dRn〉. L’e-
sistenza del ket necessita infatti di una base localmente monodroma mentre, scritto così, Ω non
richiede nessuna particolare accortezza nella scelta della base.

• Degenerazione

L’equazione (2.2), per essere accettabile, dovrebbe avere il denominatore En−Em diverso da 0 per
tutti gli m. Quando ciò non accade, ovvero quando si è in presenza di una degenerazione, Ω diver-
ge; nonostante tutto non è il caso di parlare di patologia. Per mostrare che la fase di Berry risulta
ancora calcolabile, mi limito al caso tridimensionale in cui per un certoR̃, Eñ(R̃) = En(R̃). Posso
pensare l’hamiltoniana come composta di due termini di cui uno accoppia unicamente gli stati |n〉
e |ñ〉. Se chiamo quest’ultimo operatore H(n,ñ) e faccio una traslazione dello spettro energetico in
modo che En(R̃) = Eñ(R̃) = 0, posso decidere di parametrizzare H(n,ñ) in modo che sia

H(n,ñ) = R · �σ (2.3)

ottenendo, dalla (2.2)

Ω = 

∑

m�n,ñ

〈n ∇RH m〉 × 〈m ∇RH n〉
(En − Em)2

+ 

〈
n �σ ñ

〉 × 〈
ñ �σ n

〉
R2

(2.4)

con degenerazione in R = 0. Si può vedere facilmente che gli autovettori normalizzati di H(n,ñ)

sono

|n±〉 = 1√
2R2 ∓ 2R R3

⎛⎜⎜⎜⎜⎝ X + iY
±R − Z

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
Interpretando il secondo termine della (2.4) come la curvatura di Berry dell’hamiltoniana (2.3),
calcolo esplicitamente la connessione di Berry e utilizzo l’equazione (2.1) per valutare Ω. Dal
momento che la connessione è reale (come precedentemente dimostrato), nel derivare mi posso
dimenticare della normalizzazione2, ricavando senza difficoltà

〈n± ∇Rn±〉 = 1
2R(R ∓ R3)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−y
x
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
2Se indico con N la normalizzazione e �v l’autovettore


 1
N
�v†∇

(
1
N
�v

)
= 


{
−∇N

N3
+

1
N2
�v† · (∇�v)

}
=

1
N2

 �v† · (∇�v)
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ovvero (a seconda che En(�R(0))><Eñ(�R(0)))

Ω(n,ñ) = ± �R

2R3

Ω = 

∑

m�n,ñ

〈n ∇RH m〉 × 〈m ∇RH n〉
(En − Em)2

± �R

2R3

Il risultato ottenuto mostra che, se per ogni degenerazione l’hamiltoniana viene scomposta in modo
che solo un termine tenga conto di questa, il contributo alla fase geometrica di ogni degenerazione
risulta �

S
∓ �R

2R3
· dS = ∓1

2
Ω(C)

avendo indicato con Ω(C) l’angolo solido sotteso (rispetto al punto di degenerazione) dal sostegno
della curva percorsa dai parametri scelti in modo che l’hamiltoniana ridotta agli stati coinvolti
nella degenerazione sia della forma (2.3).

Interazione spin - campo magnetico

Mi accingo ora a generalizzare i risultati precedenti, considerando un’Hamiltoniana della forma

H = �H · s
dove con s ho indicato l’operatore di spin e con �H un vettore proporzionale al campo magnetico.
Variando lentamente il campo, lo stato del sistema subisce una variazione della fase geometrica.
Mi limito al caso in cui il sistema si trova nell’autostato |n; s〉. Essendo l’energia pari a

En = nH

la curvatura di Berry risulta essere

Ω =
1

H2



∑
m�n

〈n; s s m; s〉 × 〈m; s s n; s〉
(m − n)2

Ricordando gli elementi di matrice degli operatori sx, sy e sz (suppongo l’asse ẑ diretto lungo il
campo magnetico) ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

s(n±1 n)
x ≡ 〈n ± 1; s sx n; s〉 = 1

2

√
s(s + 1) − n(n ± 1))

s(n±1 n)
y ≡

〈
n ± 1; s sy n; s

〉
= ∓ 1

2 i
√

s(s + 1) − n(n ± 1)

s(n n)
z ≡ 〈n; s sz n; s〉 = n

Ωx eΩy sono nulli poiché coinvolgono elementi non diagonali di sz. Per quanto riguardaΩz invece

Ω · �H = 1
H



[
s(n n+1)

x s(n+1 n)
y − s(n n+1)

y s(n+1 n)
x + s(n n−1)

x s(n−1 n)
y − s(n n−1)

y s(n−1 n)
x

]
=

n
H

ovvero

Ω = n
�H

H3
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La fase di Berry è pari al flusso di Ω attraverso la curva fatta percorrere dal campo magnetico.
É consolante il fatto che la curvatura non dipenda dal modulo dello spin (in tal caso il risultato
avrebbe risentito della degenerazione in H = 0). L’integrazione è banale3 e si risolve in

γn(C) = −n
�

∂S=C

�H

H3
= −nΩ(C) (2.5)

dove con Ω(C) ho indicato l’angolo solido sotteso da C nel punto H = 0.

• Fattore di fase per un fotone

Il sistema appena studiato dà lo spunto per trattare un problema completamente diverso. Men-
tre prima il sistema, in regime adiabatico, restava nell’autostato dell’osservabile hamiltoniana, è
possibile prendere in considerazione un caso simile in cui però l’operatore non sia più associato
all’energia, bensì ad un altro osservabile4 . Il fotone è una particella a spin 1 di massa nulla, quin-
di, nel limite adiabatico, ha elicità conservata. L’elicità è associata all’operatore k̂ · s dove con k̂
indico la direzione di propagazione e con s lo spin.

k̂ · s ∣∣∣k̂, σ〉
= σ

∣∣∣k̂, σ〉

dove σ è l’elicità (±1). Un procedimento simile a quello che ha portato alla (2.5) conduce a

γ(C) = −σΩ(C) (2.6)

e tale fase può essere ad esempio vista in esperimenti di interferenza5.

3si potrebbe sfruttare il fatto che Ω è il campo di un monopolo di carica −n
4che deve comunque commutare con l’hamiltoniana dato che si deve conservare nel tempo
5vedi Esperimenti



3 Generalizzazione

Rimozione delle ipotesi

La domanda a cui ha risposto Berry, considerando processi adiabatici, è: “Qual è la fase del
sistema?”. Generalizzare la fase di Berry, vuol dire porsi la stessa domanda omettendo qualche
ipotesi. Questa operazione non fa altro che spogliare la fase degli “accessori inutili”, che ne
nascondono la natura essenzialmente geometrica.

• di non degenerazione

Quando ho introdotto la fase geometrica, ho ricavato la relazione (4) sottointendendo che l’auto-
vettore non fosse degenere. Quest’ipotesi, alquanto restrittiva, può essere omessa (nonostante ciò
complichi notevolmente l’elegante formula ricavata da Berry). Il teorema adiabatico1 vale infatti
anche in caso di degenerazione e, preso nella forma (F.1) porta a

|Ψ〉 = Unm |φn〉 (3.1)

dove |φn〉 è una base ortonormale che “accompagna2” lo spazio dell’autovettore inziale al passare
del tempo (con autovalore E), e il secondo indice di U sta ad indicare che |Ψ0〉 = |φm〉 (ovvero
U0

nm = δnm). Facendo uso della (3.1) nella (F.3) e proiettando su un vettore di base, si previene
all’equazione (definendo Amn ≡

〈
φm φ̇n

〉
)

U̇ = − (A + iEI) U

e quindi

U = T exp

(
−

∫ t

0
(A + iEI) dτ

)
(3.2)

Poiché I commuta con ogni operatore, posso riscrivere la (3.2) in modo da separare i due elementi

U = exp

(
−i

∫ t

0
Edτ

)
· T exp

(
−

∫ t

0
Adτ

)
(3.3)

1vedi Appendice Fisica
2con ciò intendo semplicemente che |φn〉 è una base ortonormale dello spazio ad ogni istante
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Come mostrerò fra poco, il primo fattore a secondo membro è il termine di natura dinamica ovvero
il secondo termine ha natura geometrica e può essere considerato la generalizzazione della fase di
Berry.

• di adiabaticità

Considerando un sistema che evolve nel tempo, la fase geometrica dà informazione sullo spazio
ove il sistema evolve, allo stesso modo di come la fase dinamica caratterizza la lunghezza del
viaggio. Per separare le due fasi provo a generalizzare intuitivamente la fase dinamica calcolata in
regime adiabatico e verifico a posteriori che l’assunzione è corretta in quanto la fase risultante ha
natura geometrica.
La fase dinamica in approssimazione adiabatica è

exp

[
−i

∫ t

0
En(τ)dτ

]

Provo a generalizzarla definendola

γd
de f
= −

∫ t

0
〈Ψ H Ψ〉 dτ

Introduco ora la funzione d’onda ψ in modo che sia

|Ψ〉 = eiγd |ψ〉
A questo punto si ricava immediatamente dall’equazione di Schrödinger

〈ψ i∂t ψ〉 = 0 ovvero 
〈ψ dψ〉 = 0 (3.4)

La legge appena trovata non è altro che la legge del trasporto parallelo3: introducendo una base
locale |n〉 (definita su ogni configurazione dei parametri) si perviene (vd. (M.5)) a

γ(C) = −

�

∂S=C

〈dn| ∧ |dn〉 (3.5)

Per mostrare che γ ha natura geometrica, basta osservare che, considerando qualsiasi altro sistema
che evolve allo stesso modo in termini di “stati”, ma che ha un altro operatore di evoluzione
temporale4

U′ = eiθU

le proprietà geometriche non possono subire cambiamenti, ovvero devono essere invarianti. Ci si
può convincere per sostituzione che tale proprietà è verificata e che quindi γ è la fase geometrica
del sistema.

3vedi Appendice Matematica
4ciò equivale a fare una trasformazione di gauge, nel senso di

|Ψ〉 −→ eiθ |Ψ〉
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Il risultato appena trovato può essere utilizzato per osservare che, anche in presenza di un’ha-
miltoniana indipendente da parametri esterni, uno stato iniziale non stazionario, se evolve
ciclicamente, acquista una fase geometrica non necessariamente nulla.

• di ciclicità

L’esclusione dell’ipotesi di ciclicità è forse il risultato meno intuitivo nell’opera di generalizza-
zione della fase di Berry. Risulta naturale parlare di differenza di fase tra vettori rappresentanti lo
stesso stato... risulta meno chiaro cosa voglia dire confrontare la fase di due stati diversi. La rispo-
sta a questa domanda è stata fornita da Pancharatnam che, in un suo lavoro negli anni ’50, ebbe
la brillante idea di considerare due fasci polarizzati (non ortogonali) in fase, quando l’intensità del
fascio risultante è massima. Se ora considero due stati normalizzati |φ1〉 e |φ2〉 non ortogonali tra
loro, l’interferenza dovuta alla sovrapposizione è

2
(
1 +�〈φ1 φ2〉)

e si definisce la differenza di fase dei due stati la fase di 〈φ1 φ2〉, di modo che, quando 〈φ1 φ2〉 è
reale e positivo, gli stati sono in fase.

Detto ciò, sfruttando il fatto che la connessione trasforma come un potenziale di gauge (vd. (5)),
per analogia con il caso elettromagnetico, l’espressione5

|Dsφ〉 = ∂s |φ〉 − i

〈
φ φ̇

〉
|φ〉

è la derivata covariante di |φ〉, il cui modulo può essere utilizzato6 per definire, nello spazio dei
raggi, la metrica

dl2 = 〈Dsφ Dsφ〉 ds2 = 〈∂sφ I − |φ〉 〈φ| ∂sφ〉 ds2 (3.6)

Consideriamo ora un’evoluzione dello stato lungo una curva geodetica |Φ〉 e di rimando la corri-
spondente evoluzione della funzione d’onda privata della fase dinamica |φ〉 (e quindi caratterizzata
dalla proprietà (3.4)). Dato che per |φ〉 la derivata covariante coincide con la derivata totale, l’equa-
zione geodetica ha una soluzione linerare che, come sto per dimostrare, unisce vettori dello spazio
di Hilbert in fase7. In 0, 
 〈φ0 φ〉 è nulla (la norma è reale), ha derivata nulla (|φ〉 appartiene al
sollevamento orizzontale8) e, essendo φ lineare rispetto al parametro, ha anche derivate superiori
nulle: 〈φ0 φ〉 ∈ R e quindi i vettori sono in fase. Scegliendo la curva geodetica in modo che sia

|Φ〉 = eiθ |φ〉
5 s è una parametrizzazione della curva
6il modulo di un vettore covariante è un invariante di gauge
7in generale l’anolonomia comporta che la relazione essere in fase con non abbia la proprietà transitiva; nonostante

ciò, in questo caso, si può affermare che tutti i vettori sono in fase
8ovvero ha la proprietà (3.4)
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dal momento che φ ha la proprietà (3.4), segue


 〈Φ ∂sΦ〉 = dθ
ds

ovvero

θ =

∫ s

0

 〈Φ ∂sΦ〉 ds′ (3.7)

e θ non è altro che la differenza di fase tra gli stati |Φ0〉 e |Φ〉. Quanto detto dimostra insomma
che, dati due stati Φ1 e Φ2 (non ortogonali), essi hanno differenza di fase pari all’integrale della
connessione di Berry su una curva geodetica.
Se ora consideriamo l’evoluzione di uno stato fino al tempo9 τ, la differenza di fase tra i due stati è
data dalla regola geodetica (covariante di gauge) (3.7). L’integrale della connessione del solleva-
mento orizzontale lungo la curva determinata dall’equazione di Schrödinger è nullo. Integrando la
connessione di Berry lungo la curva composta dal percorso evolutivo e da una qualsiasi geodetica
congiungente lo stato finale con quello iniziale, si ottiene quindi la differenza di fase tra i due stati.
Essendo chiusa la curva d’integrazione, è possibile, attraverso il teorema di Stokes, esprimere la
fase γ come l’integrale (3.5) esteso ad una superficie che ha per contorno quella curva. La fa-
se così calcolata generalizza la fase di Berry ed è una grandezza invariante di natura puramente
geometrica.

Stati misti

Finora ho esaminato la fase geometrica acquistata da stati puri; considerando che in realtà è diffi-
cile preparare uno stato puro, è interessante vedere come i risultati ottenuti possano essere estesi
ad uno stato misto.
Come noto, uno stato misto è descritto da un operatore densità ρ definito nel modo seguente:

ρ
de f
=

∑
i

pi

∣∣∣α(i)
〉 〈
α(i)

∣∣∣

dove pi è la percentuale della miscela caratterizzata dallo stato puro
∣∣∣α(i)

〉
. Dalla definizione,

chiamando U l’operatore di evoluzione temporale, segue immediatamente

ρ = Uρ0U† (3.8)

e ll valor medio dell’osservabile O risulta essere

〈O〉 = tr (ρ O)

D’ora in poi mi limito al caso di non degenerazione e scelgo la base che diagonalizza la matrice
densità

ρ = �w · �ρ [
�ρ
]
k ≡ ρ(k) ≡ |k〉 〈k| t.c. ρ(a)ρ(b) = δabρ

(a) (3.9)

9scelto con l’accortezza di non avere lo stato finale ortogonale a quello iniziale
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Intuitivamente si potrebbe pensare di generalizzare le fasi totale, dinamica e geometrica, sostituen-
do ai valori medi dell’energia e dell’operatore di evoluzione temporale le corrispondenti medie
d’insieme

〈Ψ H Ψ〉 −→ tr (ρ H) (3.10a)

〈Ψ0 U Ψ0〉 −→ tr (ρ0 U) (3.10b)

L’espressione della fase geometrica così ottenuta non è però invariante di gauge: la (3.8) definisce
ρ a partire da U ma, dato ρ, c’è una certa libertà nella scelta dell’operatore di evoluzione temporale.
La classe degli operatori che verificano la (3.8) è definita dalla relazione di equivalenza

U1 ∼ U2 ⇐⇒ ∃β t.c. U2
†U1 =

∑
i

eiβiρ(i)
0 (3.11)

La fase geometrica, dal momento che l’evoluzione del sistema è descritto dalla matrice densità,
non dovrebbe dipendere da β, ma questa proprietà è violata facendo le sostituzioni (3.10).
La fase totale Φ acquistata dal sistema è pari a

Φ = arg
{
tr
[
ρ0U

]}
Scegliendo, all’interno della classe d’equivalenza, l’operatore di evoluzione temporale Us che
soddisfa le condizioni di trasporto parallelo

tr
[
�ρ U̇sUs

†] = �0 (3.12)

sembra ragionevole aspettarsi che la fase geometrica corrisponda, in questo caso, alla fase totale.
Dalle (3.9), (3.12) e (3.11) deriva

γ = arg
{
tr
[
ρ0Us

]}
= arg

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∑

k

wk 〈k0 k〉 e−
∫ t

0 〈k k̇〉dτ
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ (3.13)

che è invariante per sostituzione dell’operatore di evoluzione temporale con uno equivalente.

Esempi

Presento ora due interessanti esempi che, considerando un sistema a due livelli, illustrano il calcolo
della fase geometrica senza l’ipotesi di ciclicità (il primo) e studiando uno stato misto (il secondo).

• particella a spin 1/2 in un campo magnetico fluttuante

Come ho mostrato in precedenza10, la fase di Berry per una particella di spin 1/2 immersa in
un campo magnetico oscillante è pari alla metà dell’angolo solido sotteso dalla curva “percorsa”

10vedi (1.5) oppure, più in generale il risultato (2.5)
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dal campo nel punto di campo nullo. Quanto detto è vero solo quando l’evoluzione è ciclica:
se il campo magnetico ha una componente che fluttua in modo imprevedibile il risultato non è
più applicabile. In ogni esperimento ci si deve confrontare con rumori di varia natura, è quindi
interessante vedere in che modo il rumore possa influenzare la fase di Berry. Per ovvi motivi
mi limito al caso di fluttuazioni di ampiezza piccola rispetto al campo e di frequenza tale da
poter considerare il processo adiabatico. Si può vedere facilmente che, in assenza di rumore, la
connessione di Berry �A è non nulla solo lungo φ̂ ed è pari a

�A = ±1
2

cos θ φ̂

e il segno dipende da quale autostato si considera. Le correzioni dovute alle fluttuazioni possono
essere sviluppate al prim’ordine

�A =

(
±1

2
cos θ ∓ 1

2
sin θ ∂θ

)
φ̂ (3.14)

dove ∂θ è la fluttuazione dell’angolo polare dovuta alla fluttuazione del campo. Poiché la connes-
sione non ha componenti lungo θ̂, posso considerare solo la componente dell’elemento di linea dl
lungo φ̂

dlφ = φ̇dt �
(
φ̇ + ∂φ̇

)
dt

dove ∂φ̇ è la correzione al primo ordine alla velocità angolare media φ̇. La fase di Berry risulta
pari all’integrale della connessione (3.14) lungo la curva “percorsa” dal campo magnetico, oppor-
tunamente chiusa con una geodetica. In un sistema a due stati come quello considerato, si verifica
per sostituzione nella (3.6) che la metrica sullo spazio di Hilbert corrisponde alla metrica naturale
sulla sfera dei parametri, ovvero ds2 = dθ2 + sin2 θ dφ2, e quindi le geodetiche sono gli archi di
cerchio massimo. L’integrale che dobbiamo valutare è

γ =

∫ T

0
Adlφ +

∫
geodetica(
∂φ(T )
∂θ(T )

)
↪→0

�A · d�s � γ±0 +
2π
T

∫ T

0
∓1

2
sin θ ∂θdt +

∫ T

0
±1

2
cos θ ∂φ̇dt +

∫
∂φ(T )↪→0

±1
2

cos θ dφ

avendo indicato con T e con γ0 il periodo del campo e la fase geometrica, in assenza di rumore.
Gli ultimi due termini si cancellano, e la fase geometrica acquistata risulta pari a

γ = γ±0 ∓
π

T

∫ T

0
sin θ ∂θdt

Nell’articolo [5] viene studiata l’entità della correzione sotto l’ipotesi che il campo fluttuante
�K sia un processo di Ornstein-Uhlenbeck (gaussiano 11, stazionario12 e markoviano13) con
uno spettro lorenziano di larghezza molto minore della frequenza di Bohr dello stato consi-
derato. Con questa assunzione si trova che la varianza diminuisce come 1/T e che quindi
l’adiabaticità garantisce che la fase di geometrica sia robusta rispetto a fluttuazioni.

11 �K ha distribuzione gaussiana nel tempo
12uno shift nel tempo lascia invariate le probabilità, ovvero il campo fluttuante non dipende esplicitamente dal tempo
13il “futuro” è determinato unicamente dal “presente” e non dal “passato”
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• sistema statistico a spin 1/2

L’operatore densità, per un sistema a spin 1/2, può essere scritto14

ρ =
1
2

(
1 + �P · �σ

)

dove la polarizzazione |�P| ≤ 1 e l’uguale vale se lo stato è puro. Il più generale operatore di
evoluzione temporale di un sistema a due livelli è

U = e−iφe−iθn̂·σ (3.15)

Perchè U discenda da ρ deve avere la proprietà

U�P0 · σ = �P · σU (3.16)

Sostituendo la (3.15) nella (3.16) si ottiene

P̂ − P̂0 = tan θ n̂ ×
(
P̂ + P̂0

)

e si è liberi di prendere qualsiasi n̂ ortogonale a P̂ − P̂0. Considerando che P̂ e P̂0 sono gli unici
vettori che caratterizzano il sistema, la scelta più sensata per n̂ è

n̂ =
P̂0 × P̂√

1 −
(
P̂0 · P̂

)2

A questo punto θ è fissato, ed è possibile riscrivere l’operatore di evoluzione temporale (ponendo
φ = 0)

U =
1√
2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
√

1 + P̂0 · P̂ − i
P̂0 × P̂√
1 + P̂0 · P̂

· σ
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

Se a questo punto scelgo l’asse ẑ lungo �P0 e parametrizzo la polarizzazione con l’angolo azimutale
θ e l’angolo trasversale φ in modo che quest’ultimo si annulli al tempo 0, l’operatore assume la
forma

U =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝ cos θ
2 − sin θ

2e−iφ

sin θ
2eiφ cos θ

2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ (3.17)

Sostituendo la (3.17) nella (3.13) si ottiene in definitiva

γ = arctan

[
P tan

(
1
2

∫ t

0
cos θφ̇dt − 1

2
φ

)]

14è sufficiente utilizzare che
{
I, σx, σy, σz

}
è una base completa, e che tr [ρ] = 1
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ovvero, chiamando Ω l’angolo solido sotteso dalla curva percorsa daP̂0 rispetto all’origine degli
assi e, se necessario, da una geodetica che chiude la curva

γ = − arctan

[
P tan

Ω

2

]
(3.18)

Il risultato generalizza, a uno stato misto, la formula (2.5) per particelle di spin 1/2.



4 Esperimenti

Osservazione della fase di Berry

Spesso le fasi geometriche sono osservate facendo variare adiabaticamentente parametri esterni: è
questo il caso della precessione dello spin in presenza di un campo magnetico rotante. Esistono an-
che altre applicazioni in cui non è possibile controllare i parametri; fanno parte di questa tipologia
i sistemi dove è applicata l’approssimazione di Born-Oppenheimer1. Per semplicità di trattazione,
concludo questa breve introduzione alla fase geometrica con la descrizione di due esperimenti del
primo tipo, che hanno permesso di verificare la consistenza della teoria.

• usando una fibra ottica

Una delle prime verifiche sperimentali dalla fase di Berry è stata data da Tomita e Chiao [11].
L’osservazione alla base dell’esperimento è fornita nell’articolo [9] di cui ho fatto brevemente
cenno nel “ricavare” la (2.6). Quest’ultima equazione, applicata a luce polarizzata linearmente,
predice una rotazione della polarizzazione dovuta a fattori geometrici. Nell’esperimento è stata
studiata la suddetta rotazione usando una fibra ottica (inserita in un manicotto di Teflon) avvolta a
spirale, in modo però da lasciare parallele le due estremità.

Figura 4.1: setup sperimentale

1L’approssimazione di Born-Oppenheimer in fisica molecolare consiste, in poche parole, nel considerare il moto dei
nuclei molto lento rispetto a quello degli elettroni, in modo che gli stati elettronici possano essere trattati come fossero
approssimativamente stazionari
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Dapprima (fig. 4.1) la fibra è stata avvolta intorno al perimetro di una molla in modo da formare
una spirale uniforme di inclinazione θ dipendente dallo stato della molla. Agendo su questa, è
stato variato il passo p mantenendo costante la lunghezza della fibra ottica s, ed è stata misurata la
rotazione della polarizzazione in funzione dell’angolo solido percorso dalla luce nello spazio dei
momenti. Dal grafico in figura 4.1 si vede che l’angolo solido spazzato dalla curva della fibra è
pari a 2π(1 − cos θ), e la (2.6) può essere riscritta

γ(C) = −2πσ
(
1 − p

s

)

Successivamente la fibra è stata avvolta intorno ad un cilindro in modo da lasciare costante il
raggio della spirale ma consentire la formazione di spirali non uniformi. Dallo studio del sostegno
della curva lungo cui era poggiata la fibra, è stato possibile risalire all’inclinazione θ e quindi
all’angolo solido spazzato dalla curva.

γ(C) = −σ
∫ 2π

0
1 − 1√

1 + r2
(

dφ
dr

)2
dφ

Plottando i risultati ottenuti sul piano cartesiano con ascissa Ω e ordinata la rotazione dell’angolo
di polarizzazione Θ, è stato positivamente confrontato il dato sperimentale col risultato atteso. Per

Figura 4.2: Rotazione della polarizzazione in funzione dell’angolo solido

verificare la natura geometrica della fase di Berry è stato inoltre fatta variare la forma della spirale
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mantenendo costante l’angolo solido nello spazio dei momenti: l’indipendenza del risultato dalla
particolare curva ha confermato la natura topologica della fase.

• sfruttando rivoluzioni incomplete del campo magnetico

Nell’esperimento descritto nell’articolo [12], è stata osservata la fase geometrica analizzando il
passaggio di un fascio di neutroni attraverso un campo magnetico rotante. L’apparato sperimen-
tale è mostrato nella figura 4.3. Il fascio di neutroni è stato2 monocromatizzato alla lunghezza

Figura 4.3: setup sperimentale

d’onda λ = 1.5Å e polarizzato (|�P0| = 0.95). Un dispositivo di adiabatic spin turn ha permes-
so di analizzare separatemente i casi di polarizzazione iniziale lungo ogni direzione, e quindi di
determinare gli elementi della matrice di rotazione P della polarizzazione �P

�P = P�P0

Due bobine ortogonali attraversate da segnali sfasati di 90◦ sono state utilizzate per produrre il
campo magnetico rotante. Considerando che alla frequenza di ∼ 26KHz il campo ruotava di circa
un angolo giro nel tempo di percorrenza t, è stata fissata a 40G l’intensità minima del campo, tale
da garantire l’adiabaticità nel range di frequenza 4KHz ÷ 41KHz ovvero, in termini di rotazione
magnetica, 0.3π ÷ 3.1π.

2con una coppia di cristalli Heusler
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Dal momento che la polarizzazione è di modulo quasi unitario, è accettabile trattare il sistema
come fosse puro. L’equazione (1.3), con3 θ = π/2 e corretta in modo da prevedere l’ingresso del
neutrone nella regione di campo non nullo al tempo variabile t0, assume la forma

U = e−iωt σz
2 exp

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝−i

[
cos (ωt0)σx + sin (ωt0)σy

]
ωLt − σzωt

2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
dove con ωL ho indicato la frequenza di Larmor.

La (1.4), ricondotta a questo problema, si scrive δ = −ωLt. Escludendo ogni termine dipendente
da δ, si può quindi dedurre per la fase geometrica qualcosa del tipo γ ∼ ωt e più esattamente,
per quanto visto in precedenza4, γ = −ωt. Inizialmente il fascio è stato polarizzato lungo ŷ.
L’elemento di matrice Pyy è

Pyy = cos γ cos

(
1
2

S t

)
+
γ

S t
sin γ sin

(
1
2

S t

)
− δ2

S 2t2
cos (2ωt0 − γ) sin

(
1
2

S t

)
− γ2

S 2t2
cos γ sin

(
1
2

S t

)

(4.1)

dove S ≡
√
ω2 + ω2

L.

Figura 4.4: Intensità dei neutroni in funzione di t0, per diverse frequenze di Larmor

Nell’esperimento sono state fatte misure dell’intensità del fascio in funzione di t0, al variare del-
l’ampiezza del campo (vedi figura 4.4). Un FIT dei risultati sulla base dell’equazione (4.1) ha
portato a stimare una γ ≈ −1.12π in completo accordo con il valore atteso.

Settando il sistema in modo da poter applicare l’approssimazione adiabatica, si semplifica S ≈
ωLt � ωt, ovvero il secondo e il quarto termine della (4.1) possono essere trascurati. La figura 4.5

3il campo risiede nel piano x̂ ⊗ ŷ
4vedi la (2.5)
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Figura 4.5: Intensità dei neutroni in funzione di t0/T (T = 2π/ω), ad ampiezza del campo costante
e per ω variabile

può essere interpretata con l’aiuto del solo terzo termine della (4.1). La linea tratteggiata mostra
la variazione di γ con la frequenza e costituisce una misura diretta della fase di Berry.
Successivamente è stato polarizzato il fascio lungo ẑ. L’elemento di matrice Pzz si scrive

Pzz = cos

(
1
2

S t

)
+
γ2 − δ2

S 2t2
sin

(
1
2

S t

)

che, in approssimazione adiabatica, è indipendente dalla geometria del sistema.

Figura 4.6: Cambiamento della polarizzazione lungo l’asse ẑ

La figura 4.6 conferma il fatto che si poteva considerare il processo adiabatico solo per campi di
ampiezza superiore a ∼ 40G .





♦ Appendice
Matematica

Trasporto parallelo

Per la comprensione della fase geometrica è necessario introdurre il concetto di anolonomia. Per
anolonomia si intende che la non integrabilità causa l’alterazione di alcune variabili in seguito alla
variazione ciclica di altre. La più semplice anolonomia si ha nel trasporto parallelo. Per chiarire e
generalizzare al caso quantistico il concetto di trasporto parallelo considererò un caso particolare
di trasporto.

• ... classico

Le condizioni che definiscono il trasporto parallelo di un versore �v su una superficie di una sfera
di raggio unitario sono che questo resti sempre perpendicolare al raggio �r e che il piano fissato dai
due vettori non ruoti intorno ad �r.

�̇v = �Ω ∧ �v �Ω = �r ∧ �̇r (M.2)

L’anolonomia nasce perché tale legge non è integrabile, ovvero quando �v viene trasportato su un
percorso chiuso, al termine del trasporto risulta ruotato rispetto alla direzione iniziale.
Introducendo un terzo vettore in modo che {�v,�r,�r ∧ �v} sia una base ortonormale dello spazio, la
(M.2) può essere interpretata come

�̇v ∥ �r (M.3)

da cui segue che
(
�r ∧ �v) · �̇v = 0⇐⇒ (

�r ∧ �v) · �̇v = (
�v ∧ �r) · �̇v⇐⇒ (

�r ∧ �v) · �̇v = �v · (�r ∧ �̇v)⇐⇒
⇐⇒ (

�r ∧ �v) · �̇v = �v · dt
(
�r ∧ �v)⇐⇒ (

�r ∧ �v) · �̇v − �v · dt
(
�r ∧ �v) = 0

Definendo il vettore complesso

�ψ
de f
=

1√
2

[
�v + i�r ∧ �v]

l’ultima equazione più essere riscritta come



[
�ψ∗ · �̇ψ

]
= 0 ovvero 


[
�ψ∗ · d�ψ

]
= 0 (M.4)
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dove d�ψ è la variazione di ψ in seguito al cambiamento d�r. Per calcolare di quanto risulti ruotato
il vettore in seguito al trasporto lungo una superficie chiusa, è necessario definire una base locale
{�e1, �e2} in ogni punto della sfera, ovvero specificare il versore complesso

�n =
1√
2

[
�e1 + i�e2

]

Se l’angolo che forma il vettore trasportato con �e1 è θ, segue direttamente dalla definizione di �ψ

�ψ = e−iθ�n

che sostituito nella (M.4) dà
dθ = 
 [

�n∗ · d�n]
L’anolonomia è quindi data dall’integrazione di 
[�n∗ · d�n] sulla curva lungo la quale è trasportato
il vettore5

θC = 

[∮

C=∂S
�n∗ · d�n

]
Teo Stokes−−−−−−−−→ θC = 


�

S

d�n∗ ∧ · d�n (M.5)

Un cambiamento della base può essere rappresentato da una rotazione locale degli assi

�n(�r) −→ eiR(�r)�n(�r)

che lascia comunque invariato d�n∗ ∧ · d�n : l’integrando della (M.5) è quindi indipendente dalla
scelta della base locale.

• ... quantistico

La generalizzazione quantistica del trasporto parallelo si ha rimpiazzando il versore complesso�ψ
con lo stato quantistico |ψ〉, e la posizione sulla sfera con la posizione nello spazio dei parametri
del sistema. Come nel caso classico, |ψ〉 è definito a meno di una fase; la (M.4) può essere quindi
interpretata come


 [〈ψ dψ〉] = 0 (M.6)

Analogamente a quanto già visto, questa legge non è integrabile, ovvero quando i parametri va-
riano ciclicamente (percorrendo la curva C) la funzione d’onda che obbedisce alla legge acquista
una fase

〈ψ0 ψC〉 = eiγ(C) (M.7)

5

d�a ∧ · d�b de f
= dX1dX2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝ ∂�a∂X1
· ∂

�b
∂X2
− ∂�a
∂X2
· ∂

�b
∂X1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
dove X1 e X2 sono parametri che specificano la posizione sulla sfera



♦ Appendice
Fisica

Teorema adiabatico

Sia H un’Hamiltoniana dipendente dal tempo con la proprietà essenziale che gli autovalori restino
distinti per l’intervallo di tempo considerato; il teorema adiabatico costituisce una proprietà dello
spettro discreto di H. Nonostante l’inutilità dell’assunzione, per semplictà ipotizzo lo spettro in-
teramente discreto.

Siano gli autovalori εi e i proiettori sui rispettivi sottospazi Πi funzioni continue del tempo ed
inoltre:

1. gli autovalori restino distinti durante l’intero periodo;

2. i proiettori siano C2 nell’intervallo;

allora

� per l’Hamiltoniana vale la decomposizione spettrale

H =
∑

n

εnΠn

� per i proiettori valgono le relazioni di ortogonalità

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ΠnΠm = δnmΠm∑

n Πn = I

� è possibile stabilire un’equivalenza unitaria tra l’insieme dei proiettori al tempo 0 e al tempo
t

Πn = S Π0
n S†
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S non è univocamente definito6; si può rimuovere l’arbitrarietà richiedendo che
questo verifichi l’equazione

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
iṠ = KS
K = i

∑
n Π̇nΠn

e che quindi, per K valga
Πn K Πn = 0

Il teorema adiabatico enuncia che se l’Hamiltoniana al tempo 0 e al tempo T prende due valori
assegnati H0 e HT , indicando con U l’operatore di evoluzione temporale e con Vn l’autospazio
n-esimo

U :
T→∞ V0

n −→ Vn (F.1)

dacché

|Ψ〉 −→
T→∞

∑
n

exp

(
−i

∫ t

0
εndτ

)
S Π0

n |Ψ0〉 + O

(
1
T

)
(F.2)

Definendo ∣∣∣Ψ•n〉 de f
= exp

(
−i

∫ t

0
εndτ

)
S Π0

n |Ψ0〉

e considerando solo il contributo preponderante della funzione d’onda (sia ad esempio lo stato
n-esimo), segue inoltre che

Πn (i∂t −H) |Ψ•0〉 = 0 (F.3)

6componendo S con un generico operatore che commuta con il proiettore, si ottiene un operatore che soddisfa la
stessa equazione
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