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 Electrons dans les solides

Les

• Rappels sur les gaz de fermions
• Théorie des bandes
• Conducteurs et Isolants
• Semiconducteurs



Fermions: facteur dʼoccupation

P (nk) =
eβnk(µ−�k)

1 + eβ(µ−�k)

Distribution du nombre de particules dans l’état   : k

fk = �nk� =
1

1 + eβ(�k−µ)Facteur d’occupation de Fermi:

�N� =
�

k

fk

U = �E� =
�

k

fk�k

|φk� �kEtats d’un électron : Energie :



Facteur dʼoccupation de Fermi

fk = �nk� =
1

1 + eβ(�k−µ)
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Electrons libres



Electrons dans un solide
Electrons libres? NON!

- une bonne approximation pour les métaux...

Positions des noyaux fixées aux points �Rn

noeuds d’un réseau périodique

Conducteurs, isolants, semiconducteurs, 
supraconducteurs, magnétorésistance géante, 
transistors, ...

H =
�

i

�p
2
i

2m
− Ze

2
�

i,n

1
|�ri − �Rn|

Hamiltonien des électrons:

+e2
�

i<j

1
|�ri − �rj |



Electrons dans un solide

H =
�

i

�p
2
i

2m
− Ze

2
�

i,n

1
|�ri − �Rn|

Ordres de grandeur:

Interaction de Coulomb d’un électron 
avec les autres:  (écrantage)

e2

a
� e2n1/3

Interactions deviennent négligeables dans la 
limite de haute densité (conséquence de Pauli)

+e2
�

i<j

1
|�ri − �rj |

Energie cinétique d’un électron 
(énergie de Fermi): εF ∼ Cn2/3=



Electrons dans un solide

+e2
�

i<j

1
|�ri − �rj |

Veff (�r) �
�

d�r � n(�r �)
e2

|�r − �r �|

Pour aller au delà: approximation de champ moyen.

e2
�

i<j

1
|�ri − �rj | �

�

i

Veff (�ri)

H =
�

i

�p
2
i

2m
− Ze

2
�

i,n

1
|�ri − �Rn|

n(�r) calculé de façon auto-cohérente à partir de 

H =
�

i

�p
2
i

2m
− Ze

2
�

i,n

1
|�ri − �Rn|

+
�

i

Veff (�ri)



Electrons dans un solide: champ moyen

Veff (�r) �
�

d�r � n(�r �)
e2

|�r − �r �|

e2
�

i<j

1
|�ri − �rj | �

�

i

Veff (�ri)

Principe du calcul:

H =
�

i

�p
2
i

2m
− Ze

2
�

i,n

1
|�ri − �Rn|

+
�

i

Veff (�ri) =
�

i

hi

Diagonaliser

Diagonaliser    :h états φk(�r)

n(�r) = 2
�

k

|φk(�r)|2 1
eβ(�k−µ) + 1

En fait nettement plus compliqué: Hartree-Fock, 
fonctionnelle de densité Veff existe, périodique

(Idée qualitative)



Electrons dans un solide: potentiel effectif

H =
�

i

�
�p

2
i

2m
+ Veff (�ri)

�

Veff (�r) Veff (�r) =
�

n

V (�r − �Rn)périodique:

Etats propres d’un électron 
dans un potentiel périodique?

Th. des perturbations?



Effet crucial dʼun potentiel périodique

Electron vecteur 
d’onde k

λ =
2π

k

a =
λ

2 interférences destructives: même un 
potentiel faible va bloquer le mouvement 
d’un électron pour k =

π

a

a

λ

Veff

ψ



Electron dans un potentiel périodique

Une méthode générale: la méthode des liaisons fortes.

•Double puits
•Une dimension
•Dimension quelconque



Retour sur le double puits

h =
�p 2

2m
+ V (�r − �R1) + V (�r − �R2)

�R1
�R2

�r
a



Retour sur le double puits

�r

h =
�p 2

2m
+ V (�r − �R1)Puits de gauche

Etat fondamental: φ(�r − �R1)

�R1

�Energie



h =
�p 2

2m
+ V (�r − �R1) + V (�r − �R2)

Approximation des liaisons 
fortes: diagonaliser      dans le 
sous-espace formé des états 
fondamentaux dans chaque puits

h

�r
φ(�r − �R1)|ψg�

φ(�r − �R2)|ψd�

�ψg|ψd� � 0

�ψg|h|ψd� = −t

�ψg|h|ψg� = �



Dans la base |ψg�, |ψd� h =
�

� −t
−t �

�
:

1√
2
(|ψg�+ |ψd�)

1√
2
(|ψg� − |ψd�)

Etats propres:

Es = �− t

Ea = � + t

Energies:



�ψg|h|ψd� = −t

�r �r

1√
2
(|ψg�+ |ψd�)

Es = �− t

1√
2
(|ψg� − |ψd�)

Ea = � + t

: amplitude tunnel

a a
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Electron dans un potentiel périodique, d=1

Rn = na

|ψn� → φ(r − na)

�ψp|ψn� � δp,n

�ψp|h|ψn� �






� si p = n
−t si p = n ± 1
0 dans les autres cas

h =
p2

2m
+

�

n

V (r −Rn)



Electron dans un potentiel périodique, d=1

h =





� −t 0 . . . −t
−t � −t . . . 0
0 −t � . . . 0
. . . . . . .
. . . . . � −t
−t 0 0 . . −t �





Hamiltonien dans la base des         (liaisons fortes): matrice |ψn�
N ×N

|φk� =
�

n

eikan |ψn� �k = �− 2t cos ka

Vecteurs propres: Valeurs propres:

Délocalisés!







eika

e2ika

e3ika

.

.
eNika









� −t 0 . . . −t
−t � −t . . . 0
0 −t � . . . 0
. . . . . . .
. . . . . � −t
−t 0 0 . . −t �









eika

e2ika

e3ika

.

.
eNika




�k=

h|φk� = �k|φk�Preuve de

�k = �− t(eika + e−ika) = �− 2t cos ka

Quantification: eNika = 1 k =
2πp

N

1
a

|φk+2π/a� = |φk�Valeurs possibles: k ∈
�
−π

a
,
π

a [

|φk� =
�

n

eikan |ψn�



Bande dʼénergie dans un cristal,  d=1

|φk� =
�

n

eikan |ψn�

�k = �− 2t cos ka

k =
2πp

N

1
a

k ∈
�
−π

a
,
π

a [

Un électron en une dimension

N = 20

!

/a /a0

+2t

!2t
"#"

!

!

“Zone de Brillouin”



Bande dʼénergie dans un cristal,  d=1

|φk� =
�

n

eikan |ψn�

�k = �− 2t cos ka

k =
2πp

N

1
a

k ∈
�
−π

a
,
π

a [

Un électron en une dimension
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Bande dʼénergie dans un cristal,  d=1
Un électron en une dimension
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Bandes dʼénergie dans un cristal,  d=1
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Vecteur d’onde k
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Plusieurs états atomiques

Plusieurs bandes

2N états dans 
chaque bande

E

Bande interdite



Electron dans un potentiel périodique

Une méthode générale: la méthode des liaisons fortes.

•Double puits
•Une dimension
•Dimension quelconque



Electron dans un potentiel périodique

�ψp|ψn� � δp,n

h =
�p 2

2m
+

�

n

V (�r − �Rn) |ψn� → φ(�r − �Rn)
Etat lié dans un puits: 

�ψp|h|ψn� �






� si p = n
−t si p et n sont voisins
0 dans les autres cas

On cherche un état propre |φ�k� =
�

n

ei�k.�Rn |ψn�

�ψp| �ψp|h|φ�k� = ��k |φ�k�

= � ei�k.�Rp − t
�

n(p)

ei�k.�Rn

�

n

ei�k.�Rn �ψp|h|ψn�

= ��k ei�k.�Rp



Electron dans un potentiel périodique

On cherche un état propre |φ�k� =
�

n

ei�k.�Rn |ψn�

�ψp| �ψp|h|φ�k� = ��k |φ�k�

�

n

ei�k.�Rn �ψp|h|ψn�= � ei�k.�Rp − t
�

n(p)

ei�k.�Rn

= ��k ei�k.�Rp

��k = �− t
�

n(p)

ei�k.(�Rn−�Rp)



Electron dans un potentiel périodique

Réseau cubique, dimension d: 

�Rp

�Rn

�Rn − �Rp = ax̂ν

��k = �− 2t
d�

ν=1

cos(kνa)

Etat propre |φ�k� =
�

n

ei�k.�Rn |ψn�

��k = �− t
�

n(p)

ei�k.(�Rn−�Rp)

��k : pseudo-impulsion

Relation de dispersion



Electron sur un réseau carré
��k = �− 2t

d�

ν=1

cos(kνa)

kx, ky ∈ [−π/a,π/a]

�2

0

2

�2

0

2

�4

�2

0

2

4

kx

ky
��k

2 N dans une bandeétats

[−4t, 4t]d’énergie 2π/Lmultiples de 

Zone de Brillouin



Electron sur un réseau carré
��k = �− 2t

d�

ν=1

cos(kνa)

�2

0

2

�2

0

2

�4

�2

0

2

4

kx

ky
��k

x petit
électronsxN

T = 0
2N états

Etats occupés



Electron sur un réseau carré
��k = �− 2t

d�

ν=1

cos(kνa)

�2

0

2

�2

0

2

�4

�2

0

2

4

kx

ky
��k

x = 0.8électronsxN
T = 0

2N états



Electron sur un réseau carré
��k = �− 2t

d�

ν=1

cos(kνa)

x = 1

électronsxN
T = 0

2N états

Surface de Fermi = carré 
tourné de 45°!



Electron sur un réseau carré
��k = �− 2t

d�

ν=1

cos(kνa)

x petit

électronsxN
T = 0

2N états

Surface de Fermi      cercle 
(sphère à 3d)

�

�k = �0 + ta2�k2 = �0 +
�2

2meff

�k2

Comme des électrons libres, avec une masse effective
meff �= me



Surface de Fermi du cuivre

kx

ky

kz



Densité dʼétats
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Densité dʼétats

D(E)dE = 2
V

8π3

�

��k∈[E,E+dE]
dkxdkydkz

d = 3

�− 6t � + 6t�

D(E)



Densité dʼétats

D(E)dE = 2
V

8π3

�

��k∈[E,E+dE]
dkxdkydkz

d = 3

�− 6t
� + 6t

�

D(E)

�(�k) = �c +
�2�k2

2meff

D(E) � 2V (2meff )3/2

4π2�3

�
E − (�− 6t)



Bandes dʼénergie du Sodium

a (A)5 100

(eV)
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−20
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2p (d=6)

3s (d=2)
3p (d=6)ε

D
1s

2s

2p

3s−3p

Sodium

2N 2N

6N

N

20 eV
3 eV−2

10 eV

εεF

Z=11

2N 6N

Z = 11

11 N électrons N

Bande de 
valence

Bande de 
conduction

2N



Bandes dʼénergie du Sodium

D
1s

2s

2p

3s−3p

Sodium

2N 2N

6N

N

20 eV
3 eV−2

10 eV

εεF

Z=11

Z = 11

Bas de la bande de conduction: �(�k) = �c +
�2�k2

2meff

fermions libres, masse N meff � 0.44 m



Bandes dʼénergie dʼun isolant

D
1s

2s

2p

3s−3p

Sodium

2N 2N

6N

N

20 eV
3 eV−2

10 eV

εεF

Z=11

Bande de conduction vide

Z = 10
Néon



Bandes dʼénergie dʼun isolant

Bande de
valence

Bande de
conduction

Bande
interdite

Gap

v cε ε

D

ε

Néon: gap ∼ 20 eV∼ 240000K

Si le gap est <∼ 1 ou 2 eV “semiconducteur”



Conductivité des solides

Ge: gap = 0,7 eV

Si: gap = 1,1 eV



Semiconducteurs...

Un transistor: même ordre 
de grandeur de prix qu’un 
grain de blé (4 mg)



Densité de porteurs dʼun semiconducteur
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f 1-f

EEcEv

Gap Eg = Ec − Ev

µ
p(T ) : nb de trous 

dans la bande de 
valence

n(T ) : nb d’électrons 
dans la bande de 
conduction

µ

Hyp:

proche du 
milieu du gap
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f 1-f

EEcEv

Densité de porteurs dʼun semiconducteur

p(T ) =
� �c

−∞
d� (1− f(�))Dv(�) n(T ) =

� ∞

�c

d� f(�)Dc(�)



Nombre dʼélectrons dans la bande de conduction

n(T ) =
� ∞

�c

d� f(�)Dc(�) =
� ∞

�c

d�
1

1 + eβ(�−µ)
Dc(�)

Dc(�) � 2V
(2mc)3/2

4π2�3

√
�− �cApprox.

Hypothèse: µ � �v + �c

2
�c − µ� kT,

n(T ) �
� ∞

�c

d� e−β(�−µ)Dc(�)

Ordre gdeur

e−βEg/2
n(T ) � V

4

�
2mckT

π�2

�3/2

e−β(�c−µ)



Nombre de trous dans la bande de valence

p(T ) �
� �v

−∞
d� [1− f(�)]Dv(�) =

� �v

−∞
d�

1
1 + e−β(�−µ)

Dv(�)

Hypothèse: µ � �v + �c

2
, µ− �v � kT

=
� �v

−∞
d� eβ(�−µ)Dv(�)p(T )

Approx. Dv(�) � 2V
(2mv)3/2

4π2�3

√
�− �c

Ordre gdeur

e−βEg/2
p(T ) � V

4

�
2mvkT

π�2

�3/2

e−β(µ−�v)



Nombre de porteurs

électrons

trous

n(T ) = p(T )

µ =
�v + �c

2
+

3
4
kT log

mv

mc
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EEcEvConfirme l’hypothèse de µ �
�v + �c
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n(T ) � V

4

�
2mckT

π�2

�3/2

e−β(�c−µ)

p(T ) � V

4

�
2mvkT

π�2

�3/2

e−β(µ−�v)



Nombre de porteurs

n(T ) = p(T ) � V

4

�
2
√

mcmvkT

π�2

�3/2

e−βEg/2

Conductivité 
proportionnelle à  

T 3/2 e−Eg/(2kT )

Germanium

Eg = 0.7pente

ImpuretésApplication: thermistors



Nombre de porteurs

Exemple Si: 

T = 300 K

mc = mv =
m

10
Eg = 1.1 eV

n(T ) = p(T ) � V

4

�
2
√

mcmvkT

π�2

�3/2

e−βEg/2

n

V
=

p

V
∼ 1016 m−3

∼ 1029 m−3Atomes

∼ 10−13Ionisation effective

Même une faible 
fraction d’impuretés 
change complètement 
le nombre de porteurs



Absorption optique dʼun semiconducteur

D
Dc

h ν

ε

v

Absorption pour hν > Eg

Antimoniure d’Indium 
(InSb) Eg = 0.2 eV

λ = 6µm

Effet photovoltaïque

Optoélectronique 

Majeures



Semiconducteurs IV:  Si, Ge

III-V:  GaAs, InSb



Semiconducteurs IV:  Si, Ge

III-V:  GaAs, InSb



Dopage “n”: impuretés donneuses

: Si

: P

P : Un électron supplémentaire. 
Etat très faiblement lié autour 
de l’ion P  (rayon             )� 50 a0

Bande de
valence

Bande de
conduction

Bande
interdite

Gap

v cε ε

D

ε

εd

�c − �d � 45

�c − �v � 1.1

meV

eV 300 = 1/40K eV



Dopage “n”: impuretés donneuses

Bande de
valence

Bande de
conduction

Bande
interdite

Gap

v cε ε

D

ε

εd

�c − �d � 45

�c − �v � 1.1

meV

eV 300 = 1/40K eV

�c − �d � kT � �c − �v

n(T ) � Nd

Nd impuretés. Pour 

p(T )� n(T )

électrons en excès, 
contrôlé par le taux 
d’impuretés. 
Matériau dopé n



Dopage “p”: impuretés acceptrices

Bande de
valence

Bande de
conduction

Bande
interdite

Gap

v cε ε

D

ε

Nd impuretés. 

trous en excès, 
contrôlé par le taux 
d’impuretés. 
Matériau dopé p εa

Bore (III) dans Silicium (IV): 
déficit local d’un électron. Un 
électron de la bande de valence 
peut venir en état lié autour de 
l’ion B

p(T ) � Na

n(T )� p(T )



Jonction p-n

p n

p n

V
+
+

+
+

-
-
-
-

�E

�Eext amplifie 
aucun courant

δV

�Eext diminue δV

courant



p-n-p: transistor

p n

p n

V
+
+

+
+

-
-
-
-

�E

p pn

Emetteur Base Collecteur

Courant émetteur-collecteur 
contrôlé par la tension 
émetteur-base... 
Une longue histoire, 
basée sur: bandes, Fermi...

Majeures...



Résumé des points importants

-3 -2 -1 0 1 2 3

Vecteur d’onde k
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En
er
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Electron dans un potentiel 
périodique:  bandes d’énergies 
des états, séparées par des 
‘gaps’

D
1s

2s

2p
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Densité d’états:

Isolant si �F dans un gap

Conducteur si �F dans une bande

Semiconducteur = isolant à faible gap

�(�k)



Résumé des points importants 

Nombre de porteurs
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Semiconducteur:

Très sensible aux impuretés: dopage!

Absorption si hν > Eg


