Physique Statistique (PHY432)

Amphi 8: Gaz quantiques

Marc Mezard

Rappel. Page web du cours:

http://www.lptms.u-psud.fr/membres/mezard/X.html

Chapitres et paragraphes du poly enseignés a
chaque amphi. Suggestions d’exercices et
problemes corriges...




Gaz quantiques

* Principe de Pauli
* Exercices d’eéchauffement (deux particules, deux éetats)
* Le grand saut: Pauli + grand canonique

Virage dangereux!

» Etoiles a neutrons, semiconducteurs,
supraconducteurs, Rayonnement de
’univers, condensats de Bose, lasers...




Particules identiques

Ensemble canonique. S :état propre de H, |¢n)

[ = Ze_ﬁE”

Rien a changer. Mais |y,,)
doit satisfaire au
principe de Pauli

periodique, stabilite de la
matiere, effet laser, metaux-
isolants, supraconductivite,...




Principe de Pauli

Contraint la symetrie des etats quantiques des particules
indiscernables

Bosons:

) symétrique par I'échange de deux particules

Pra|y) = i)

Fermions:

7)) antisymétrique par I'échange de deux particules

Pro|Yp) = —|9)




Principe de Pauli et diffusion de deux
particules

Etat initial: une particule |k) ,une particule | — k)

Etat final: une particule |k') ,une particule | — k")




Principe de Pauli et diffusion de deux
particules: cas des fermions

k

Etat initial: une particule |k)

une particule | — k)




Principe de Pauli et diffusion de deux
particules: cas des fermions

Etat final: / k'

1 / / / /
r) = o (K, —K) \—k,k»/_k/




Principe de Pauli et diffusion de deux
particules: cas des fermions

Amplitude de transition

K, —K'|S|k,—k)  f(r—a) = (=K K'|S|k, —k)




Principe de Pauli et diffusion de deux
particules: cas des fermions

i) = 75 Ik, =k) = [= K, k)

V) = —7 (K, —K) = |= &, K))

WslSi) = fla) = f(m — a)

Probabilite de diffusion

fla) = f(m — a)|7




Principe de Pauli et diffusion de deux
particules: cas des bosons

i) = 75 Ik =k) +[= K, k)

V) = —7 (K, —K) +|= &, K))

(WrlS|vs) = fla) +f(m — )

Probabilite de diffusion

fla)+ f(m —a)|7




Principe de Pauli et diffusion de deux
particules

Fermions: p=|f(a) — f(m — a)l’

Bosons: p=|f(a)+ f(m — a)|?

Diffusion a 90°: Limite de basse energie:

fla)=ct*

) Fermions sans
Bosons: p =4|f(7/2)] interaction. Bosons:

. o 9 diffusion plus forte
Discernables: p = 2|f(7w/2)] que discernables

Fermions: p =0




Systeme de deux éelectrons, spin

-V (7) + V(7 +W><

Etats a une particule: [¢) = |¢,, =

Energie de Coulomb differentes:
Interactions d’échange (ferro)

1
\/5("7 | 7'>)

Etats a deux particules:

Singulets: C@Qbk; o1) + |1 ¢k>)}<
k<

Triplets: C[(!cbk; d1)—|du; ¢k>)}<
k<l




Importance de I'indiscernabilité

Systeme a deux niveaux,
température 1': U =7

Une particule:
1

1+ ePe

Po =

P1




Importance de I'indiscernabilité

Systeme a deux niveaux,
température 1': U =7

Deux particules discernables:




Importance de I'indiscernabilité

Systeme a deux niveaux,
température 1': U =7

Deux bosons indiscernables: NB: Une SeU|eJ

configuration

—0—0-

6—258

0 ce PE 4 2ee20¢
1+ e P4 268




Importance de I'indiscernabilité

Systeme a deux niveaux,
température 1': U =7

Deux fermions indiscernables (sans spin):

U =¢ atoute tempeérature!




Importance de I'indiscernabilité

Systeme a deux niveaux,
température 1': U =7

1.2

Fermions

Ule 1

0.8 r

Bosons




Gaz parfait quantique

hlor) = exldr) , k€{0,1,2,..}

|#1) prend en compte tous les degrés de liberté (spin, etc...).
et le principe de Pauli

Temperature T Ensemble canonique

Une particule: Z e Per
k

Deux particules!?




Deux particules discernables

Ok 01)) — E=¢€,+¢ ; ki1e€{0,1,2,...}

Fonction de partition:

Z 6—5(% +e) —

k.l

Z o~ B¢k

k

En general, pour N particules discernables identiques:

Zp(B) = z1(8)”

Cas des fermions et des bosons? (1/N!J 2...Non...




Deux fermions

1

ﬂ(’¢k§¢l>_’¢l§€bk >) — E=e+e€ 3(0§k<l]

Fonction de partition:

2
= 3 e Plata) : _ %Ze—wek
k

5 1
=5 2(0)" = 5 z(206)




Deux bosons

C(|ok; 1) + |o150k)) — E =€+ € ;(Oékél]

Fonction de partition:

— Z e~ B(erter) :% %Ze—Qﬁek
k




Thermodynamique de deux particules
identiques, température 7 =1/0

Fonction de partition:

+ 5 z1(20) 8 T
Cas de deux niveaux

“
Comportements thermodynamiques

completement differents

\.




Corrélations induites par la statistique

6_2/3616

Zk/ e~ 20¢k! {Zk/;él/]e_ﬁ(ek“%l’)

Pp(|ok, or)) =

Pr(|¢x, ¢or)) = 0

6_2/861{3

Zk/ e~ 2P¢ew {Zk/q/]e_ﬁ(ek’ ter)

Pp(|¢k, Pr))

P < Py < P, malgré I'absence d’interactions

“Les fermions se repoussent, les bosons s’attirent”



“Les bosons s’attirent”

;) = % (kv k2) + ko, )

Wyr) = |ky, ky)

(W S| 0;) = % 2 (k|1 (k| k)

(Ur|S|¥;) = /2 x part. discernables

Proba (2 bosons dans le méme / ) = 2 Xproba(part.disc.)




“Les bosons s’attirent”

(Pr|S|W;) = /N +1 xpart. discernables

Proba ( V + 1 bosons dans le meme f ) =
(N + 1) x proba(part.disc.)

Effet laser: emission stimulee




“Les bosons s’attirent”

Origine du N + 1

.
(k| S|k1)™ (kg|S)ka)




N particules discernables sans interactions

_._

00—
_._

2 particules, 2 etats 2 particules, 00 etats

En general, pour N particules discernables identiques:

Zp(B) = z1(B8)"

Cas des fermions et des bosons]subtil |

¥ Représentation en nombres d’occupations
4 Calcul grand canonique




N particules discernables sans interactions

Cas des fermions et des bosons]subtil |

|§Représentation en nombres d’occupations

4 Calcul grand canonique




Représentation en nombre d’occupations

ng :nombre de particules
dans I'etat &

Ex: 5 bosons
Hn()—3 nl—() No =
0,0,0,2,2) +10,0,2,0,2) |

+10,0,2,2,0) -
+10,2,2,0,0) -




Représentation en nombre d’occupations

k

ni :nombre de particules 3 —O—
dans I'etat &

Ex: 3 fermions

Det. de Slater




Représentation en nombre d’occupations

k
3 —O—

Bosons 71 € N Fermions nj; € {0,1}

ni:nombre de particules dans I'état £ . Contient
toute l'information (permet de reconstruire la
fonction d’'onde -a une phase pres).




N particules discernables sans interactions

Cas des fermions et des bosons]subtil |

4 Représentation en nombres d’occupations

cul grand canonique




Particules indiscernables:
calcul canonique

Z G—BE(etat)

etats

Un etat = {ng,n1,...

( N

ZC(N) _ Z 6—ﬁ(noeo—|-n161—|-...) 5N,n0—|—n1—|—...

no,ni,...

. J

Contrainte qui correle les differents 7k




Particules indiscernables:
calcul grand-canonique

ZC(N) _ Z e—ﬁ(noeo—l-nlel—l—...) 5N,n0—|—n1—|—...

no,ni,...

Zooli) = 3 Zo(N)eN

E e—ﬁ(n0€0+n1€1—|—...) eﬁ,u(no—l—nl—l—...)

no,nq,...

Z eﬁno(u—eo)eﬁnﬂu—el) o

no,ni,...

Z 65n0(u—€o) Z eﬁnl(u—eﬂ o
_ 1o 4 L N1 -




Calcul grand-canonique: fermions

- 1 1 -

Z ePBno(p—eo) Z P (p—er)

| nog=0 | nq1=0

= {1 -+ 65(“_60)} {1 + 65(/1’_61)} .

Thermo: A = 1 log Z,c =

o

Distribution des nombres d’occupation:
1

) = ePno(p—eo) Bna(p—er)
Zge(1)

P(ng,n1,...




Calcul grand-canonique: fermions.
Facteur d’occupation

Distribution du nombre de particules dans I'etat £ :

P(ny) = 1 + eB(r—exr)

1
1 + efler—n)

Facteur d’occupation de Fermi: |fi = (ny) =




Facteur d’occupation de Fermi

1
1 4+ eﬁ(ek — )

fr = (ng) =

fle) 4

0.8 r

0.6

0.4 -




Etats
tous
vides

Enelrgie de Fermi

Etats
tous
remplis

\4

Classification periodique, chimie...

Fermions a 1" = 0 :tres loin du repos! Energie, pression...




fleg -z g 35 8 -

Temperature finie: excitations possibles autour de

e~ pu+ OKT)




fle) -

“Gap” autour du niveau de Fermi: excitations tres
difficiles (isolant, isolant thermique, semiconducteur)

0 © :
o o o

Physique: gouvernée par la densité d’états a u(1 = 0)



Calcul grand-canonique: bosons

Z Bno(u—eo) Z Bni(u—er)

| no=0 | 1=0

1 1
_1—66(“_60)} |:1—66(/L—€1):| NBIN< €0

1

Thermo: A = _B log Z e = +% Zlog {1_660&—6;@)}

Distribution des nombres d’occupation:

1
Z5 (1)

P(ng,ny,...) = enolp=eo)Bri(p—er) =




Calcul grand-canonique: bosons.
Facteur d’occupation

Distribution du nombre de particules dans I'etat £ :

P(ny) = [1 - eﬁw—ek)] P (=k)  Eyponentielle

1
eﬁ(ekz — ) —1

Facteur d’occupation de Bose: | fi = (ng) =

(N) :ka

NB: Rappel fermions:

1
fe = (ng) = eBle—n) ]




Facteur d’occupation de Bose

1
eﬁ(ek —H) 1

fe = (k) =

fle) 8¢




Tous les
bosons
“condenses”
dans 'etat
fondamental

Nombre macroscopique de bosons tous dans le
méme état quantique! — Superfluidité, supraconductivité




Gaz de rubidium
ultra froid dans un
puits harmonique 20) 0 0);

Etat fondamental: o (F)|? = C e T /e




Physique conditionnee
par les etats quantiques
au voisinage du
fondamental,

€, — €9 ~ kT

| Transition de phase |dans les systemes d’atomes froids.




Limite classique des gaz quantiques

€0 <€1<€9... €g — > KT

1
fk — <nk> — 66(67@_“)@1 ~ e—ﬁ(Gk—M) Boltzmann

Limite classique
fi <1

Systemes dilues

Plus aucune difference entre les bosons et les fermions.



Limite classique

€0 — b > KT

1

— — ~ _B(ek_:u) BOltzmann
fi = (k) ePler—1) PN c

:@% Zlog _1666(:“'_€k)_ ~ Z B(,u Ek)
I - i

:@% Zlog _1@6/8(M_€k)_ ~ Z B(,u Ek)
I - i

Plus aucune difference entre les bosons et les fermions.




Limite classique ¢ — > kT

Plus aucune difference entre les bosons et les fermions.

1
A~ _— eﬁ(ﬂ—ek)
Particules discernables: B zk:

- - N

Z e Pek




Limite classique ¢ — > kT
Plus aucune difféerence entre les bosons et les fermions.

1
Particules indiscernables, A~ —— Z P (n—er)
b5

limite classique:
- 1N

ZC[ _ Z 6—5%

Lk _

o0 B = N
I _ BuN Bu—ex)
s 2 SR A

I _l )i Zeﬁ(ﬂ—ek)
A = ﬁlongc < _




Limite classique ¢ — > kT
Plus aucune difféerence entre les bosons et les fermions.

1
Particules indiscernables, A~ —— Z P (n—er)
b5

limite classique:
- 1N

1

Zd = | e /V! Al = _EIOng{; = A

Lk _

Cf la regle du gaz parfait classique, paradoxe de Gibbs etc...




Pauli: [¥)

représentation en nombres d’occupation |

Facteur d’occupation:  fr = (ng) =

Résumeé des points importants

symetrique (b) ou antisymeétrique (f)

1

O, 1, M2y e v )

eﬁ(ek _:u) —

-1

(b: — ; f1)




Fermions Bosons

Comportements radicalement differents




