Physique Statistique, Amphi 4

J.P. Bouchaud, Capital Fund Management

Cours troisieme année avec M. Mézard:
Systemes Complexes



0. Rappel — Choix de I'ensemble

e Microcanonique: systeme isolé, énergie conservée

e Canonique: systeme en contact avec un reservoir thermique,
température imposée

Microcanonique Canonique
Quantité imposée Energie E Température T’
Distribution p(C) =6[H(C) — E]/Q2 || p(C) =exp[—H(C)/T)/Z
A calculer Entropie S = kIn 2 Energie libre FF = —KkT'InZ
Température 1/T = (0S/OF) T fixée
Pression p/T = (0S5/0V) p=—(0F/0V)
Energie moyenne E fixée U= (H(C))=—-0InZ/0p
E plus probable E fixée E*:0S/0FE|\p=p+ =1/T
Energie libre F=F—-S(OFE/0S) (Col) F ~ E*—-~TS(E*)

C: Configuration microscopique



0. Plan du cours

e I. Un vieil ami: le Gaz Parfait

Approche microcanonique, distribution de Maxwell,
semble canonique

Théorie cinétique de |la pression, effusion

Chaleur spécifique et effets quantiques

. Un nouvel ensemble: I'ensemble Grand Canonique

Le potentiel chimique
Fluctuations du nombre de particules

LLa grande fonction de partition

en-



I. Gaz parfait — Introduction

e /N particules dans un volume V

—)
p' — —
H=3 _t U, 7N)
1

e Différents états possibles: gaz, liquides, solides (...)

— mais sans rien changer au potentiel d'interaction (77)

e Souvent : Potentiel d'interaction a 2 corps

. S 1 L
UL, ..., TN) = §ZU(|7“i—7"j|)
1,]

e Cas le plus simple: particules indépendantes, U4 =0



Cristaux de glace

Différents états de l'eau !



I. Gaz parfait — Introduction

e Description statistique de N particules dans un volume V

e Particules —

— Ponctuelles (pas de degrés de liberté internes)

h

— Classiques (Ap = T < p~1/3)

— Identiques (indiscernables)

— Sans interactions (a < p~1/3) — indépendantes



I. Gaz parfait — Microcanonique

e Combien de facons de répartir N particules dans un volume
V', et I'énergie totale E entre toutes les particules 7

> 4= ~2
QE,V,N) = [... /I o (B <L < E+4E)




I. Gaz parfait — Microcanonique

o N

|
o

— 2 2 2
QEV,N=1)=[[%F o (E < DEDIRE oy 5E)

e Répartition spatiale : V

e Répartition énergétique : volume d'une crolte spheéerigue de
rayon P = v/2mE a 3 dimensions: 47 P20F



I. Gaz parfait — Microcanonique

e Combien de facons de répartir I'énergie totale E entre toutes
les particules 7

e La contrainte 27];\;1277;2 = 2mFE définit une sphére de rayon
P =+v2mFE en 3 x N dimensions

e VVolume de la croute:
27T3N/2

P3N—1 SE
r(3N/2)




I. Gaz parfait — Microcanonique

e Combien de facons de répartir N particules dans un volume
V', et I'énergie totale E entre toutes les particules 7

g P ~2
QE,V,N) = [... /I o (B <L < E+4E)

e Répartition spatiale : V¥

3N/2
e Répartition énergétique : rz(g—N//Q)P3N—16E, P =\2mE

e Indiscernabilité des particules : 2 — Q2/N!



I. Gaz parfait — Microcanonique

e Entropie statistique pour N > 1 :

V. 3N, & 2F
S(E,2V,N)/k=InQ(FE,V,N) =~ NIn In
(E,V.N)/ (E,V,N) =

ou C regroupe tous les facteurs multiplicatifs: hA,m,x,...

+ NInC

e [empérature statistique

1 oS 3Nk 3NKT
- = = p—
T  OFEIV,N 2F 2
e Pression statistique
p OS __ Nk

— = — = — — pV = NEKT
T OVIEN |4

e LOi du gaz parfait — valable a faible densité, indep. dem, h,0F



I. Gaz parfait — Paradoxe de Gibbs

e ROle du N! dans l'entropie:

V 3N 2E
S(E,V,N)/k = NIn N~ 4+ NInC
( )/ NT oMy T

e Pour des particules indiscernables, ou que |I'on renonce a
discerner, S est extensif:

S(2E,2V,2N) = 2S(E,V,N) — Sfinal = Sinit
Sans le N!, S¢inai > Singt (Paradoxe de Gibbs)

N,V N,V 2N,2V




I. Gaz parfait — Paradoxe de Gibbs

e Particules discernables

sz'nal — 25(E72V7 N> > Sz'nit — QS(Ea Vv, N>

e Entropie de mélange, transformation irréversible

AS =2NkIn?2

(Un bit par particule — Gauche ou Droite)

N,V N,V N, 2V N, 2V




I. Gaz parfait — Distribution de Maxwell

e Quelle est la probabilité pour qu'une particule donnée ait une
énergie ¢ a de pres ?

e Les N — 1 autres particules se partagent le reste, £ — ¢

e Le nombre de configurations disponibles est prop. a la sur-
face de la spheéere de rayon \/Qm(E—e), en D = 3(N —1)
dim.

e Comme F = %NkT, on a:

3N

D—-1 2 2
P(e)de = A (\/E - e) de ~ AE3N/2 (1 - 3NZT) ® de




I. Gaz parfait — Distribution de Maxwell

e En utilisant (1 —z/N)N — ™ quand N — oo, on (re)trouve
la loi de Boltzmann:

e AvecC ¢ = %va, on obtient ainsi la distribution de Maxwell

(1859) ‘




I. Gaz parfait — Distribution de Maxwell

e Vitesse typique: v* =
e \Vitesse quadratique moyenne:

<,02> — 3’0*2

e Distribution de v:

P(v) =

2 12
;—v*?) exp

<_

T .

m

V) (s/m)

@

Distribution de Maxwell
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I. Gaz parfait — Pression cinétique

e [ héorie microscopique de la pression = impulsion échangée
pendant At sur la surface o:




I. Gaz parfait — Pression cinétique

e Nombre de collisions par seconde

pov* At

Ne = /dfua;dfuydfuzp(vx,fuy,vz)@(vx <0)p |fua;|Atc7 =
basexhaut.

1
V27
e Echange d'impulsion par seconde:

(AP = /dvxdvydva(vx,vy,vz)@(vx < 0)[p|vz| Ato] x [2m|ve]]

(A Py)
oAt

= pm(vy)

o Or m(v2) = kT: (Clausius, Maxwell)

p=ka|




I. Gaz parfait — Effusion

e Si o est un petit trou, le flux de particules qui sortent est

1 . kT
Ne — —— POV X —_—
c = Jor! P\

e Biais de sélection 1 : Les particules les plus |égeres sont plus
rapides et sortent plus vite

Application: enrichissement isotopique U23%/U?238

e Biais de sélection 2 : Les particules qui sortent sont plus
rapides que les autres:

1 5 3
— S — —
(=mv<)s = 2kT > —kT
2 2

L'enceinte se vide et se refroidit en méme temps (principe
du refroidissement dans les pieges atomiques)



Interlude: température du risque

e On considere un portefeuille constitué de N actions indépendantes
— le risque R est additif

e On achete et on vend des actions en fixant le risque total

e Lessignaux sont suffisamment complexes pour assurer I'équilibre
microcanonique: tous les portefeuilles a risque constant sont
équiprobables

e LLa probabilité que I'on ait un risque r sur une action donnée
est donc: P(r) = Bexp(—0r) |



I. Gaz parfait — Gaz diatomique

e Modele simple d'une molécule diatomique: 2 masses ponctuelles

liées par un ressort M

e Degrés de liberté
— Centre de masse 7g, g — Hi = mv2

— Distance relative z — Hy = %mrvg + %sz
. . . ~ w2
— 2 rotations perpendiculaires a I'axe — Hy = 57

moment d’'inertie

NN

+ 2=z T

~
~

e 12 degrés de liberté, dont 7 quadratiques et 5 libres (g, 2
angles)



I. Gaz parfait — Gaz diatomique

e Mécanique statistigue dans I'ensemble canonique

e Fonction de partition...

N
Z_C

= = / {H dﬁgdﬁigd:cidvmdwiydwizl
. 1

Wiz
o7

exp (—6 )

o 1 5, 1w 3

e ...qui se factorise en translation, vibration, rotation:

CN
— ﬁ [ZthZfr]N



I. Gaz parfait — Gaz diatomique

e Avec...
p 3
Zp = /df'gfdfffg exp (—ﬁmv%) =V X ( m—ﬁ>

e Et d'autres intégrales Gaussiennes..

mrﬂ KB

(]

e Energie libre FF = —kT'InZ

CeV ., 3NkT NkT 27)2 27
Fa —NkT In[=21]— In— — n 2" nprin 2T
N 2 mpB 2 Kmy (32 I6;




I. Gaz parfait — Gaz diatomique

e Conséquence 1: Pression inchangée

- OF __ NEKT
P= ovir Vv
e Conségquence 2:
InZ N N 27)2 21
=—n— :_6 3 Inﬂ— In(ﬂ) —Nln—7T
9B |y o8| 2 mB 2  Km;32
3N N N 7
UO=— —+4+ — = -—NEKkT
26 B B 2

Toutes les constantes m,my, K, I disparaissent !!

e [ héoreme d'équipartition: tout degré de liberté quadratique
contribue de K7'/2 a I'énergie moyenne, quelque soit sa na-
turel



I. Gaz parfait — Gaz diatomique

e Capacité calorifique par particule
10U 7

T NOT 2
indépendamment de la composition chimique

Co

\ N cv(300K) ~ Sk
e Probleme! L'expérience donne , pour Hoy,

O», etc. comme si 2 degrés de libertés étaient ‘‘gelés”

NI

e Pour H-> en dessous de 85 K, ¢, chute encore et tombe a %k:



I. Gaz parfait — Gaz diatomique

e Degrés de liberté gelés?

e Si K est trés grand, le ressort vibre peu mais contribue quand
méme: 3K (z?) = 3kT

e Manifestation macroscopique de la Mécanique Quantiquel
(avant son avénement)

e En MQ), il n'existe pas de ‘“petits mouvements’ — |'énergie
est quantifiéee



I. Gaz parfait — Gaz diatomique

e Vibrations: FE, = (n + %)ﬁw,
Ay = El — Eo = hw
Si T <« Ay, le facteur de Boltz-
mann “interdit” la vibration
5

co — cy— k ==k

7/2 +

5/2 +

e Rotations: Ey,, = ¢({+ 1)R2 &

T;
ﬁ2 3/2 1
Ar =Ly —Fo="r |
Si T <« A, le facteur de Boltz-
mann “interdit” la rotation (77) AT
3 Ty ~ 8000K
Cy — Cp — IC = Ek v

Note: Woqg(6, ¢) = —2

A



II. Ensemble Grand-Canonique: rappels

e Postulat microcanonique: toutes les micro-configurations ac-
cessibles sont équiprobables

e S(E,V,N): log du nombre de micro-configurations discern-
ables

e Conséquence: pour deux systemes qui peuvent échanger
énergie, volume et particules, le plus probable est que:

Ge)i= G Go)l= Gl ()= Gwl

e Toute autre répartition de E,V, N est exponentiellement moins
probable



II. Ensemble Grand-Canonique:

e [empérature:

i_(a_sﬂ
T \9E/lyN

e Pression:
p __ [OS
T (W) E,N
e Nouvel objet: le potentiel chimique
no 0S5
T (8—N> E,\V

potentiel chimique

e A I'équilibre, nu1 = uo (cf. Equilibre de phases)



II. Ensemble Grand-Canonique: interpretation

1
dS = —dE + Lav—_Ean
T T T

(X 7

e Un réservoir froid “n’aime pas’” donner son énergie: dEE <0 — dS <K 0

e Un réservoir a haute pression “n’'aime pas’ donner son Vvol-
ume dV <0 —-dS KO0

e Un réservoir dont le potentiel chimique est trés négatif “n'aime
pas’ donner ses particules: dN <0 —=dS KO0



II. Ensemble Grand-Canonique: poids de Boltzmann

e Systeme 4 Réservoir, échange d’'énergie et de particules

PEN) = Sew [+ )]

e Z: "“grande' fonction de partition

o0 N E(Cn)
2= eiZy, Zy=Ye &
N=0 Cn

ou Cyp est une micro-configuration a N particules



II. Ensemble Grand-Canonique: méthode du col

e Que signifie Z physiguement 7

S N E(Cp)
Z = Z e%_TZN, ZN:Z€_ lﬂ]y =6_NfN/kT

N=0 Cn

e Estimation de la somme par le plus grand terme:

Z = éexp (ll:—];) exp (—]\IZ—‘Z\U ~ exp (N*[M];szv*)]>

e Finalement (cf PC), on trouve la grande fonction de partition
permet de calculer la pression du systeme:

kKT InZ = pV




II. Ensemble Grand-Canonique: fluctuations

e Le nombre de particules peut fluctuer

e Sa moyenne est donnée par:

1 = E(C
(N)ngz::ONexp (“—)%exp (— ;TN)>

e ..et ses fluctuations par:

(N2) — (N)? = (N) kTprr




II. Ensemble Grand-Canonique: fluctuations

e Fluctuations d’ordre /N, reliées a la compressibilité isotherme
kp du systeme

e Pour un gaz parfait, on a pkp = 1/kT, donc:
(N?) — (N)? = (N)
(cf. Amphi 1)

e Pour un gaz pres du point critique, kp diverge et on observe
des fluctuations géantes de densité ! (cf. Amphi 5)



