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Chapitre 2

Electrostatique et
Magnétostatique

2.1 Electrostatique: rappels de cours

2.1.1 Notions de symétrie.
Plan de symétrie.

On dit que le plan (II) (respectivement (II')) est un plan de symétrie (resp.
d’antisymétrie) du systéme étudié si & toute charge ¢ correspond une charge
identique (resp. opposée), symétrique par rapport & (II) (resp. (II')).

FiGc. 2.1 - Exemple de plans de symétrie et d’antisymétrie.

Propriétés du vecteur champ électrostatique.

Le vecteur champ électrique ? est un « vrai vecteur » (on dit aussi vecteur
polaire), c’est-a-dire que son orientation ne dépend pas de celle du triedre de
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référence. Du point de vue de ses propriétés de symétrie, il en résulte que

SiMe(), E(M)e )

SiMe(Il), E(M)LaIr)
Bien entendu, il est des situations ou la distribution de charges est telle que les
plans (IT) et/ou (II') n’existent pas.
2.1.2 Lois générales.

Equations locales.

Le champ électrique ? vérifie les équations:

iHE=0 & E=-VV

divﬁ = ﬁ,
o)

ol p est la densité volumique de charge et V' le potentiel électrostatique. La
combinaison de ces deux relations permet d’obtenir 1’équation de POISSON-
LAPLACE pour le potentiel V

AV =-F,
Eo

A la traversée d’une surface portant la densité surfacique de charge o, le po-
tentiel est continu et le champ électrique vérifie les relations de passage:

ﬁtz = E?ﬁ et ﬁ’nz - ﬁnl = i ﬁl—)27

Eo

ou E)n désigne la composante du champ perpendiculaire & la surface, et E)t la
composante tangentielle. On peut aussi écrire

E2 - ﬁl = iﬁl—)Z;
Eo

ol 71,2 est le vecteur unitaire normal & la surface, orienté de (1) vers (2). La
composante tangentielle de E est continue & la traversée d’une surface chargée.
La composante normale présente une discontinuité proportionnelle & la charge
surfacique o.

Equations intégrales.

Le théoréme d’OSTROGRADSKY (flux-divergence) permet d’obtenir, & partir
de la deuxieme des équations locales, le théoreme de GAUSS:

ﬁiﬁ_(ﬁ:@:t.,

3

ol Qint. représente la charge totale intérieure & la surface fermée ¥ considérée.
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Lorsque 'on fait circuler le champ électrique le long d’un chemin allant d’un
point 1 & un point 2, la premiere des équations locales fournit la relation

2
/ E.di=V, -V
1

Exemple: dans de nombreux cas, le théoréme de GAuUss, adjoint 3 des
considérations de symétrie, permet de trouver le champ engendré par une
distribution de charges. On réserve en général le calcul direct, par les formules
que nous allons énoncer dans le prochain paragraphe, a de rares cas. Calculons
par exemple le champ d’une distribution de charges se présentant sous la
forme d’une coquille sphérique infiniment mince, de centre O et de rayon R et
portant une charge surfacique uniforme o. La symétrie sphérique du probléeme
restreint le nombre des variables pertinentes a la seule coordonnée radiale r.
De plus, en un point M quelconque de l'espace, tous les plans contenant M et
divisant la coquille en deux moitiés sont plans de symétrie de la distribution ; le
champ E est donc contenu dans chacun d’eux: E = E(r) €, (€, est le vecteur
unitaire radial des coordonnées sphériques, voir le chapitre 10). Appliquons
le théoréme de GAuUSS en choisissant comme surface d’intégration la sphere
¥ de rayon r. Il vient 47r?E(r) = Qint. /0. On distingue alors deux régions.
Dans la premiere (I'intérieur de la coquille qui est vide de charges) le champ
est nul: E(r) = 0 pour r < R. A Dextérieur en revanche le champ s’écrit
E(r)= Qcoquﬂ]e/(4ﬂ'60’r2) c’est-a-dire que tout se passe pour r > R comme si
'on avait une charge ponctuelle Qcoquille Placée en O. Notons qu’en écrivant
que Qcoquille = 47 R%0, on retrouve que le champ subit au passage de la
surface chargée, a laquelle il est perpendiculaire, une discontinuité o /e.

Expression du champ et du potentiel.

Soit p(7) la densité volumique de charge. Un volume élémentaire dv contient
la charge élémentaire dg = pdv. L’expression du champ ¥égnant en un point
M est (4 est le vecteur unitaire joignant P & M : @ = PM /PM)

1 dqi -
Fon=go [ fip

points P

S

Dans le cas ol le domaine chargé ne s’étend pas jusqu’a l’infini, I’expression
du potentiel est quant & elle
1 dq
T 4re, PM-
points P

V(M)

On vérifie que les expressions précédentes permettent de retrouver les formules
usuelles dans le cas de charges ponctuelles.
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La linéarité des équations reliant le champ électrostatique & la densité de
charge est & l'origine du principe dit de superposition : le champ créé par deux
domaines de charges est la somme des champs créés par chacun d’euz.

2.1.3 Dipole électrostatique.

Considérons deux charges opposées placées comme sur la figure 2.2.

FiG. 2.2 - Notations employées. Dans l’approximation dipolaire, r > PN.

Le potentiel qu’elles engendrent s’écrit :

_q I 1
VM) = dre, (PM NM) '

Or on peut toujours écrire, en appelant O le milieu de NP,

PM :\/1%
_ (mww)"’

_OM\/I_Z(ﬁ%.o—’M . 0P’
N OM? oOM?’

Si 'on s’intéresse & M tel que OM > OP alors au premier ordre on obtient

1 Nﬁ-oﬁ
PM ~—  OM3

On procede de méme pour le calcul de N M. Ainsi, dans la limite ou la distance
a laquelle on calcule le potentiel est grande devant la distance entre les charges,
un développement limité de la somme des potentiels électrostatiques créés par
les charges en N et P (figure 2.2) conduit & 'expression

- =

V(M) = 4;2—1;2 avec  p= q]WD).
0

On dit alors que le couple (NN, P) constitue un dipéole électrique de moment
dipolaire p.
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Le champ électrique correspondant se déduit du potentiel précédent

BM) = 1 [3(5-7)7— 5.

" 4me,rd

L’allure des lignes de champs et des équipotentielles du dipéle est présentée
dans la partie I. du probleme 3.5.6.

2.1.4 Conducteurs a I’équilibre électrostatique.
Etat du conducteur.

On appelle conducteur un matériau a ’intérieur duquel des charges peuvent
se mouvoir sous l’action d’'un champ électrique méme faible. En conséquence,
le champ & l'intérieur d’un conducteur & 1’équilibre —pour lequel les porteurs
de charge doivent étre au repos— est nul.

La circulation de ﬁ entre deux points quelconques du conducteur est alors,
elle aussi, nulle, ce qui signifie:

un conducteur a Uéquilibre est un volume équipotentiel (V = C*).

La nullité du champ entraine celle de sa divergence; il vient de ce fait pour la
charge volumique p d’un conducteur & ’équilibre

p=0.
La charge surfacique est, elle, en général non nulle.

Champ électrostatique au voisinage d’une surface chargée, pression
électrostatique.

Soit un conducteur C de charge surfacique o(M). Puisque le champ électro-
statique est nul & l'intérieur de C, la condition de passage énoncée précédem-
ment nous assure que

ﬁ(M) = o(M) i (Théoréme de COULOMB)

ou le champ électrostatique E(M ) est le champ qui régne immédiatement a
I'extérieur du conducteur au point M et 7 représente la normale sortante en
M ac.

Ce champ électrostatique, créé par la distr%ution surfacique de charge o,
exerce sur les charges qui le créent une force F'. On montre que la force élé-
mentaire ainsi exercée sur une portion de surface dS du conducteur a pour

expression
2

o
d?:Pd? avec P=—.
2€,
La grandeur P est appelée pression électrostatique. La force est orientée vers
I'extérieur du conducteur : la pression électrostatique tend & faire « exploser »
le conducteur.
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Notion d’écran, cavité dans un conducteur.

F1G6. 2.3 - Cavité dans un conducteur.

Supposons que la charge surfacique au point P de la surface intérieure
(figure 2.3) soit strictement positive (on pourrait la supposer négative de fagon
équivalente) ; considérons alors le chemin £ correspondant & la ligne de champ
reliant P & P’. Par hypothese la circulation du champ électrostatique le long
de L est strictement positive d’une part, et d’autre part puisque le potentiel
électrostatique est identique en P et en P’ cette méme circulation doit étre
nulle. Cette contradiction avec ’hypothese conduit & énoncer la propriété:

la surface interne de la cavité, vide de charge, d’un conducteur est mon
chargée. Le champ électrostatique y est nul et le potentiel constant.

Ces propriétés sont indépendantes des charges et champs régnant & 1'ex-
térieur du conducteur. Celui-ci fait écran entre les deux milieux: ce role de
blindage est par exemple utilisé dans les cages de FARADAY (un simple grillage
suffit alors).

2.1.5 Condensateurs.
Capacité d’un conducteur seul dans ’espace.

Du principe de superposition, il découle que le rapport entre la charge @) et
le potentiel V' d’un conducteur C seul dans ’espace est une constante propre a
celui-ci (elle ne dépend que de sa géométrie). On définit ainsi la capacité de C
par
Q

sz,

en supposant que le potentiel tend vers 0 loin du conducteur. La capacité
s’exprime en Farad (F).
Définitions.

On appelle condensateur un systeme de deux conducteurs en influence to-
tale, c’est-a-dire présentant deux surfaces de charge opposée. La définition ci-
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dessus implique que dans le cas d’un condensateur de deuxiéme espece (figure
2.4), les deux corps soient seuls dans I’espace.
Relation fondamentale.

Comme pour le conducteur isolé, il existe un coefficient positif C, ne dé-
pendant que de la géométrie et de la position relative des deux conducteurs tel
que

Q1 =C(V1 - Va).

Premieére espece. Deuxieme espece.

—(
(1

Co

FiG. 2.4 - Les différents types de condensateurs.

Exemple: le cas le plus simple est celui du condensateur plan. Il est consti-
tué de deux surfaces conductrices chargées paralleles d’aire S, séparées par
une région vide de charge d’épaisseur e. Pour trouver le potentiel électrosta-
tique régnant dans la région médiane, on applique I’équation de LAPLACE
qui en ’absence de charges se réduit & AV = 0. On suppose que V va-
rie uniquement suivant la direction z, perpendiculaire aux surfaces (on né-
glige les effets de bord). Dans ces conditions, ’équation de LAPLACE s’écrit
d’V/dz® = 0, d’ott V(z) = az + b. a et b étant deux constantes. En écrivant
V(0) = V1 et V(e) =V, on trouve a = (Vo — Vi) /e. D’apres la définition du
potentiel, le champ électrostatique dans le vide intersticiel est alors uniforme
de valeur E; = (Vi — V2)/e. Le champ étant nul & l'intérieur de la surface
conductrice 1, le champ immédiatement a ’extérieur de celle-ci a pour valeur
/g0 = Q1/(g0S). L’identification des deux expressions conduit a la capacité
du condensateur plan: C = ¢,S/e.

2.1.6 Energie et force électrostatique.

Energie potentielle d’une charge dans un champ extérieur.

Le travail élémentaire de la force exercée par le champ E\ sur une charge ¢
déplacée de dl a pour expression

SW =F -d’

=qﬁ-df

= —d(qV).
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En identifiant avec la relation de définition de 1’énergie potentielle, il vient pour
une charge ¢ dans un potentiel extérieur V

Epot. = qV + Cte.

Energie potentielle de charges en interaction.

Cette énergie correspond au travail réversible nécessaire pour construire la
distribution de charge:

1
Epot. int. = 5 ;%Vi,

ou V; est le potentiel per¢u par la charge g; c’est-a-dire le potentiel créé par
I’ensemble des charges g; différentes de g; :

q;
Vi=)
¢ ; 471'507'ij

Energie électrostatique d’une distribution de charge.

Soit une distribution de charge de densité volumique p, créant un potentiel
V et un champ FE. La généralisation au cas continu des résultats du para-
graphe précédent permet de définir ’énergie électrostatique de la distribution
de charges
1

E, = 3 / pVdr.
distribution

En utilisant la densité d’énergie électrique w, = &,E?/2, on peut réécrire E,
sous la forme (voir I’exercice 3.4.1)

EZ
E, = / 0¥ gr > 0.
espace 2

Attention, les deux expressions different par le domaine d’intégration.

Dans le cas de deux distributions de charges (1) et (2), l’application du
principe de superposition permet de définir 1’énergie d’interaction mutuelle
Eem, , des deux distributions:

E

e(1+2)

= Eel + Eeg + Eeml,g

avec

— =
Eeml’g :/ 50E1 . E2 dr.
espace

Contrairement & I’énergie électrostatique de chaque distribution, cette énergie
mutuelle est de signe quelconque.
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Dipdle électrostatique.

En utilisant ’énergie potentielle associée & une charge dans un potentiel
extérieur, et ce dans la limite ou ’écart entre les deux charges est tres inférieur
a la distance aux sources du champ, on obtient

Epot. = —ﬁ' E

Ce champ électrostatique exerce une force sur chacune des charges du dipdle
et le torseur des efforts qui en résulte a pour expression

ﬁ:(ﬁﬁ’) 7
T=prE.

(F) =

Si, de plus, rot E) = 6), la résultante de ce torseur se met sous la forme:
=V (ﬁ- E’)
en considérant p constant lors de la dérivation.

Energie électrostatique d’un ensemble de conducteurs.

Pour un systéme de conducteurs de charge @Q); et de potentiel V;, on a
1
Epor. = 3 ZQiVi-
K3
Dans le cas particulier de deux conducteurs formant un condensateur (Q; =
—Q>=C(Vi — 3)), il vient

_ Q1

1 1
Epot. = in(Vl - V2) = §C(V1 - Vz)z = %

2.2 Magnétostatique : rappels de cours

2.2.1 Propriétés de symétrie.

Les sources du champ magnétique ? sont les courants ; les plans de symétrie
d’un probléeme de magnétostatique vont donc étre ceux de la distribution de
courant.
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Y% Y o
| N

= | — — —
(IH) (IH’)

Fi1a. 2.5 - Ezemples de plans de symétrie (I1) et d’antisymétrie (II').

Contrairement au champ électrique, le vecteur champ magnétique est un
pseudo-vecteur (on dit aussi vecteur axial), ce qui signifie que son sens dépend
de lorientation du triedre de référence (c’est-a-dire de la convention d’orienta-
tiorge lespace). Ses propriétés de symétrie sont de ce fait « opposées » & celles
de

SiMe (M), B(M) L
Si M e ('), B(M)e ).

On rappelle qu’on a noté les plans de symétrie (II) et ceux d’antisymétrie (II').

2.2.2 Lois générales.
Equations locales.

Les équations de la magnétostatique sont

div?zo & ?:6%2’

mﬁ = Mol

Si I'on combine ces deux relations, on obtient pour le potentiel vecteur A une
équation analogue a celle de POISSON-LAPLACE pour le potentiel électrostati-
que:

-3 -
AA=—po]J.
%
On a posé pour cela que div A = 0 ce qui est mathématiquement possible et
usuellement utilisé (on qualifie ce choix de « condition de jauge »).

Les conditions de raccordement & la traversée d’une surface parcourue par
des courants de densité surfacique js sont quant & elles

ﬁnz = ﬁnl et ?tz - gtl = Mo .TS A ﬁl—)Z'

La composante du champ normale & la surface est donc continue & la traversée
de la surface. La composante transverse est en revanche discontinue.



Electrostati que-Magnétostatique 77

Théoréme d’Ampeére.

La premiere des deux équations locales vérifiées par le champ magnétique
indique que celui-ci est a flux conservatif, c’est-a-dire que pour toute surface
fermée

#?-d?:@.

La circulation de ? le long d’un contour fermé C donne quant a elle, en utilisant
la deuxiéme des équations locales, le théoréme d’ AMPERE

?{ﬁ-dl_':uo// T'd?=HoIS(C)7
c s(C)

ot S(C) est une surface s’appuyant sur le contour C. Les courants qui « percent »
cette surface dans le sens positif défini par 'orientation de C (en utilisant la
« régle du tire-bouchon », voir la figure 10.1 du chapitre 10) sont comptabilisés
avec un signe positif (cf. probléme 2.4.2).

f?df: /1,0(_[1 —Il +I2)
C

Fic. 2.6 - Ilustration du théoréme d’AMPERE.

Exemple: le théoréme d’ AMPERE est fréquemment utilisé pour calculer le
champ magnétique créé par une distribution de courant. Considérons un fil
vertical rectiligne infini, parcouru par un courant I dans le sens ascendant.
Adoptons le systéme des coordonnées cylindriques (voir le chapitre 10), la
verticale ascendante définissant ’axe z. La distribution de courant est inva-
riante par rotation autour de ’axe z, et par translation suivant cet axe. Par
conséquent, la seule variable pertinente du probléme est la coordonnée radiale
r: B(r,0,z) = B(r). Considérons en outre un point M quelconque de I'es-
pace (en dehors du fil). Le plan passant par M et contenant le fil est un plan
de symétrie de la distribution de courant ; le champ magnétique en M lui est
donc perpendiculaire et ainsi B = B(r) é.

Pour appliquer le théoréme d’AMPERE, choisisons pour contour C un an-
neau de rayon r et d’axe le fil. Ce cercle est orienté par I'aze z et la regle
du tire-bouchon. Il vient 2wrB(r) = pol ce qui nous permet de connaitre le
champ magnétique en tout point de espace, hors du fil: B = poI/(27r) €.
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Expression du champ magnétique et du potentiel vecteur.
H
Par analogie entre les équations vérifiées par V et par A, on a
- Ho J(P)
AM)="— ——dr.
(M) = & / P

points P

Cette expression ne convient pas s’il y a des courants « a l'infini ». Dans le cas de
courants filiformes, J(P)dr devient simplement Idl, o I est D'intensité circulant
dans le fil. Du §oteﬂ}el vecteur, il est possible d’obtenir le champ magnétique
au moyen de B =rot A et I'on en déduit la loi de BIOT et SAVART

_ Mo JP) Nipn
BM) = e / o dr.

points P

Comme exemples de champs classiques, on peut citer le champ créé par une
spire (cf. 2.4.2) et celui engendré par un solénoide (cf. 4.3.2).

Dans le cas ol le champ magnétique est uniforme, une expression possible
pour le potentiel vecteur en M dans le repére d’origine O est (voir ’exercice

4.2.2) o ! (ﬁ ) 0_}\/})
= - _

2.2.3 Dipole magnétique.
Définition.

Soit une boucle de cot%ant C, orientée par le courant I qui la parcourt. On
définit le vecteur surface S associé a C par

?:S({) ds.

A une distance grande devant la taille de la boucle de courant C, le champ
est entierement déterminé par le moment magnétique

M=1I3.

Le vecteur surface admet aussi pour expression :

?:%}i()ﬁAdT:%iOﬂ/\dW.
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Champ et potentiel vecteur d’un dipdle.
Le potentiel vecteur créé par cette boucle est, & grande distance (approxi-

mation dipolaire)
— Mo - o
A(M) = i (M/\r) .

Le champ magnétique ? qui en résulte est alors formellement identique au
champ créé par un dipole électrique

B =t [3 (A_/t’-f') F—r2/T/t>].

T dgrd

2.2.4 Actions mécaniques d’un champ magnétique.
Sur un circuit : force de Laplace.

Un élément de volume dr parcouru par une densité de courant j est soumis
a une force magnétique d’expression

dF =7A B dr.

En effet, chaque porteur de charge ¢ se déplagant & la vitesse ¢ est soumis & la
force

f =qUu A ﬁ
Dans le cas d’'une distribution filiforme, j’dr devient Idl ce_qui conduit a la
formule de la force de LAPLACE s’exercant sur une portion dl d’un circuit (C)

dF =Idi'AB.

D’un point de vue microscopique, cette force est exercée sur les porteurs de
charge de C. Ceux-ci transmettent cet effort au réseau (par exemple le métal
du conducteur) par l'intermédiaire des chocs avec celui-ci ; en régime permanent
la force transmise au réseau est exactement égale a la force magnétique exercée
sur les porteurs.

Sur un dipéle magnétique.

Cqmme pour le dipdle électrique, on trouve que le torseur des efforts exercés
sur M par le champ magnétique est

B=(M-9)F s wtF=T
T-MnB.

(F) =

En considérant M constant lors de la dérivation, on peut écrire:

ﬁ:gr_ad’@-?).
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Sur un conducteur : pression magnétique.

Le champ magnétique & l'intérieur d’'un conducteur parfait est nul —ceci
constitue I'un des effets MEISSNER liés & la supraconductivité (voir le probléme
3.5.3).

La condition de passage entre l'intérieur et ’extérieur du conducteur, siege
de courants surfaciques Js, nous donne pour le champ magnétique en un point
M du voisinage de C

B(M) = o7, A7,

ou 71 est la normale sortante en M au conducteur.

Comme en électrostatique, le champ induit par la distribution surfacique
exerce une action mécanique sur cette derniére et on trouve que la force exercée
sur une portion d’aire dS de C s’écrit

2
dF =PdS  avec P= —”02&.

La pression ainsi exercée sur le conducteur est dirigée vers l'intérieur de celui-ci.

2.2.5 Travail de la force de Laplace.

Expression du travail.

Soit un circuit C, éventuellement déformable, parcouru par un courant [
et plongé dans un champ magnétique B (7,t). On considére un déplacement
élémentaire de ce circuit (figure 2.7)

777§

t t+dt

Fi1G. 2.7 - Déplacement élémentaire d’un circuit.

Le travail élémentaire de la force de LAPLACE s’exercant sur la portion dl
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du circuit a pour expression
PW = (Idf/\ ?) -aM
—1 (dﬁ A df) ‘B

—14°S - B,

ol dz? = cm di est 'élément de surface latérale balayé par dl lors d’'un
déplacement dM .

Par définition, le flux coupé 9 est le flux de ? a travers la surface latérale
engendrée par le déplacement du circuit, cette surface latérale étant orientée
vers l'intérieur du volume balayé dans l’exemple de la figure 2.7. Dans ces
conditions, le travail élémentaire agissant sur 1’élément dl s’écrit :

W = I6%).

Comme I est le méme en tout point du circuit, le travail total des forces de
LAPLACE s’exercant sur le circuit lors d’un déplacement élémentaire est alors

SW =16p avec & = 7{ 629).
c
L’expression précédente est valable méme si I n’est pas constant.

Théoréme de Maxwell.

On fait maintenant ’hypothese que le champ magnétique ? est indépen-
dant du temps et que le circuit C est indéformable. Ce dernier est déplacé d’une
position (1) & une position (2).

R
Nat.

S1 Slatérale | o

(1) (2)

F1G. 2.8 - Surface fermée associée au déplacement d’un circuit indéformable.
On suppose que le déplacement entre les positions (1) et (2) est infinitésimal.

C O U R S
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Le champ magnétique étant de divergence nulle, son flux a travers la surface
fermée définie par la figure 2.8 est nul. Or, ce dernier se décompose en un
flux latéral et deux flux sur les extrémités S; et Ss. En prenant garde aux
conventions d’orientation, on trouve

-1 =Y+ ¢2=0,

ou ¢, est le flux de ? a travers le circuit orienté par I, et se trouvant a la
position repérée par («). En utilisant le résultat du paragraphe précédent, il
s’ensuit que le travail de la force de LAPLACE lors de ce déplacement s’écrit

5W = Wl_,g = I(¢2 —¢1) = quf)

Ce résultat constitue le théoreme de MAXWELL. Sous la forme précédente, il
est valable méme si I n’est pas constant au cours du temps.

Energie potentielle d’un circuit dans un champ magnétique.

Dans ’hypothese ol le champ magnétique est stationnaire et le circuit C
rigide, le travail de la force magnétique est donné par le théoreme de MAXWELL.
Si ’on suppose en outre le courant I constant, alors

SW = Idp = d(I¢).

On peut ainsi définir une énergie potentielle d’interaction par W = —dE;ot.,
soit
Epor. = —I¢p + C™.

De cette expression découle la regle dite du flux maximal: dans un champ
constant, une spire rigide parcourue par un courant constant s’oriente de fagon

agninimiser son énergie potentielle, ce qui est obtenu en maximisant le flux de
qui la traverse.
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2.3 Exercices
2.3.1 Et si le champ électrique. ..
D’apreés un examen blanc de I’Université Paris VI

Nous donnons ci-dessous %?nsemble des propriétes vérifiées par le champ
coulombien (électrostatique)

it e

ou V et S sont respectivement un volume fini et la surface fermée qui
limite ce volume.

1. Théoreme de GAUSS:

2. Théoréeme de la divergence:

ﬁif-d?z///vdivﬁd%.

3. Théoréme de STOKES
%?-d[://ﬁ%?-d?
C S

ou S et C sont respectivement une surface ouverte et le contour sur lequel
elle s’appuie.

4. Equation locale (MAXWELL) :

div?zv-ﬁzsﬁ.

5. B est irrotationnel :
itE=VAE=7.
6. E dérive d’un potentiel :
E = —grado.

Supposez qu’au lieu d’étre de la forme

E=*a.

r2

le champ électrostatique produit par une charge ponctuelle soit de la forme:

ﬁ = Ee"\r Uy,

r2

EXERCICES
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k et X\ étant des constantes. Quelles sont les propriétés du champ électrosta-
tique, parmi celles mentionnées ci-dessus, qui restent encore valables dans ce
cas?

Solution

Les propriétés (2) et (3) sont des résultats d’analyse vectorielle: elles sont
valables pour tous les champs de vecteurs. La propriété (4) est une forme locale
de (1): (4) vraie & (1) vraie puisque (2) est toujours vraie. Si I’on considere
que p est la densité volumique de charge, ces deux propriétés sont ici fausses.
En effet, calculons le flux du champ électrique & travers une sphere de rayon R

centrée sur la charge:
ﬂ E.dS =ke R,
s

Pour que (1) soit vraie, il faudrait que I’expression précédente soit une constante
indépendante de R. Ce n’est pas le cas: (1) et (4) sont ici fausses.

Tous les champs de vecteurs radiaux ne dépendant que de r sont de rotation-
nel nul (on peut vérifier cette propriété a 1’aide d’un formulaire) : la propriété
(5) est vraie. Quant & la derniere, elle est équivalente & (5) et donc valable.

Remarque: un champ électrique de la forme proposée se rencontre en
physique des plasmas. Il dérive du potentiel de YUKAWA qui est étudié plus en
détail dans I’exercice 2.3.3. Ce champ ayant une réalité physique, les propriétés
(1) & (6) sont valables. Bien entendu, un tel champ ne correspond pas & une
charge ponctuelle (cf. exercice 2.3.3).

2.3.2 Pouvoir des pointes

Durée 10 min

On se propose d’étudier le champ électrostatique au voisinage des extrémités
du conducteur C représenté figure 2.9.

Ry

C

Fi1Gc. 2.9 - Conducteur comportant une partie pointue.

1. Calculer la capacité d’un conducteur sphérique seul dans I’espace.
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2. En supposant que les propriétés électrostatiques de chacune des extré-
mités sont identiques a celles de sphéres de rayons respectifs R; et Ra,
comparer les champs en chacun des deux bouts. Conclusion.

Solution

1. Puisque le potentiel électrostatique V' est uniforme & l'intérieur d’un
conducteur

V =V(0),

ou O désigne le centre de la sphere. Le conducteur ne peut porter de charges
qu’en surface. Soit R le rayon de la sphere, le potentiel est relié a la distribution
surfacique de charge o par

1 odS
V(O) o 47{'80 ﬂMES(C) O—M

Tous les points M étant & la distance R de O, on a

Q

V(o) = 4dre, R’

@ désignant la charge totale portée par la sphere. Par définition de la capacité
d’un conducteur seul dans ’espace, on obtient finalement

C:g:@rsoR.

2. Si 'extrémité (1) se comporte comme une sphére de rayon Ry, elle porte
une charge

Ql = 47T€()R1V.
Sa charge surfacique est donc de 'ordre de
Y
! 4T R?
&V
=R

Le champ au voisinage de la partie (1) s’obtient griace au théoreme de COULOMB
(voir les rappels de cours) et a pour ordre de grandeur

14

Ei=—.
1 i

On traite de la méme fagon la zone (2), d’ou le rapport des champs électriques
aux deux extrémités

Ei_ Ry
Ey Ry

EXERCICES
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Le champ électrique au voisinage d’'un conducteur est donc extrémement in-
tense pres des pointes. Ce phénomene est mis a profit dans les paratonnerres:
le champ électrique de claquage de 1’air est plus rapidement atteint dans les
zones pointues. C’est la raison pour laquelle il est conseillé de s’accroupir et de
s’éloigner des arbres pour se protéger de la foudre (il faut éviter de former une
pointe avec son corps ou de se trouver & proximité d’une pointe). Le pouvoir des
pointes explique aussi les feux de SAINT-ELME : une pointe fortement chargée
peut ioniser ’air dans son voisinage; il se forme alors des filaments bleus et on
entend des crépitements...

2.3.3 Le potentiel de Yukawa

Université d’Angers
Durée 40 min

Aucun document autre qu’un formulaire rappelant les expressions des gra-
dient, divergence et rotationnel n’est autorisé.

Une distribution volumique de charge a symétrie sphérique autour d’un
point O crée un potentiel électrostatique:

Vir)= o2 avec A>0etg>0
dmegr

en un point M quelconque situé & une distance r de O.
1. Calculer le champ électrique ﬁ dérivant de ce potentiel.

2. De l’expression locale du théoréeme de GAUSS, déduire la densité volu-
mique de charge p(r).

3. En intégrant p(r) dans une sphére de rayon R et de centre O, calculer la
charge Q(R) contenue dans cette sphére. On montrera que, compte tenu
de la symétrie sphérique, l'intégrale de volume se réduit a une intégrale
simple.

4. Calculer la charge Q'(R) contenue dans la méme sphere de rayon R, en
utilisant le théoreme de GAUSS.

5. Calculer Q'(R)—Q(R). En faisant A = 0 dans V (), on obtient le potentiel
créé par une charge ponctuelle ¢ placée & 'origine des coordonnées. Quelle
est, d’apres vous, la méthode de calcul donnant la bonne valeur pour la
charge contenue dans la sphére de rayon R?

Solution

1. Par définition, le champ électrostatique se déduit du potentiel par:

E=—grad V.
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Dans le cas présent,

r

B__q d[l —,\r:|—»

_ adl e,
4me, dr

ou €. = Olq JOM est le vecteur unitaire radial des coordonnées sphériques.
Ainsi,
E q )\ ]' —Ar =
= —+ =) e e
47e, (r + 7.2) "

2. L’expression locale du théoreme de GAUSS est aussi appelée équation de
MAXWELL-GAUSS et affirme que:

divE =2

€0

%
On note aussi, ? ﬁ = div F Pour un champ A = A(r) €, & symétrie sphé-
rique, on a
— 1 9[r?A(r))
e

div A = .
e r or
Ainsi,
q 1 d —Ar
=1 - 1
p(r) 47 r2 dr [e ( +)\r)]
soit encore,
q 2 _—Ar
=——2 .
pr) drr €

3. Intégrons la densité volumique de charge trouvée a la question précédente
dans une sphere de centre O et de rayon R.

Q(R) = / e

ol d3v représente I’élément de volume des coordonnées sphériques (7,0, ¢) :
d*v = dr rdf rsinfde.

Ici, la densité p() = p(r) ne dépend pas des variables 6 et ¢ sur lesquelles
I'intégration est donc immédiate :

R ™ 2w
— 2 o
Q(R) = /o dr/0 de ) d¢ r? sin 6 p(7)
R
= / 4mr? p(r) dr.

0

L’intégrale de volume se réduit a une intégrale simple :

R
Q(R) = —qAQ/ re= > dr.
0
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La charge contenue dans la sphere considérée est par conséquent :

QR)=q(1 +AR)e M —¢|

4. Calculons cette méme (?!) quantité en utilisant la forme intégrale (glo-
bale) du théoreme de GAUSS:

ﬂi here ? . d? - QI(R)

€o

ou d? est un élément de surface orienté par la normale sortante & la sphere.
Le symbole ff est conventionnellement utilisé pour désigner des flux sur des
surfaces fermées. Comme le champ électrique est radial et ne dépend que de r,
il vient :

Q'(R) = &,47R? E(R)

c’est-a-dire:

Q'(R) = q(1+ AR)e ™|

5. Les deux méthodes de calcul ne donnent pas le méme résultat :
Q' (R) - Q(R) =4

Pour déterminer celle qui est correcte, plagons nous dans le cas A = 0 qui
correspond au potentiel créé par une charge g seule dans tout 1’espace. Les
valeurs correspondantes des charges présentes dans une sphére centrée en O
sont :

Qrx=o(R) = 0
QIA:(J(R) = q.

Manifestement, la valeur donnée par Q(R) est fausse! En effet, la méthode
exposée aux questions 2. et 3. calcule la densité volumique de charge p(r)
correctement pour 7 # 0, mais ne tient pas compte d’une éventuelle charge
ponctuelle située en O. Cette charge est pourtant présente, comme en atteste
la divergence du potentiel pour r — 0, et elle est précisément égale a ¢. Il
faudrait donc définir Q(R) par

QW =q+ [ pnd
sphere
et l’on obtiendrait alors Q(R) = Q'(R). La méthode de calcul de Q' est globale
et tient automatiquement compte de la charge ponctuelle située en O.

Complément : ce type de potentiel apparait fréquemment en physique des
plasmas (systémes de charges) ou des électrolytes et illustre la notion d’« écran-
tage ». Considérons une charge positive g située au point O. Lorsqu’elle se trouve
seule dans l’espace, elle crée un potentiel :

q

V;:har e nue — S -
& dmeyr
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En revanche, dans un plasma, elle va attirer des charges négatives qui vont
s’accumuler autour d’elle de fagon & écranter (diminuer) sa charge en formant
un nuage dont la densité décroit avec la distance & O. On peut montrer qu'une
approximation raisonnable du potentiel régnant en un point situé & une distance
r de 'origine est dans ce cas:

q —r/ro
e
dme,r

%harge—i—nuage = y

ol 1y est une longueur dépendant de la température et de la densité de charge,
appelée longueur de DEBYE. Par rapport au cas ou la charge est « nue », le
potentiel décroit tres vite (exponentiellement au lieu d’algébriquement en 1/r).

Signalons aussi que le potentiel étudié ici est le potentiel moyenné sur le
temps que prédit la mécanique quantique pour un atome d’hydrogene dans son
état fondamental. La charge q est celle du proton. La quantité —47wr?p(r)/q est
la densité de probabilité de trouver l’électron a une distance r du noyau. En
d’autres termes, —4mwr2drp(r)/q est la probabilité de trouver I’électron entre
les spheres de rayon r et r + dr. On peut remarquer que

d o

p (r’p(r)) =0 pour r=r,.
Par conséquent, 1’électron se trouve préférentiellement & une distance r, du
proton. Cette « orbite » est la premieére orbite de BOHR caractéristique de
I'état fondamental (r, = 0.529 A).

2.3.4 Etude d’un condensateur cylindrique

D’aprés un partiel de I’Université de Versailles
Durée 30 min

F1G. 2.10 - Le condensateur cylindrique

Un condensateur cylindrique est constitué de deux cylindres conducteurs
coaxiaux C; et Cs, portant sur leurs surfaces en regard les charges @ et —Q

EXERCICES
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uniformément réparties. Cy a un rayon a, Cs a un rayon interne b et un rayon
externe c. On suppose que la longueur L des cylindres est tres supérieure aux
rayons a, b et c.

1. Indiquer la direction et le sens du champ électrique E Calculer s%
module en tout point de ’espace (4 zones). Représenter le module de
en fonction de la distance r a 1’axe.

2. Calculer la capacité C de ce condensateur.

3. Calculer I’énergie électrostatique U, emmagasinée dans ce condensateur.

Solution

1. Le condensateur cylindrique que l’on étudie ici a une longueur L tres
grande par rapport aux rayons des cylindres qui le composent. 1l est alors licite
de négliger les effets de bords pour le calcul du champ électrique di a
I’ensemble de conducteurs considéré. En d’autres termes, le champ électrique
sera le méme que si les conducteurs étaient infinis dans la direction z (en portant
la méme charge surfacique).

Fi1G. 2.11 - Les notations utilisées

On travaille avec les coordonnées cylindriques (r,6, z) et dans la base as-
sociée (M, €., €, €.) pour un point M quelconque. Le systéme considéré et la
distribution de charges associée sont invariants:

— par rotation autour de I’axe z'z, donc le champ est indépendant de la
coordonnée angulaire 6 ;

— par translation parallélement & 'axe 2'z, donc le champ est indépendant
de la coordonnée spatiale z.
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Par conséquent, on peut écrire ﬁ = ﬁ(r) De plus, le systeme est symétrique
par rapport & tout plan méridien (7), donc, pour tout point M appartenant
a (m), le champ électrique est contenu dans ce plan. De méme, le systéme
étant symétrique par rapport & tout plan (7') contenant une section droite des
conducteurs, le champ électrique en M est contenu dans ce plan (7). Ainsi le
champ E est contenu dans intersection des deux plans () et («'), pour tout

point M de l’espace. En définitive, on peut écrire B = E(r)e,.

Pour ce qui est du sens du champ électrique ﬁ, les lignes de champs sont
dans le sens des charges décroissantes: en effet, a l'intérieur du conducteur, le
champ est identiquement nul, donc, en utilisant les relations de passage pour le
champ électrique & la surface d’un conducteur, on arrive & E = o/g, 7 ol o est
la densité surfacique de charges du conducteur et 7 est la normale & la surface
entourant le conducteur, dirigée vers l’extérieur. L’expression précédente du
champ électrique, connue sous le nom de théoréeme de COULOMB, permet d’ex-
pliquer le sens des lignes de champ électrique. Pour ’ensemble de conducteurs
étudié, en supposant () > 0 sans que cela soit restrictif, on a:

E= E(r)e. avec E(r)>0]|

Le champ électrique étant radial et ne dépendant que de r, il est intéres-
sant d’appliquer le théoréme de GAUSS, avec comme surface d’intégration un
cylindre de rayon r et de longueur L, coaxial & I’axe 2’z du systeéme:

Qz’nt _ — 2 r
_#Sﬁ.d_s"_z LE(r),

Eo

ou @int est la charge totale contenue a l'intérieur du cylindre considéré. L’ex-
pression générale de E(r) est:

Qint
E(r) = .
(r) 2meqrL

Les quatre zones de I’espace & considérer sont :

1.7r<a:Qint =0

2.a<r<b: Qi =Q

3.b<r<c: Q=0+ (—Q)=0

4. ¢ < r: Qint = Qegt car la surface extérieure porte a priori une charge
totale Qez+ due aux conducteurs extérieurs entourant le condensateur

étudié. Si le condensateur se trouve seul dans le vide, alors Q.,; = O.
Dorénavant, nous considérerons )., = 0.

D’ou
r<a : E: 6)
a<r<b : ﬁ = Q/(2me,rL) e, |
r>b : ?z 6)
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a b c r

Fia. 2.12 - Allure du module du champ électrique en fonction de r, pour
Qemt =0.

Le champ électrique est discontinu sur les surfaces des conducteurs, ce qui
est normal puisque les conducteurs portent une charge surfacique non nulle, et
que le champ leur est perpendiculaire.

2. La capacité C' du conducteur est définie par:

- Q _ Q@
Vo, = Vegine V(a) = V(b)

% V(r) est ¥e potentiel scalaire associé au champ électrique. De la relation
= — gradV, on déduit le potentiel sur les deux surfaces conductrices:

l.r<a:E(r)=0douV(r)=V,
2. a<r<b: E(r)=Q/(2ne,rL), dou V(r) =V, + Q/(2me, L) In(a/r)

en utilisant la continuité du potentiel électrostatique en tout point de ’espace.
Par conséquent :

_ 2mwe L
~In(b/a) |

3. Puisque l'on a un systéeme de conducteurs a 1’équilibre électrique, on
peut appliquer, pour le calcul de I’énergie emmagasinée dans le condensateur,
la relation :

U, = %/// oV dr = % [QVe, + (—Q)Verint] = %

Q? b
. = In{—]|
U 4me,L . a

Remarque: on peut calculer différemment U, en sommant la densité vo-
lumique d’énergie sur tout ’espace (voir exercice 3.4.1):

2
- [l aEan
espace 2

On arrive ainsi a:
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Dans le cas présent, la nullité du champ électrique pour 0 < r < aetr > b
permet d’écrire

b 2 2
Q 1 Q b
= — =  — I2mrdr = 1 —].
U, o 8m2e L2 r? W—’Zr L 4me, L . a
T

2.3.5 Images électriques et interaction dipole-conducteur

Université Joseph FOURIER, Grenoble
Durée 1 h

On amene un dipdle électrique & une distance d d’un conducteur remplis-
sant le demi-espace d’équation z < 0, mis & la terre. L’orientation du moment
dipolaire p’ est repérée par ses angles polaires 6 et ¢ (en choisissant pour axe
Oz la normale & la paroi du conducteur passant par le centre du dipdle).

1. Montrer, en utilisant la méthode des images électriques, que 1’énergie
d’interaction électrostatique du dipdle avec le conducteur s’écrit :

__ 17

P 47y 843

(14 cos8)

On rappelle que I'énergie d’interaction entre deux dip6les de moments
et po, séparés par le vecteur 719, est donnée par la formule:

1 1 <ﬁ . (51'7’12)(15'2'7?12))
b — 3 .

4= T3
dmeg 7,

prep i

2. En supposant dans un premier temps que seule 'orientation de p’ peut
varier, indiquer pour quelles valeurs de 6 le dipdle est en équilibre, stable
ou instable.

3. Le dipole est-il attiré ou repoussé par le conducteur?

Solution

1. Remarquons que ’on peut toujours se placer dans un plan contenant le
dipdle et 1’axe Oz, puisque le conducteur est invariant par rotation autour de
cet axe: seul comptera l’angle 6 que fait le dipble avec ’axe Oz (voir la figure
jointe).
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La méthode des images électriques est tres générale et part de la consta-
tation suivante: soit un domaine (D) de ’espace limité par une surface (S).
Si l'on fixe les conditions aux limites sur les conducteurs contenus dans (D)
et sur la surface (S) (charge ou potentiel), alors le potentiel électrostatique V
dans le domaine (D) est unique. En ’absence de charges libres et en dehors des
conducteurs, V est solution de ’équation de LAPLACE AV = 0.

Ainsi, pour déterminer le potentiel électrostatique (et par la suite le champ
électrique, les forces...) dans le domaine (D), on peut remplacer la répartition
de charges D; en dehors de (D) par une autre répartition Do qui donnera sur la
surface (S) des conditions aux limites identiques. C’est la méthode des images
électriques, dont I'intérét est de choisir une répartition Dy « plus simple » que
D pour le calcul des différentes grandeurs.

Ici, le domaine (D) est le demi-espace z > 0. Supposons que le conducteur
situé en z < 0 soit parfait: son volume est & potentiel constant. La surface
(S) est donc le plan z = 0 & potentiel constant et la distribution de charges
D; est le conducteur remplissant le demi-espace z < 0. Il nous faut trouver
D, —simple— qui impose un potentiel constant sur le plan z = 0. Pour cela,
exploitons les propriétés de symétrie du champ électrique. Nous savons que
celui-ci est contenu dans le plan de symétrie (lorsqu’il existe) d’une répartition
de charges quelconque, et qu’il est orthogonal & un plan d’antisymétrie. Cela
signifie qu’un plan d’antisymétrie est une surface équipotentielle (les surfaces
équipotentielles sont orthogonales aux lignes de champ).

Le dipdle qui nous intéresse est placé au point P, & une distance d du plan
z = 0. Nous allons choisir D- de telle facon que le plan z = 0 soit un plan
d’antisymétrie pour la répartition de charges {dipole + Ds}. Soit IT la symétrie
plane par rapport au plan z = 0; le dip6le de moment

7 = -1

placé au point P’ = II(P) convient. Le dipdle p’ayant pour coordonnées polaires
(8, ), II(p) a pour coordonnées (m — 8, p) et —II(H) est repéré par les angles
(0, ¢ + 7). Cela signifie que:

P9 =9 [-I(p)] = |p]* cos(260) = |p]* (2cos®6 —1).

Le dip6le placé en P’ est I'image électrique du dipole 7 (voir la figure 2.13)
comme on peut le vérifier en calculant le potentiel électrostatique d’un point
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M du plan z =0:
—
VoM = 7-PM 5 -PM o
O T dne PMB T Ame,P'MB3
<~
z

Conducteur

Fic. 2.13 - E’quz’valence électrostatique des deux descriptions; définition de
l’image électrique du dipdle p.

L’énergie d’interaction électrostatique entre le dip6le p' et le conducteur est
la méme que ’énergie d’interaction entre 7 et p’. Ainsi,

Ep = Ed(ﬁ,ﬁl)
1 1 Lo 3 ,
1 p2

= I 3B ((:032(9—3cos,2 0) ,
TEy

d’ou 'expression demandée:

E =— ! p_2 (1+c0s20)
P 4me, 8d3 )

2. Supposons que seul 8 puisse varier ; une position d’équilibre est donnée
par
OF
4 — 0
00
et une position d’équilibre stable correspond & la réalisation simultanée des
conditions :

OE, 8°E,
— = > 0.
ag ~ 0 ¢© 5z ="
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Dans le cas présent,
0E, 1 p*

30 — dne 8d3 sin 26,

quantité qui, dans 'intervalle [0, 7] s’annule en § =0, 8 = 7/2 et § = 7.

0’E, 1 p?
062 271' 8d3

En ce qui concerne les degrés de liberté de rotation seule, les po-
sitions repérées par les angles § = 0 et § = 7 sont des positions
d’équilibre stable alors que pour § = 7/2, le dipole est en équilibre
instable.

Remarque: les résultats de stabilité précédents peuvent aussi étre obtenus
en calculant le moment des forces exercées par un dipOle sur ’autre. Soit par
exemple ﬁ[ﬁ’ le champ créé par le dipdle 5’ au point 7. Le moment des
forces exercées sur le dipdle p est

T = gA E 5] (7o

avec 1
B () = 37 -7)7—5"r?].

A, T8

Pour § = 0,7/2 ou 7, on a bien ? = 0 . Comment se comporte le moment
lorsque le dipdle p’ est perturbé de p, c’est-a-dire lorsque

P=po+0p

ou P, est la valeur du moment dipolaire p’ & ’équilibre, et dp’ est orthogonal a

Do? Cette contrainte d’orthogonalité, jointe & |0p| < |po| assure qu’au premier

ordre en §p, la perturbation affecte uniquement l’orientation € du dipdle, et pas
son module. Pour § =0, §5 = dpé, (0P est dans le plan contenant Oz et p):

p' = —11(p) = po — I,

et le champ électrique créé au point P est

-/ P — # 9 — —
E[p]( ) 32me. P (2P, + 07) -
Ainsi,
( ) 32me,d3 P Do,

qui tend a faire revenir le dipole vers sa position d’équilibre p'= p;,, d’ou la
stabilité. En revanche, pour § = 7 /2, §p'= dpé, et

—/

b = _H(ﬁ) = —p, + 0p.
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Le champ électrique correspondant est

E[7(P) i+ 207),

T 32me,d3

et le moment des forces a pour expression :

1
? 0=7/2) = ——— P, AOP,
( /2) Szre. B Lo O
ce qui a tendance a amplifier la perturbation. ..
Ces résultats concernant les moments se retrouvent directement en dérivant
Iénergie potentielle d’interaction par rapport & 26 (voir la remarque faite a la

question suivante pour 'origine du facteur 2).

3. L’énergie potentielle d’interaction électrostatique est d’autant plus faible
que d est petit. Le dipdle est donc attiré par le conducteur.

Le méme phénomene se produit lorsque ’on met une charge g de signe quel-
conque en regard d’un conducteur. La méthode des images électriques permet
de remplacer le conducteur par une charge —q qui va donc attirer la charge ¢
(voir la figure 2.14).

q q »
d d
=
Conducteur d
Volume isopotentiel

_q.

Fi1G. 2.14 - Image électrique d’une charge ponctuelle. Dans les deuz situations,
le potentiel électrostatique dans le demi-espace supérieur est le méme.

Remarque : on peut calculer explicitement la force subie par le dipole situé
en P. Celle-ci est donnée par

f: —grad Ep,

mais il faut prendre le gradient par rapport aux coordonnées définies en consi-
dérant le point P’ comme l'origine de ’espace: c’est, d’apres la méthode des
images électriques, le dip6le image situé en P’ qui crée le champ électrique en
P. Cela signifie que dans ce repere, f a pour coordonnées polaires

OE,

. or!
f=- avec r=2d et 6 =26.
| 8,

90
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En d’autres termes, la variation d’énergie potentielle E,, correspond au travail
fourni par un opérateur qui déplacerait le dipble de 71 & 75, tout en s’assurant
que le conducteur reste a 1’équilibre électrostatique. L’opérateur devra pour cela
faire migrer des charges a la surface z = 0, et fournir un travail correspondant
au déplacement du dipble image de —7 & —75:

2 ne o
E,(2) — Ep(1) —f-dF+/ —f-dr

1

Il y a donc un facteur 2 entre la variation d’énergie potentielle et le travail de
la force ressentie par le dipdle situé en P.
Pour 8 = 0, on obtient :

—

10E, . 3p° 2
2me,dt 7’

F==3%4 %~

dont le signe traduit bien une attraction entre le dipdle et le conducteur.
Ce résultat peut étre vérifié par un calcul direct : en regle générale, un dipdle
placé dans un champ électrique subit une force

= (13’- Hﬂ) E.
Pour 6 = 0, il vient
7= vy B15)) (=240 =0).

Comme précédemment, le champ est donné par

—) — 1 — — —,
B = (5 B0 97—,

et on retrouve

7 3p*

3me,dt

Pour # = 7/2, un calcul analogue donnerait :

- 3p°

=~ e U

2.3.6 Champ magnétique créé par un cylindre conducteur

Durée 20 min.

On considere un cylindre conducteur de rayon R et de hauteur h > R. Dans
I’exercice, on travaillera dans le systéme des coordonnées cylindriques, ’axe du
cylindre s’identifiant & l’axe (2'z).
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Ce cylindre est parcouru par un courant volumique orthoradial

T (M) =aré
en un point M (r,8, z) du cylindre. %n dehors du cylindre, 7" = 0.
Calculer le champ magnétique créé en tout point de ’espace par cette
distribution de courant.

Solution

Le cylindre a une hauteur h > R: on peut donc négliger les effets de bord.
Ainsi, la distribution de courant est invariante par toute translation d’axe (z'z).
Cette distribution étant également invariante par toute rotation d’angle 6, le
champ magnétique ne dépend que de la coordonnée radiale: B (M) = B (r).

De plus, la distribution de courant est symétrique par rapport & tout plan
(TI) perpendiculaire & I’axe du cylindre. Le champ magnétique % est donc
antisymétrique par rapport & ce méme plan. Ainsi, le champ magnétique est

dirigé selon l'axe (z'z):

Afin de calculer le champ magnétique créé par une telle distribution, utili-
sons le théoréeme d’AMPERE :

o B.d - kols(c)

(

2 %

! rn >R re > R 'ri <R re > R
/_‘\ g ' »
C r-=-=3- > C - >

YIL<h A ® Y |L<h

I, (Cl)

F1G. 2.15 - Définition des contours (C1) et (C2) et des orientations

Pour r > R, on choisit le contour (Cy) défini sur la figure 2.15. L application
du théoréme d’AMPERE donne

B(’I"Q) = B(’f‘l).

EXERCICES
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Par ailleurs, le champ magnétique s’annule pour r — oo, ce qui signifie

Vr>R, B(@r)=70)

comme c’est le cas pour un solénoide infini. Ce résultat peut étre montré en
utilisant la loi de BIOT et SAVART:

ﬁ
Bon|< b [ TPy, oBma [ dr
Pe cylindre

= dr vz TS T4 [P
d’ol
B(r)| < St g2 /Oo o
= 4rx —0 22+ (r—R)? ’

Pour r < R, on choisit le contour (C3) défini sur la figure 2.15, la sur-
face S(C2) étant la portion de plan limitée par ce contour avec dSs = dSé€p .
L’application du théoréme d’AMPERE donne

R
—_— ool
[B(r1) — B(r2)|L = po // 7-dSs = uOL/ g(r)dr = Ho (R* —r?).
T S(Cz) 1 2

On en conclut :

Vr<R, B(r)= PER %) |

Remarque: on peut vérifier la continuité du champ magnétique en r = R,
ce qui est bien conforme aux relations de passage puisqu’il n’y a pas de courant
surfacique circulant en r = R.

2.3.7 Sphere chargée en rotation

Durée 15 min

Une surface sphérique de rayon R porte une charge surfacique o. Elle tourne
autour de son diametre Oz a la vitesse angulaire w.

1. Déterminer le champ magnétique au centre O de la sphere.

2. Calculer son moment magnétique.

Solution

1. En raison de la rotation du support (la sphére), les charges sont mises
en mouvement : une densité surfacique de courant apparait. Elle s’exprime en
fonction de la densité surfacique de charge et de la vitesse:

- ~
Js =00

= o(Rsin G)w?,
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ou la colatitude 6 et le vecteur tangent a la trajectoire ? sont définis figure
2.16.

Fi1G. 2.16 - Spire élémentaire de la sphére en rotation.

La nappe de courant peut étre considérée comme la superposition d’une in-
finité de spires élémentaires, parcourues par un courant di et reconstituant ainsi
la sphere compléte. Le courant infinitésimal associé & une spire de colatitude 6
(figure 2.16) vaut alors

di = js-Rdf
= R%0wsin @ db.

La contribution de cette spire au champ magnétique est (cf. probleme 2.4.2)

P
dB(0) = % sin®9 &,

_ poR?owsiné
"~ 2Rsiné

= &2‘”}2 sin®6 df &,

sin®6 db e,

et le champ magnétique total est

B(0) =/Wd§’(0) _ Hoowh /Owsin39d0é’z.

0 2

On décompose la puissance troisieme du sinus en

1
sin®f = ~ (sin30 — 3sinéf),

/ sin® 6 df = é
0 3

d’ou

EXERCICES
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Le champ magnétique au centre de la spheére a donc pour expression:

B(0) = L‘)g“’R Al

2. Le moment élémentaire d’une spire de rayon r = Rsinf est:
- . .
dM = ?dz =mr’dié,.

On somme les contributions de chacune de ces boucles de courant pour obtenir
le moment magnétique total de la sphére chargée en rotation

H:/Sdz’ e,
0

:/ n(Rsin)?di &,
0

d’ot

— 4
M = §0R4wé’z .

2.4 Probléemes

2.4.1 Electrostatique d’un cylindre conducteur ; spires et
dipoles magnétiques.

Université Paris VI
Durée 3h

PROBLEME I: Etude d’un cylindre conducteur

P
\ * T
\ \ \ ,/\\
O ¢ \ » O 1 2a
\ \ \ \
[ [ [ v
\ \ \
< - === - == \
\ x ! \
‘<————————————————>:
L

Fia. 2.17 - Définition des principales grandeurs

On considére un cylindre de rayon a et de longueur L (L > a, cf. figure
2.17). Ce cylindre est uniformément chargé en surface, portant la charge totale
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). Ce cylindre est placé dans le vide, loin de tout conducteur. Le probleme
consiste & calculer le potentiel électrique ¢(P) en un point P a la surface
du cylindre. Dans ce calcul, on fera "approximation suivante: la distribution
réelle de charges est remplacée par celle d’un fil rectiligne 00’ (figure 2.18) de
longueur L, chargé avec la densité linéique A = Q/L.

P
oA
0O . 2a
____________________ y
< g >
..... midm
I poe D>
T
T e >

Fic. 2.18 - Approzimation du cylindre par une ligne 00’

1. Ecrire la contribution do(P) au potentiel ¢(P) d’un élément dz du fil.

2. En déduire que Iexpression de ¢(P) est:

o(P) = p(z') = 4;\50 [argsh <%I) — argsh (#)] .

3. Quelle est la forme asymptotique de ¢(L/2) lorsque L > a?

4. On considére maintenant un fil infiniment long chargé dont la densité
lindique est . A partir du théoréme de GAUSS, calculer le potentiel o(P)
créé par ce fil en un point P situé a une distance a du fil. Comparer le
résultat obtenu a celui de la question précédente.

5. Si le cylindre de longueur L finie est métallique, la densité surfacique
de charge ne peut plus étre constante. Cependant le potentiel ¢ 1est.
Pourquoi?

6. On admettra que ce potentiel ¢ constant peut étre calculé approximati-
vement en moyennant le potentiel p(z ) obtenu & la question 2. sur toute
la longueur L du cylindre. Déterminer .

Formulaire:

e <x+ 1+ 22 ) = argsh(z),
0o Vv

/ argsh(t) dt = z argsh(z) — 1+ 22 + 1.
0

’
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PROBLEME II: Spires magnétiques

A. Une bobine mince de centre O, d’axe zQz', de rayon a, comporte au
total IV spires jointives sur une longueur h, parcourues par un courant continu
d’intensité I. A la distance r du centre O telle que r > a et r > h, cette bobine
mut étre assimilée & un dipole magnétique élémentaire de moment magnétique
M = NIra®€, (voir la figure 2.19).

OM=r>aeth

F1G. 2.19 - La bobine mince

On rappelle que le potentiel vecteur créé par un dipdle placé en O, en un
point M situé ala distance r = OM du dipdle tres grande devant les dimensions
de celui-ci est:

2 _ o OM
A(M) =2 M=

Calculer le champ d’induction magnétique ?(M ). En déduire son expression
en un point du plan zOy.

B. On se place maintenant en un point M du plan zQy situé & une distance
p de O comparable & la hauteur h de la bobine, le rayon a étant tres petit devant
h et p. Dans ces conditions, la bobine peut étre assimilée & un empilement de
dipéles élémentaires (figure 2.20). Chaque tranche de bobinage d’épaisseur dz
sera assimilable & un dipdle de moment magnétique:

— N
dM = nInd®dz &, avec n = e
1. En utilisant des considérations de symétrie, montrer qu’en des points du
plan médiateur, B est parallele & 'axe des z.

2. Exprimer la contribution dB, a B, d’une tranche d’épaisseur dz a la cote
z en fonction de dB, et dBy (question A), puis en fonction de a et de p
(figure 2.20).

3. En déduire ’expression de B, en fonction de p et de la valeur maximum
o, de a.
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4. Que devient ’expression de B, :

a) Lorsque p > h. Retrouver les résultats de la question A.

b) Lorsque h devient trés grand (n restant fini).

Fi1Gc. 2.20 - L’empilement de dipdles élémentaires

i(t)

D

F1G. 2.21 - Position de la spire conductrice; h > a, > a;.

C. On considére maintenant un solénoide de section circulaire, de rayon a,,
d’axe 2'Oz, de longueur h pratiquement infinie, constitué d’un enroulement de

PROBLEMES
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spires jointives (n spires par métre). Le solénoide est alimenté par un courant
sinusoidal de basse fréquence :

i(t) = I, cos(wt).

Une spire conductrice circulaire (S), ouverte, de rayon a, plus grand que le
rayon a,, centrée sur ’axe z'Oz est placée dans un plan de cote z (figure 2.21)

1. DéterEiner le champ d’induction magnétique ﬁ(M ,t) et le potentiel vec-
teur A (M,t) créés par le solénoide en tout point M loin des extrémités.

2. Quelle est la différence de potentiel V, — V5 induite aux bornes de la spire
S (figure 2.21)?

3. On court-circuite la spire S et on obtient ainsi un circuit de résistance R
et d’inductance propre L. En régime sinusoidal établi, quel courant 4, (t)
circule dans la spire S7

Formulaire: en coordonnées sphériques r, 6, ¢:

S (1 [O(singA4,) 84
ot 4 = eT{rsinG[ o0 ago]}

n 4{ 1 0A, 16(7‘Acp)}+é, {1[6(TA9)_6AT]}

# rsinG%_; or 2l r or 00

Solution du probleme I

1. La notation proposée dans 1’énoncé pour le potentiel créé au point P par
un élément de longueur dz de fil, est incomplete. Il faudrait en effet préciser en
quel point z 1’élément de longueur est placé. Notons dp(z — P) la contribution
au potentiel de I’élément de fil en question. Avec les notations de la figure 2.18,

-
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A
4me,r

dz |

dp(x — P) =

2. Le potentiel électrostatique est la somme de toutes les contributions
élémentaires dp(z — P):

z=L L
p(P) = /:o dp(x — P) = /0 md@

ou

r(z)? = (z —z)® +ad>
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En posant t = (z — 2 )/a, il vient dt = dz/a et:

N L=e)e g
p(P) = 1 / , ——
T€o J 2’ /a v+t

A (L—:cl)/a dt —wl/a dt
A /0 Vite Jo V1t 12

A L—z -
= hiZ—" | _ hl =
Ire, [args ( . ) args ( . )

La fonction sh étant impaire, argsh 1’est aussi, d’ou

A z z —L
p(P) = Ine, largsh (;) — argsh (T)

Il ne faut pas oublier la constante additive : seules les dérivées du potentiel ont
un sens physique.

+Cte i

3. Etant donné que pour z — 00, argsh(z) ~ Inz, la forme asymptotique
de ¢(L/2) pour L > a est

L A L
- ~ 1 = te_
SO(Z) 2me, n(a>+c

4. Pour calculer le potentiel créé en dehors de son axe par un fil infiniment
long, considérons un cylindre de méme axe, de rayon r, hauteur h et appliquons
le théoréme de GAUSs (nous calculons d’abord le champ électrique). Attention,
r n’a ici plus la méme signification qu’aux questions précédentes: r désigne
maintenant la distance au fil.

# B.dq9 =2
cylindre &

Le symbole ff désigne traditionnellement le flux d’un champ de vecteurs sur une
surface fermée (ici, le cylindre). Le champ n’a pas de composante suivant
le fil car tout plan orthogonal au fil est plan de symétrie de la répartition de
charges. De méme, tout plan contenant le fil est plan de symétrie, d’ott

E = ()i,

en coordonnées cylindriques. Par ailleurs, le systéme est invariant par transla-
tion d’axe parallele au fil, et par toute rotation dans un plan orthogonal au fil,
d’ou E(F) = E(r). Ainsi,

Ah

2rrh E(r) = p

PROBLEMES
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Le potentiel se déduit du champ par:

B Ty

On obtient :

p(P) = —2>\ Inr + C'.

TEg

Si 'on choisit la constante de telle sorte que le potentiel s’annule & une distance

ro du fil :
A 7
w(P) = 2w, In (7) i

Dans la limite ou L — oo, le potentiel trouvé & la question 3 doit tendre
vers celui que nous venons de calculer. Mais dans cette limite ’expression de la
question 3 diverge ! Pour pouvoir comparer les deux calculs, il faut reconsidérer
le probléeme de la constante additive dans:

L A L
- ~ 1 - te.
SD(2> 2me, n(a>+C

Pour étre cohérent, il nous faut ici aussi choisir la constante de telle sorte que

p(P)=0 pour r =r,,

L A 1 <r0 )
ZY) o n(=2
12 2me, al’
qui est bien le potentiel régnant & la distance a d’un fil infini. Les résultats des
questions 3 et 4 sont, sous cette forme, identiques.

ce qui donne,

Remarque : la formule

A0 = ey it

n’est valable que pour des distributions de charges D d’extension finie. C’est
ce qui explique que dans le cas du fil infini, nous avons d’abord calculé le
champ électrique, duquel on a déduit le potentiel électrostatique. Pour obtenir
le champ, nous avons utilisé le théoreme de GAUSS qui est toujours valable,
mais nous aurions pu aussi exploiter la relation

50~ i

4me, PM?2 MP

Contrairement & son analogue pour le potentiel, cette expression est valable
méme pour des distributions d’extension infinie, tant que la densité volumique
de charge p(M) est bornée. Cette différence tient & ce que:

oo
/ —dr est une intégrale impropre divergente
1 T
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alors que:

o
/ — dr est une intégrale impropre convergente.
1 T

5. Dans un corps métallique supposé parfaitement conducteur (i.e. de con-
ductivité « infinie »), il ne peut exister de champ électrjque (sinon, la densité
volumique de courant serait infinie, en vertu de 7= o E'). Or, en régime per-
manent, = —égo, ce qui signifie que le potentiel est constant dans tout le
volume et sur la surface d’un conducteur parfait.

En revanche, il n’est pas possible que la charge surfacique du cylindre soit
constante. Contrairement & la géométrie sphérique, la géométrie cylindrique
ne permet pas d’avoir simultanément une charge surfacique constante et un
potentiel constant. Les calculs justifiant cette affirmation sont lourds. ..

6. Par hypothese,
L
o=1 | o).
En posant t = z'/a, il vient:

Aa

L/a
p = pr—s /0 [argsh(t) — argsh (t — L/a)] dt

a

L/a
= 27750L/0 argsh(t) dt,

soit finalement,

Solution du probléme II

A. Par définition, le champ magnétique est relié au potentiel vecteur par :

_>
B =10t 4.
Dans le cas présent,
— 1
A=LnNar@ne) =
4 N—— r2

sinf €,

ou €, est un vecteur unitaire de ’axe des z. Ainsi, dans la base (€, €y, €,)

0
—A) = ) sin 8
Bo ng2r 307

PROBLEMES



-

PROBLEMES

110 Chapitre 2

ce qui implique, d’apres la formule donnée dans I’énoncé:

2 cosd 2 cosf
BomNel) Gg M) G
T4 g3 Zn T 4w o8 (S)n

On retrouve que ? n’a pas de composante suivant €,. En effet, le plan passant
par M et I’axe z'Oz de la bobine est un plan d’antisymétrie pour la répartition
des courants; il contient donc le champ magnétique.

Si I’on se place en un point du plan zQOy, on a alors § = 7/2 d’ou:

? o Na?I

lan — ——
P 4 73

€p |

Dans le plan de symétrie des courants, le champ magnétique n’a qu'une com-
posante orthogonale & ce plan.

Remarque: les expressions du champ du dipdle magnétique peuvent étre
déduites de celles du dipole électrique par substitution de E) aFE,deMayp
et de p, a 1/e,.

B.1. Tout plan de symétrie pour les courants est un plan d’antisymétrie
pour le champ magnétique et réciproquement. Formellement cette affirmation
se traduit comme suit. Soit IIg un plan de symétrie et IT, un plan d’antisymétrie
pour les courants. Cela signifie:

T(HS(M)) = HS(;(M))
i(HA(M)) = _HA(KM))

ou [Ig(M) et I1,(M) représentent le symétrique du point M par rapport au
plan considéré et 7{M) est le vecteur densité de courant au point M. Les régles
de symétrie s’écrivent :

—11,(B (M)

B, (M) = ().

=l
=)

N

s
I

On dit aussi que le champ magnétique est un pseudo-vecteur, c’est-a-dire que
contrairement au champ électrique, il change de signe lorsque la convention
d’orientation de 1’espace change.

En résumé, le champ magnétique est contenu dans un plan d’antisymétrie
des courants et il est orthogonal & tout plan de symétrie des courants. Bien
entendu, on peut trouver des situations ou ces plans n’existent pas.

Dans le cas qui nous intéresse, le plan Oy est un plan de symétrie des
courants, ce qui permet d’affirmer que

? est parallele & 'axe des z |
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B.2. On ne s’intéresse qu’a la contribution suivant 1’axe des z de chaque
dipole élémentaire. Cette contribution provient & la fois de dB, et dBy:

dB, = cos8dB, —sinf dBy.

M
p=0M /\er
€9

FiG. 2.22 - Relation entre o, 0, p et r.

Nous avons montré a la question A que:

Lo 2 cosf
B, = =
d y am 3
_ bo sin 6
dBy = y dM 3

A Daide de la figure 2.22, nous pouvons écrire § = a + /2 et:

cos = —sina
sinf = cosa
r = p/cosa,
ce qui donne
dB, = —Z—;_ —5 2sina cos® a
d
dBy = Ho M cost o
dr p?
Ainsi,
Lo dM

dB, ——— cos®a(3sin’a — 1) |.

B.3. On a dM = nIwa® dz avec z = ptan a, soit :

da

dz=p .
cos? a

PROBLEMES
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Nous pouvons maintenant écrire B, = f dB,, sous la forme

aOm

1
B, = Ho o Ina® = cosa (3sin® a — 1) da,

4 P ) -am

qui s’intégre en posant « = sin a pour donner:

1
B, = —&nlof — sina,, cos®a,, |
2 P>

B.4.a) Dans la limite ou p > h, a,, — 0 puisque tana,, = h/(2p). Plus
précisément, sin «,,, ~ @,,, COSa,, ~ 1 et

I h
Oy ~ % = B, ~ —Zonlcﬁ -
d’ol
M
? dr p3 |
Compte tenu de &y = —¢&, pour § = 7/2, on retrouve bien le résultat de la
question A :

? Ho Na’I o
plan — ——— €z.
4 73

B.4.b) Dans la limite ot h devient trés grand (sous-entendu, par rapport
a p), on a a,, — /2 par valeurs inférieures. Posons

T
am:§—s avec bien stir £ >0et e K 1,

il vient :
h
tana,, = = —.
tane  2p

On a alors € ~ 2p/h, d’ot

sin o, cos’a,, ~ &2.

Ainsi,

a2

B, ~ —2u0n1h2

et |B.| < ponl.

Ce résultat est indépendant de p mais il suppose p > a. A titre de vérification,
nous pouvons remarquer que lorsque h tend vers 'infini, le champ magnétique
tend vers 0. Dans ce cas, il est égal a ponl a l'intérieur du solénoide et nul en
dehors. Le signe — présent dans l’expression précédente assure que les lignes
de champ sont fermées (cf. figure 2.23 ot le solénoide est supposé tres allongé:
h > a)



Electrostati que-Magnétostatique 113

B trés petit mais négatif

B~ ponlI >0

Fic. 2.23 - Représentation des lignes de champ.

C.1. A des distances bien supérieures & a,, le champ magnétique est uni-
forme:

0,2
B:—mmmﬁ@.

Par ailleurs, on peut vérifier que le potentiel vecteur correspondant & un champ
magnétique constant est :

- 1

A:§§Aﬁ

Dans la base (€,, €, €.) des coordonnées cylindriques (& ne pas confondre avec

-

la base (€, €y, €,) des coordonnées sphériques), on a (voir figure 2.24)

& NE, =,

F1G. 2.24 - La base (€,,€,,€;) des coordonnées cylindriques.

Ainsi,

2

— . a o
A= —,uom(t)h—; pPEys |-

Le potentiel vecteur possede bien la méme symétrie que les courants.

C.2. En regle générale, le champ électromoteur a pour expression :

Em:—a—+v/\§

PROBLEMES
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Ici, la spire est immobile et le champ Em devient :

o _ oA
meat

Nous supposerons les points A et B trés proches. La différence de potentiel
induite aux bornes de la spire S est

B . d B . .
VB—VAz/ E’m-dlz——/ A dl avec &, -di=—d,
A dt Ja

d’ott

2
a

Ve —=Vi=2mpen 2 a, Iyw sin(wt) |

C.3. Le circuit équivalent & la spire peut se schématiser comme sur la figure
2.25 qui précise la convention d’orientation pour l'intensité i,.

B 12(t) A
® R L ®

Ve —Va

F1a. 2.25 - Circuit obtenu aprés court circuit de la spire S.

On a donc: )
. di,
VA —VB ‘f‘R’Lg‘f‘Ld—t :0,
ce qui signifie que ’on observera un régime transitoire de temps caractéristique
L/R avant qu’un régime sinusoidal forcé ne s’établisse. Dans ce régime, la dé-
pendance temporelle de i, est sinusoidale. Pour résoudre 1’équation différentielle

précédente, il est commode de définir la grandeur complexe 7:

i2(t) = Re(7) ou 7=Ae™ et A€C.

Ainsi,
2
—2Tpemn a—; a,Ijw sin(wt) +Re(R7+ jwL7) =0,
h ~——
Re[—jexp(gwt)]
d’ou )
12T pe % a, Lwe™! + (R + jwL) Aet = 0.
Nous en déduisons:
a? 1
A = —J27ru0nh—;azlowm

_ a’ I Lw+jR
= T2hon g @l pr T e
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En définitive,

2

) a w
i.(t) = —2mpen h—;

a, I, [P { Lw cos(wt) — Rsin(wt)} |

Comme il se doit, la partie inductive du signal (terme en L cos(wt)) est en qua-
drature, c’est-a-dire déphasée de 7/2 par rapport a la partie réactive Rsin(wt).
On peut vérifier que pour L = 0, on a bien:

(Vg —Va).

==

i5(t) =

2.4.2 Champ magnétique permanent créé par une spire
circulaire ; étude d’un cable coaxial ; dilatation des
durées en relativité resteinte

Université Paris VI
Durée: 3 h.

L’utilisation des calculettes n’est pas autorisée

I. Question de Cours
Enoncer la 1% de BIOT et SAVART et définir les grandeurs concernées. Cal-
culer le champ en un point M de ’axe d’une spire circulaire parcourue par

un courant d’intensité I.

II. Probléme: Etude d’un cable coaxial

On considere un cable coaxial constitué par un conducteur cylindrique
(ame) de rayon extérieur R; et un conducteur cylindrique extérieur (gaine)
de rayon intérieur Rs (Rs > Ri). Les deux conducteurs ont pour axe com-
mun 2’z et sont séparés par un espace vide. La longueur h du céble peut étre
considérée comme infiniment grande devant le rayon Rs.

Dans tout le probléme, on utilisera le systéme de coordonnées cylindriques
(r,0,z).

A. Electrostatique

| h> Ry > Ry I

- — = = = — — e m e e - = == = >

Fi1G. 2.26 - Modélisation du cable coaxial en électrostatique

Une tension continue Vj est appliquée sur le conducteur central (figure 2.26).

ALY
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L’ensemble constitue un condensateur dont ’armature centrale porte la charge
() répartie uniformément avec la densité surfacique o,.

1.

a) A partir de considérations de symétrie, montrer qu’en tout point M
de ’espace, le champ électrostatique ?(M ) est radial et que sa com-
posante ne dépend que de la distance r du point M & I'axe z'z.

b) En utilisant le théoreme de GAuss, déterminer le champ ﬁ(M ) en
tout point M de I’espace.

2. Calculer I'énergie électrostatique W, emmagasinée dans le cable de lon-
gueur h. En déduire 'expression de la capacité C' d’un cable coaxial de
longueur h.

B. Magnétostatique

Fi1G. 2.27 - Modélisation du cable coaxial en magnétostatique

Une résistance R ferme le circuit en z = h: un courant continu d’intensité
Iy circule parallélement & ’axe 2'z, dans le sens z'z, sur I’ame centrale et un
m courant de méme intensité Iy circule dans le sens inverse zz' sur la gaine (figure

w22

1. On assimile ’ensemble des courants & deux nappes de courants cylin-
driques coaxiales, infiniment minces, de rayons respectifs R, et Ry. L’ame
et la gaine sont des tubes conducteurs creux infiniment minces.

a) Quelle est, en un point M ﬁuelconque de I’espace, la direction du champ
d’induction magnétique B (M) et de quelles va%bles d’espace dépend
la composante en coordonnées cylindriques de B (M)?

b) En utilisant le théoréme d’AMPERE, calculer E)(M ) en tout point M
de I’espace.

PROBLEM

2. Calculer I’énergie magnétostatique W, emmagasinée dans le céble de
longueur h ainsi que son coeflicient L d’inductance propre.

C. Régime sinusoidal rapidement variable
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F1G. 2.28 - Modélisation du cable coazxial en régime variable

Un signal sinusoidal rapidement variable v = Vj cos wt est appliqué & ’entrée
du céble (figure 2.28). Si le céble est fermé & sa sortie sur une résistance R,
convenable, les ondes électromagnétiques sinusoidales générées par le signal
sont susceptibles de se propager uniquement dans le sens z'z dans ’espace vide
compris entre les conducteurs cylindriques. On se propose de déterminer R..

La fréquence angulaire w du signal est telle que les conducteurs peuvent
étre considérés comme parfaits; la propagation de ’onde se fait sans perte.

1. Rappeler les équations de MAXWELL dans le vide.

2. Parmi les différents modes possibles d’ondes susceptibles de se propager
avec une fréquence donnée dans le cable, on envisage une onde a la fois
transverse électrique et transverse magnétique. Les champs E) et ? n’ont
pas de composante E, et B, et leurs composantes radiale ou orthoradiale
ne dépendent que de r, z et t.

Compte-tenu des conditions aux limites & la surface des conducteurs par-
faits, on cherche une onde qui s’écrit, en utilisant un systéme de coordon-
nées cylindriques et la notation complexe:

E. = f(,r.)ez'(wt—kz) B, = 0
E | B =0 . B | By = glr)er
E. =0 B. = 0

ou k est une constante réelle positive. En se référant aux équations de
MAXWELL:

a) exprimer divE et montrer que rf(r) = Up ol Up est une constante;

b) utiliser I'’équation de MAXWELL-FARADAY pour trouver une relation
entre f(r) et g(r);

¢) en déduire & partir de I'équation de MAXWELL- AMPERE la relation qui
lie k et w.

3. On rappelle que l'expression générale du champ électrique ﬁ(M ,t) en
fonction du potentiel scalaire V/(M,t) et du potentiel vecteur A(M,t)
s’écrit :

E(M,t) = —grad V (M, ) — %—f(M, ).

PROBLEMES
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Compte-tenu de la symétrie du probleme, on choisira ici ff(M ,t) orienté
suivant l'axe des z.

Calculer & I'instant ¢ = 0 dans le plan z = 0 I'intégrale ff;f E(M7 t)-dO M
en utilisant pour E (M,t) ’expression obtenue & la question précédente.
En déduire Uy en fonction de Vy, Ry, Rs.

4.

a) Calculer la moyenne temporelle de la densité d’énergie électromagnéti-
que w en un point M quelconque entre les deux conducteurs ainsi que
la moyenne temporelle du vecteur de POYNTING P au méme point. A
quelle vitesse se propage 1’énergie dans le cable?

b) Calculer la valeur moyenne temporelle de la puissance totale transmise
par la ligne coaxiale. Sachant que "amplitude de la tension en sortie
est Vp, en déduire la valeur qu’il convient de donner a la résistance R..
Comparer la valeur obtenue pour R, & 1/(L/C) ou L et C sont respec-
tivement l'inductance propre et la capacité calculées précédemment.

Application Numérique: R; = 1073m ; Ry = 2,7210"3m. Calculer R..

. . — — ;
Formulaire : on rappelle les expressions de div A et rot A en coordonnées

cylindriques:
divd = %[B(er)+ %] aaiz
@&szy_%e
(rot &)y = 3(;1; - B;ﬁz
(ot A), = % [3(:;;19) _ 85(1;] '

-
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IT1. Probléme

Soient deux référentiels galiléens (R) et (R') d’origines respectives O et O'.
R') est animé d’un mouvement de translation par rapport & (R) de vitesse

// Oz ; a Vinstant t = t' = 0, les deux référentiels coincident. L’extrémité A
d’une régle AB au repos dans (R) est placée en O et lautre extrémité B sur
laxe Oz a la distance L de O (figure 2.29).

Dans (R), une particule P parcourt la régle & la vitesse @ (u > V). Elle
part de A & Vinstant ¢ = 0 ot O et O coincident (événement Ey), arrive en B
(événement E), fait demi-tour instantanément et rejoint O’ (événement FEs).

1. Déterminer les intervalles de temps et les distances mesurés dans (R) qui
séparent les événements F; et Fy, Fs et Ey. Les exprimer en fonction de
LiuetV.
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2. Quel intervalle de temps mesuré dans (R') sépare les événements Es et
FEy? En donner la valeur numérique pour V =0,6¢; u =c¢; L = 1m.

!
z z

F1a. 2.29 - Les référentiels (R) et (R')

Solution

I. Question de cours:

Pour une distribution volumique de courant 7 contenue dans un volume (V'),
la loi de BIOT et SAVART s’écrit :

Hon- [ff L0,

dr  PM3

ol M est le point ou 'on calcule le champ magnétique et P un point courant
de la distribution volumique. Dans le cas d’une distribution surfacique 75, on
a, de fagon analogue:

BM) = //(S) Ho @ds(P).

4r  PM?3

Enfin, dans le cas d’un circuit linéique parcouru par un courant d’intensité I,
le champ magnétique s’écrit :

—
am#ﬂ@ﬂﬂé
4n PM3 '

Précisons que la loi de BIOT et SAVART ne s’applique qu’a des distributions de
courants en régime permanent ou lentement variable.
Appliquons la loi de BIOT et SAVART dans le cas présent.

PROBLEMES
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P

0 aﬁ \\\\\\ M

................. — e T e 2
e,

(I

Fi1G. 2.30 - Définition des différentes grandeurs pour le calcul du champ ma-
gnétique créé par une spire circulaire. Le sens du courant dans la spire définit
un vecteur normal (ainsi qu’un vecteur rotation) de méme sens que €.

On travaille en coordonnées cylindriques (r, 8, z). On cherche le champ ma-
gnétique sur 'axe (Oz). La distribution de courant considérée (la spire) est
antisymétrique par rapport & tout plan (P) contenant ’axe (Oz). Pour tout
point M de (P), le champ ? est %onc contenu dans le plan (P). En particulier,
sur I’axe (Oz), le champ s’écrit ) €.

Le calcul de la composante du champ magnétique selon €, s’effectue en
utilisant la loi de B10T et SAVART énoncée précédemment :

=
B(z) = ¢ Lo T, P
47 PM3 2

D’apres les notations de la figure 2.30, on a la relation sina = R/PM, ce qui
conduit, en repérant le point P par ses coordonnées polaires, & :

B(Z)IE R2 GSAW €, .

pol sinQOz/%Rd(9 IW) .
0

cos(m/2 — a)

En ordonnant les différents termes, on obtient finalement :

? )U‘OI .3 o . R
= —R Sin- ey, avec SIn o« =

II. Probléme:

Le cable coaxial étudié est tel que h > Rs > Ry, ce qui revient a négliger
les effets de bords dans le calcul des champs: le cable pourra étre considéré
comme « infini » dans la direction 2’z.

A.1.a) La distribution de charges est invariante par toute translation paral-
lelement & la direction z'z, et par toute rotation autou%e I’axe 2'z. Le champ

ne dépend donc que de la coordonnée r: E (M) = E(r)



Electrostati que-Magnétostatique 121

La distribution de charges est symétrique par rapport & tout plan (P) conte-
nant l’axe z'z. Le champ électrique est donc symétrique par rapport_au plan
(P). En particulier, pour tout point M appartenant & (P), le champ E (M) est
contenu dans ce plan (P). De méme, la distribution de charges est symétrique
par rapport & tout plan (P') perpendiculaire & ’axe 2'z. Le champ électrique
est donc également symétrique par rapport a (P'). Pour un point M apparte-
nant & (P'), le champ électrique est contenu dans ce plan. En choisissant un
point M appartenant a I'intersection des deux plans (P) et (P'), on en déduit
que le champ électrique est radial. Ainsi:

A.1.b) On applique le théoréme de GAUSS
ﬂ 7.8 = Qint
s €o

avec comme volume (V) un cylindre de longueur H arbitraire (H < h) et de
rayon r, la normale & la surface (S) étant orientée vers l’extérieur. Q;n; est |
charge totale comprise a 'intérieur du volume (V). En utilisant la forme de E?
donnée & la question précédente, on arrive a:

E(r) = 27?57"1;"
1l faut considérer trois régions d’espace :

1. 7< R1: Qing =0

2. Ri<r<Ry:Qini =2rR1Ho,

3. Ry <7:Qint = Q+(—Q) = 0 car, pour r > R, on se trouve & lextérieur
du cable et les deux conducteurs sont en influence totale.

D’ou:
r < R : E: 6)
. _ o R -
Ri<r<Ry, : E)— 507‘1 e,
Ry <r : E: 6)

On peut remarquer que le champ électrique est discontinu en r = R; et r = Ry
et qu’il vérifie bien les relations de passage.
A.2. L’énergie électrostatique emmagasinée dans le cible peut s’écrire:

2
w- [l =Ea
espace 2

Comme le champ électrique est nul & 'extérieur du cable, I’énergie se réduit a:

2
w.— [ oF 4
cable 2
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On utilise alors ’expression de E calculée & la question précédente, les bornes
d’intégration étant Ry < r < Ry, 0 < 0 < 2w, 0 < z < h. Le volume élé-
mentaire dr s’exprime en coordonnées cylindriques par dr rdf dz. Il s’ensuit

que
w, = Th <@> _
Eo R1

Or, du point de vue de I’électrostatique, le cable est un condensateur cylindrique
de longueur h. On peut définir sa capacité C par la relation

1 Q?
We - _Q (Véalne - Véme) - %7

D) ou Q=27TR1hO’1.

On en déduit I’expression de C':

27eqh

C: ln(Rg/Rl) )

B.1.a) Nous pouvons avapcer les mémes explications qu’a la question A.1.a),

pﬁour justifier que le champ ? ne dépend pas des variables 6 et z, d’ou B (M) =
(r).

La distribution de courants est symétrique par rapport a tout plan (P)
contenant ’axe 2’z du céble coaxial. Le champ d’induction magnétique ﬁ est
donc antisymétrique par rapport & ce plan (P). En particulier, en un point M
du plan (P), le champ est orthogonal & (P). Le champ d’induction magnétique
est donc, en tout point M de ’espace, de la forme

B.1.b) On applique le théoréme d’ AMPERE
j{ B.dl = Hol(s)
c

avec comme contour (C) un cercle de rayon r centré sur 'axe 2'z, les différentes
orientations étant reliées entre elles par la régle du tire-bouchon. Avec la forme
de donnée & la question précédente, il vient

_ Ml

B(r) 27r

Il faut considérer trois régions d’espace :

1. T‘<R1:I(S)=0
2. R1<T‘<RQII(S):IO
3. R2<’I“1I(S):I0+(—IO):O.
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D’ou:
r< R : ?Z 6)
Ri<r<Ry : §= %I;]e_é.
Ry <r : ﬁ: 6)

B.2. L’énergie magnétique emmagasinée dans le cable peut s’écrire:

2 2
o[ Euw-fff Eu
espace 2Ho cable 2Ho

On utilise alors ’expression de ? calculée a la question précédente, les bornes
d’intégration étant Ry <r < Ry, 0 <0 < 27w, 0 < z < h. On obtient ainsi:

,Ufohlg R2
m=="LIn{2]|
W, 47 n R1

Or, du point de vue de la magnétostatique, le cable est un conducteur cylin-
drique de longueur h. On peut définir son inductance propre L par la relation
W, = LI /2. D’ott 'expression de L:

_ Hohy (B
L= o ln(R1>.

C.1. Les équations de MAXWELL s’écrivent, dans le vide:

div E’ = -E% Equation de MAXWELL-GAUSS
rR E) = —%?ﬁ Equation de MAXWELL-FARADAY

div? =0
Y

7+ aoaa—t] Equation de MAXWELL- AMPERE

C.2. On choisit un mode de propagation ou les deux champs sont trans-
verses. Pour les mémes raisons qu’aux questions A. et B., les modules des
champs ne dépendent pas de la variable §. Les conducteurs étant supposés
parfaits, les conditions aux limites sont :

N

— la composante tangentielle du champ électrique est continue % la s_u)rface
des conducteurs. Or, dans les conducteurs parfaits, on a = 0. La
composante tangentielle du champ électrique est donc nulle & la surface
des conducteurs;

— la composante normale du champ magnétique est nulle & la surface du
conducteur, pour des raisons analogues.

PROBLEMES
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Ceci explique la forme des champs E et ﬁ proposée. Les ondes étudiées ne
sont pas des ondes planes, il faudra donc utiliser les équations de MAXWELL
de fagon directe pour obtenir la relation de dispersion & l'intérieur du cable.
C.2.a) Avec 'expression de la divergence en coordonnées cylindriques four-
nie dans le formulaire, ’équation de MAXWELL-GAUSS dans I’espace entre les
conducteurs (ou p = 0), permet d’écrire:
0 . d
—[rE(r)]=0 dou —[rf(r)] =0 etdonc |f(r)=Uy/r|
or dr
C.2.b) L’équation de MAXWELL-FARADAY conduit, en utilisant ’expres-
sion du rotationnel donnée dans le formulaire, &:

C.2.c) L’ég)lation de MAXWELL-AMPERE, dans ’espace entre les conduc-
teurs (ou 7= 0'), donne:

kg(r) = = £()

et o lrgr)] =0,

ce qui conduit & la relation entre k et w: . On obtient une expression
analogue a la relation de dispersion dans le cas d’une onde plane dans le vide,
bien que 'onde étudiée ne soit manifestement pas plane!

Une autre méthode pour obtenir la relation entre k et w serait de partir de
I’équation d’onde

1 2F _37

c2 o2
mais cela conduirait & des calculs nécessitant ’expression du laplacien en coor-
données cylindriques.

C.3. Le systeme étant invariant par rotation autour de l'axe z'z, on a
A'(M ,t) = /f(r, z,t). De plus, la distribution est antisymétrique par rapport &
tout plan perpendiculaire & 'axe 2'z: A possede la méme propriété et peut se
mettre sous la forme A(M,t) = A(r, z,1)€..

On pose 7,1 = ff;f (M,t) -dOM. En remplagant E par son expression
déduite de la question C.2.

AE

Uo ;
i(wt—kz) >
E = 76 ( )er7

il vient :

R )
T.,=Uyln (R—g) eilwi—kz),

1
En particulier, & 'instant ¢t = 0 dans le plan z =0, on a

IO,O = Ug In (&> .

Ry
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On peut réécrire 7, ; grace a 'expression de B(M ,t) proposée:

s =
Ry
Ry

- — [ av
R1

_/%(@ﬁwdm@_/ﬁ(@?amg

ot

Ry

R2
—/ 94 & .qon
Ot ~———

R1

125

car, pour z et t fixés, on a dOﬁ =dré,. On a donc Zyo = Vp & l'instant

N

t = 0 dans le plan z = 0. En comparant cette expression & celle obtenue

précédemment, on peut écrire:

Uo

Ve
B In (RQ/Rl) '

C.4.a) Dans l’espace entre les conducteurs, le milieu est assimilé au vide,

d’oti:

(w) =

eoF? N B?
2 20 /)’

On peut calculer directement les valeurs moyennes temporelles (notées avec les

crochets (...)) qui interviennent dans ’expression précédente, ou alors remar-

quer qu’avec la notation complexe :

(E2)=<Re (%) Re(%)>=%%%

dans le cas d’une dépendance sinusoidale en temps (c’est bien le cas ici). Il en

\% de %éme pour le champ magnétique. D’apres la question C.2., les champs
et s’écrivent, en notation complexe:

7

B

En substituant ces expressions dans la relation donnant (w), il vient :

Uo ; .
~o ez(wt—kz) e,
r

Uo ; >
~o ez(wt—kz) 5.
cr

_ &U
(w) = 2r2

qui s’écrit encore, d’apres la question précédente

(w)

_ sV 1
QIHZ(Rz/Rl) r2 |

Dans le vide, le vecteur de POYNTING s’écrit en fonction des champs réels:

P_EAL

1o
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et sa valeur moyenne temporelle peut se mettre, en notation complexe, sous la

o (B) = - Re <§/\§> .

21

Finalement :

—

Ve 1
Fo¥o €. ={w)cé, |

(P) = 2 IZ(Ry/Ry) 72

Le vecteur de POYNTING caractérise la propagation de I’énergie dans le cable
(voir P’exercice 3.4.1). On constate donc que
I’énergie électromagnétique se propage dans le cable a la vitesse c|.

C.4.b) La puissance transmise par la ligne est le flux du vecteur de POYN-
TING sur la section de la %ne située en z = h, c’est-a-dire & la sortie du cable.
D’apres l'expression de ( P) calculée précédemment :

(Pransmise) = // (B). a8 = // (P) 2mr dr.

In (Rz/Rl) )

On en déduit :

<Ptransmise> = TEGC

Le cable étant fermé par une résistance R, et ’amplitude de la tension de sortie
étant égale a Vp, on a:

(Puransmise) = (Usotioarte) = (U re) = 2
transmise/, — sortielsortie/ — Rc sortie/ — 2Rc‘
Ainsi:
Rc _ ln(Rz/Rl) i
2mwe,C

En utilisant les questions A.2 et B.2, on trouve:

L
R. = cl

Application Numérique : R, = 60 .

Complément : la valeur de la résistance R, calculée & la question C.4.b)
peut étre déterminée en étudiant le cable coaxial d’'un point de vue électroci-
nétique. En effet, le cible est modélisable par une capacité ¢ = C'/h par unité
de longueur (on ne confondra pas ¢ avec la vitesse de la lumiere!) et par une
inductance propre | = L/h par unité de longueur, (comme le confirme ’étude
statique effectuée aux questions A. et B.). Le cible étant sans pertes (conduc-
teurs parfaits, milieu assimilé au vide), on peut en donner la modélisation
suivante :
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ldz

I(z,t) I(z+ dz,t)

V(z,t) cdz V(z + dz,t)

— e e o - =
2 z+dz

Fi1G. 2.31 - Modélisation électrocinétique du cable coaxial pour un élément de
ligne de longueur dz, a un instant t donné

En utilisant la loi des mailles a 'instant ¢ sur la portion de circuit comprise
entre z et z + dz, on obtient :

V(z—l—dz,t)—l—ldz% =V(z,t) et I(z,t):cdz%—‘t/ + I(z + dz,t).

En d’autres termes:

ov._ _,oI
0z ot
or oV
9z~ "ot
ce qui conduit & ’équation de propagation
lc& = @
otz 022

La relation précédente est communément appelée équation des télégraphistes.
On obtient une équation analogue pour la tension V. La solution générale de
I’équation des télégraphistes se met sous la forme:

1

I(z,t):f(t—%)-i—g(t-l-%) avec v? = o

Le courant dans la ligne est donc la superposition de deux ondes progressives
se propageant & la vitesse v = y/1/l¢, I'une selon les z > 0 et Pautre selon les
z < 0. De méme, pour la tension, on a: P

e =l (-5) ~a(+3)

On définit 'impédance itérative de la ligne en étudiant le cas ot 'onde ne se
propage que selon les z croissants:

PROBLEMES

i c
Dans notre modele, la ligne est fermée en z = h par une résistance R.. On a
donc la relation V(z = h,t) = R. I(z = h,t). Cette derniére contrainte impose :

(Z— Ro)f (t - %) _ (Zo+ Ro)g (t+ %) ,
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d’ou 'expression du courant dans le cable:

I(z,t) = &:_%)/ " (%) d (H Z_”%),'

~

onde incidente onde réfléchie

Le coefficient de réflexion de 'onde est alors:

_ Z,—R. 1-R.Z,

R= Zo+R. 1+R./Z,

On constate que pour R. = Zy, R =0, ce qui signifie qu’il n’y a pas d’onde
réfléchie dans la ligne. La sortie de la ligne électrique est dite adaptée, puisque
I'intégralité du signal entrant est transmis a la sortie de la ligne. On a, en
reprenant les valeurs de ¢ = C/h et | = L/h, I’expression :

L
R, = cl

Les deux descriptions sont équivalentes du point de vue de la fermeture de la
ligne par la résistance R.. En effet, la forme proposée a la question C. pour
I’'onde électromagnétique se propageant dans le cable supposait I’absence d’onde
réfléchie a la sortie.

III. Probléme:

ITI. Dans la configuration du probléme, la transformation de LORENTZ

s’écrit :
' = ~v(x— Pet)
y =y
2 = z
ct' = ~(ct— Bx)

avec f=V/cet y=1/y/1- 2.
ITI.1. On pose T1g = tg, —ts,, I20 = ts, —ts, €t par Lip et Lyo on entend
la distance parcourue par la particule entre les événements Ey et E; (i = 1,2).
La regle est immobile dans (R), d’ou:

L
u

On a la relation Loy = ulsg car la particule se déplace & vitesse constante wu.
Or, Lyg = L+ BO' = 2L — AO" avec AO' = VT5y d’ou:

2Lu 2L
07 +V € 07 +V

ITI.2. La regle est immobile dans (R) qui est donc le référentiel propre
de cette derniére: la mesure d’une durée dans (R) aura lieu avec une horloge
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immobile dans (R). Entre deux événements A et B, on aura, en utilisant la
transformation de LORENTZ:

oty —th) =lclts —ts = B(zn — 74)]
————
=0
d’ot la relation traduisant le phénomene de dilatation des durées: T g = YTaB
(voir aussi l'exercice 7.4.3).
En définitive, pour les deux événements Eg et Es :

2L~
Tyy = 7T it T = —1 |
20 = 7420 S01 207 1V

Application Numérique : Too = 4,17.107% s et Th, = 5,21.107% s.
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