Chapitre 10
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10.1 Les différents systemes de coordonnées

10.1.1 Coordonnées cartésiennes

Le triedre (€ , €, €2) est orthonormé direct.

Un point M est repéré par ses coordonnées cartésiennes (z,y, z) avec:

W = z€; + Y€y + z€..
Un déplacement élémentaire dl s’exprime par
j =dzé; +dyé,; +dze,
un élément infinitésimal de volume dr s’écrivant

dr =dzdydz.
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10.1.2 Coordonnées cylindriques
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Le vecteur unitaire €, est colinéaire & Om et le vecteur € est contenu dans
le plan (zOy). Le triedre (€;, €5, €;) est orthonormé direct.
Un point M est repéré par ses coordonnées cylindriques (r, 8, z) avec:

—
OM =ré, + zé€;.
Un déplacement élémentaire dl s’exprime par
3 =dré, +rdféy +dze,,

un élément infinitésimal de volume dr s’écrivant

dr =rdrdfdz.

10.1.3 Coordonnées sphériques

Le vecteyr unjtaire €, est colinéaire a 0—>M , le vecteur €j est contenu dans
le plan (OM,Om) et le vecteur €; est perpendiculaire & ce plan. Le triedre
(€, €5, €3) est orthonormé direct.

Un point M est repéré par ses coordonnées sphériques (r, 6, ¢) avec:

OW =ré,.
Un déplacement élémentaire dl s’exprime par
ﬂ =dreé; +rdfés + rsinfdg ey,
un élément infinitésimal de volume dr s’écrivant

dr = r?dr sin @ df do.
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10.2 Analyse vectorielle

10.2.1 Les opérateurs vectoriels
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En coordonnées cartésiennes, les opérateurs vectoriels ont pour expression :

= gradV = %563+%§€Z+3—62[ €
? -A = divA = o + o + o
TAZ = oA = (0A:_9A4\ - (84, _ 9A,
ANA = 1ot A (6.1/ - em+(5z_
Oz Oy
? 2y = 1% _ 8%v 92V 52V
(V) A or* = 9y* 922"

En coordonnées cylindriques, le gradient s’exprime par :
ov 10V

—67+;—63+—ez

or 00 0z

tandis qu’en coordonnées sphériques, il a pour expression :

ov , 10V 1
€t = €
or r

06

—

gradV =

gradV =

o
rsinf 9¢ ce

)

Oz

—

€z

) e

-

Y

En coordonnées sphériques, dans le cas d’une fonction scalaire f ne

dépendant que de r, on a la relation :

10.2.2 Relations entre opérateurs vectoriels

grad (UV) = UgradV + V grad U
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div(VA) = A -grad V + V div 4

ot (VA)=gradVA A + Viot 4

div(AANB)=B -1t A -4 -1t B

div (grad V) = AV

7ot (tot A) = grad (div A) — AA

grad(A - B)=(B -grad) A + B Atot A+
(A - grad)B + A Arot

Deux relations ont une signification particuliere.
—
o ot (grad V) = 6) Plus précisément, on a ’équivalence

VMeR®, ot A(M) =0 <= 3V tel que 4 = gradV.

— < . . . . .
Le vecteur A est alors & circulation conservative: sa circulation entre les

points M, et M,
Mo
/ A.anl
My

ne dépend pas du chemin suivi mais seulement des points M; et M.

e div (r—o*)c _A)> = 0. Plus précisément :
VMe R3, div?(M) =0 34 tel que B =riot 4.

Le vecteur ? est alors a flux conservatif: son flux & travers la surface (S)
/ B2
(8)

ne dépend pas de la surface (S) mais uniquement du contour (I") sur
lequel (S) s’appuie. Si la surface est fermée, le flux en question est nul.

10.2.3 Relations intégrales

e Théoréme de STOKES : soit un contour (I') arbitrairement orienté, et une
surface (S) s’appuyant sur ce contour. La direction de la normale & la
surface (S) est en tout point liée & Porientation de (I') par la régle du
tire-bouchon (voir figure 10.1).
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(5)

Fi1c. 10.1 - Convention d’orientation pour l’application du théoréme de
STOKES (régle du tire-bouchon).

Le théoréme de STOKES s’écrit alors:

]{F)Z-Ei://(s)@{z’)-(ﬁ;
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e Théoreme d’ OSTROGRADSKI : on considére une surface fermée (.S) entou-
rant un volume (V). La normale en tout point de la surface est orientée
vers l’extérieur du volume (voir figure 10.2).

dSit = s

Fia. 10.2 - Convention d’orientation pour Uapplication du théoréme
d’OSTROGRADSKI

Le théoréme d” OSTROGRADSKI s’écrit :

ﬂ Z’-ﬁ:// div & dr.
() V)

10.3 Quelques développements limités

On dit que f = O(g) pour x — zo s'il existe une fonction h définie pour
|z — mo| assez petit telle que f(z) = g(z)h(z) avec h bornée pour |z — xq| assez
petit. Si g(xz) # 0 pour |z — zo| assez petit, cela signifie que f/g est bornée
pour |z — x| assez petit.

Les termes O qui apparaissent dans les égalités suivantes sont relatifs au
voisinage de 9 = 0:

(a-1)

(1+m)“:1+am+a 22 + O(2?)
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2

Inl+z)=2— % +O(2%)
2

e”:l-l—a:-l—%—i—(’)(xg)
2

cosz=1-— % +0(2*)

3

sine =z — % +O(2%)
3

z
arcsinz = x + 3 + O(z%)
23
arctanz = T — 3 + O(z®)
2

chz = 1+%+(’)(m4)

23
she ==z + 3 + O(z®)

25
argshz =z — 5 +0O(z°)

23
argthy =z + 5+ O(z?).

10.4 Fonctions de plusieurs variables

o Théoréme de SCHWARTZ: soit f une fonction de deux variables z et y.
Sous des conditions de continuité le plus souvent satisfaites en physique
(f de classe C2), on a la relation:

o*f  0*f
0xdy  Oydx’
Ce théoreme se généralise a des fonctions de n variables.

e Formes différentielles: soit f une fonction des deux variables x et y. La
différentielle de la fonction f s’écrit :

_(9f of
df = (6_9:)_,, dz + (5_1/),5 dy.

Réciproquement, la forme différentielle
bw = A(z,y) dz + B(z,y) dy

est dite totale (ou totale exacte) s’il existe une fonction f telle que df =
dw. La fonction f existe si et seulement si

(@)~ (),

Cette équivalence se généralise a des fonctions de n variables.
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e Fonctions implicites : soit la relation

F(z,y,z) =0. (1)

Sous certaines conditions mathématiques généralement satisfaites en phy-
sique, on dit que la relation z(y, z) est définie de facon implicite & partir
de la relation (1).

On en déduit alors deux relations importantes entre les dérivées partielles
des fonctions implicites :

(). (5).= »
(@).(z),@E).-

10.5 Notions sur les torseurs

10.5.1 Définition

Un torseur (7) est constitué par l’association d’un vecteur ﬁ et d’un champ
de vecteurs m(P) vérifiant la relation constitutive :

(P) = m(N) + PN A R.

(T>={ﬁ

i (P)

On note ce torseur

et ’on nomme 72) la résultante du torseur et m(P) son moment résultant en
P.
Un couple est un torseur de résultante nulle

10.5.2 Condition d’égalité

Deuz torseurs (1) et (') sont égauzx si et seulement si

— leurs résultantes sont égales ;

— 4l existe un point P tel que leurs moments résultants en P soient égaux.

Notons qu’alors leurs moments résultants sont égaux en tout point.
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