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Chapitre 4Induction4.1 Rappels de cours4.1.1 Les lois de l'inductionLoi de LenzLes ph�enom�enes d'induction se manifestent par un couplage entre le champmagn�etique et le champ �electrique. Une description ph�enom�enologique en estdonn�ee par la loi de Lenz :Le courant induit dans un circuit �electrique est tel qu'il cr�ee un champmagn�etique qui tend �a s'opposer �a la cause qui lui a donn�e naissance.Loi de FaradayIl s'agit de la traduction math�ematique de la loi de Lenz. Soit� = ZZ(S)�!B � �!dSle ux du champ magn�etique �!B �a travers la surface (S) d�elimit�ee par un circuit�liforme (C) ferm�e, le choix du sens du courant induit circulant dans le circuitimposant le signe positif du ux, par (( la r�egle du tire-bouchon )) (d�e�nie dansle chapitre 10).Tout se passe comme si l'on intercalait dans le circuit un g�en�erateur de force�electromotrice (f.e.m.) e dans le sens positif choisi pour le courant. Cette f.e.m.induite a pour expression : e = �d�dt ;la variation du ux provenant :{ du d�eplacement ou de la d�eformation continue du circuit ;{ de la variation du champ magn�etique �!B ;{ des causes pr�ec�edentes agissant simultan�ement.



236 Chapitre 4Exemple : grâce �a cette formule, on peut simplement voir comment un al-ternateur transforme l'�energie m�ecanique en �energie �electrique. Soit une spireen rotation �a la vitesse angulaire ! autour d'un de ses diam�etres. Cette spireest plong�ee dans un champ �!B uniforme de direction perpendiculaire �a l'axede rotation. Par d�e�nition, le ux du champ magn�etique au travers de la spires'�ecrit � = �!B ��!S , soit si l'on appelle � l'angle entre la normale �a la spire et lechamp �!B : � = B S cos �. �A un d�ephasage pr�es qu'il est possible de supprimerau moyen d'une origine des temps convenablement choisie, l'angle � vaut !t.En cons�equence, la spire en rotation cr�ee une f.e.m. de valeur e = B!S sin!t.Relation de Maxwell-FaradayLocalement, la loi de Faraday s'exprime par la relation de Maxwell-Faraday : �!rot�!E = �@�!B@t :Par ailleurs, le champ �!B est �a ux conservatif (div�!B = 0), ce qui permetd'introduire le potentiel scalaire V et le potentiel vecteur �!A tels que�!B = �!rot�!A�!E = ���!gradV � @�!A@t :Les relations pr�ec�edentes ne d�e�nissent pas compl�etement les champs V et �!A ,qui n'ont pas de signi�cation physique. Seuls �!E et �!B en ont une.4.1.2 Champ �electromoteur et force �electromotrice d'in-ductionConsid�erons un circuit C ferm�e, se d�epla�cant �a une vitesse ~v(C) dans un r�e-f�erentiel dans lequel r�egne un champ magn�etique �!B . Soit S la surface d�elimit�eepar le contour C. Une analyse d�etaill�ee des di��erentes contributions mises enjeu lors de l'apparition du ph�enom�ene d'induction permet d'�ecrire :e = ZZS �@�!B@t � �!dS + I(C)�~v(C) ^ �!B� � �!dl= I(C)�@�!A@t � �!dl + I(C)�~v(C) ^�!B� � �!dl :Le premier terme traduit la partie du ph�enom�ene due �a la variation temporelledu champ alors que le second est li�e au d�eplacement du circuit. On introduitle champ �electromoteur du circuit�!Em = �@�!A@t + ~v(C) ^ �!B



Induction 237ce qui permet d'�ecrire e = I(C)�!Em � �!dl :On peut montrer que pour un circuit C se d�eformant continûment au cours dutemps, la f.e.m. se met aussi sous la formee = �d�dt :Dans le cas d'une portion (AB) de circuit (circuit ouvert), on d�e�nit de lamême mani�ere la force �electromotrice :eAB = Z BA �!Em � �!dl :Cette derni�ere relation est celle qui est la plus g�en�erale. En cas d'ambigu��t�epour l'application de la loi de Faraday, il faut toujours revenir �a cette derni�ereexpression de la force �electromotrice d'induction (voir par exemple l'exercice4.2.5).4.1.3 Lien avec l'�electrocin�etiqueApproximation des r�egimes quasi-permanentsPour l'�etude des ph�enom�enes d'induction �electromagn�etique, les �equationsde Maxwell s'�ecrivent :div�!E = �"0 div�!B = 0�!rot�!E = �@�!B@t �!rot�!B ' �0~|:Seule la derni�ere de ces �equations constitue une approximation, la relationexacte �etant l'�equation de Maxwell-Amp�ere :�!rot�!B = �0~|+ 1c2 @�!E@t :Plus g�en�eralement, ces �equations sont celles qui d�ecrivent l'approxima-tion des r�egimes quasi-permanents (ARQP) : on n�eglige les ph�enom�enesondulatoires (voir le chapitre 3.2), ce qui revient math�ematiquement �a n�egli-ger le courant de d�eplacement (terme en 1=c2) dans l'�equation de Maxwell-Amp�ere.Dans ce cadre, les lois de la magn�etostatique restent vraies, ~| est �a uxconservatif mais les lois de l'�electrostatique sont modi��ees (�!rot�!E 6= �!0 ). On seplace dans cette situation lorsque l'on fait de l'�electrocin�etique.Il faut cependant être prudent dans l'utilisation de l'ARQP qui peut condui-re, puisqu'il s'agit d'une simpli�cation des �equations de Maxwell compl�etes,�a des incoh�erences...



238 Chapitre 4�Equation �electrique d'une portion de circuitConsid�erons un r�ef�erentiel (R) galil�een et une portion (C) d'un circuit �elec-trique �liforme, de r�esistance RAB , dans laquelle circule un courant IAB et sed�epla�cant �a la vitesse ~v(C) (voir la �gure 4.1). La loi d'Ohm, qui n'est valableque dans le r�ef�erentiel du conducteur, s'�ecrit :~|(C) = ��!E (C);avec � = `=(sRAB) (` d�esigne la longueur de conducteur consid�er�ee et s sasection). En utilisant alors les formules non relativistes de transformation deschamps (cf. exercice 3.4.3), il vient�!E (C) = �!E (R) + ~v(C) ^ �!B = ���!gradV � @�!A@t + ~v(C) ^�!B :Par cons�equent, ~|(C) = � ����!gradV +�!Em� :La neutralit�e locale du conducteur permet d'�ecrire ~|(R) = ~|(C) d'o�u l'�equation�electrique de la portion de circuit :UAB = UA � UB = RABIAB � eAB:A(R) (C)~v(C) BFig. 4.1 - D�eplacement d'une portion de conducteur dans un r�ef�erentiel galil�een4.1.4 Auto et mutuelle induction.Auto-induction.On consid�ere un circuit �liforme parcouru par un courant I . Il est �a l'origined'un champ magn�etique �!B . Il existe un coe�cient L, ne d�ependant que de lag�eom�etrie du circuit, tel que �propre = LI;o�u le signe positif du ux est li�e �a l'orientation du courant I par la (( r�egledu tire-bouchon )). L est appel�e coe�cient d'auto-induction, il est toujourspositif et s'exprime en Henry (H).Exemple : si l'on prend le cas d'un sol�elo��de su�samment long pour quepuissent être n�eglig�es les e�ets de bord, le champ magn�etique engendr�e apour expression B = �0nI, o�u n = N=l est le nombre de spires par unit�ede longueur. Le ux propre �a travers l'ensemble du sol�eno��de est la sommedes ux �a travers chacune des spires, soit � = N BS. On en d�eduit que lecoe�cient d'auto-induction d'un sol�eno��de est L = �0N2S=l.



Induction 239Mutuelle induction.Consid�erons deux circuits C1 et C2 en interaction via leurs champs magn�e-tiques. Le circuit C1 est parcouru par un courant I1 et envoie un ux �1!2 �atravers C2. Il existe un coe�cient, de signe quelconque, ne d�ependant que desformes et positions relatives des deux circuits et tel queM = �1!2I1 = �2!1I2 :M est appel�e coe�cient de mutuelle induction de l'ensemble C1-C2. Son signeest quelconque : il d�epend des orientations choisies pour les circuits C1 et C2.Exemple : soient deux sol�eno��des imbriqu�es de nombres de spires, longueuret section N�, l� et S� (� = 1 ou 2) et tels que S1 < S2 et l1 > l2. Lescourants I1 et I2 qui les traversent sont pris de sens oppos�es. En n�egligeantune nouvelle fois les e�ets de bord, le champ magn�etique engendr�e par 1 estnul �a l'ext�erieur de 1 et uniforme de valeur �0n1I1 = �0N1I1=l1 �a l'int�erieur.Le ux engendr�e par 1 sur 2 a pour expression, �etant donn�ee l'orientationcontraire des deux sol�eno��des, �1!2 = �N2B1S1, ce qui conduit pour lamutuelle �a M = ��0N1N2S1=l1. Remarquons que, comme on l'avait pr�ecis�e,le signe de M n'est pas connu a priori : si les courants traversant les deuxsol�eno��des avaient �et�e de même sens, M aurait �et�e positif.4.1.5 Aspect �energ�etique�Energie magn�etique de circuits �liformesSoient deux circuits (C1) et (C2) parcourus respectivement par des courantsI1 et I2 (voir la �gure 4.2).I1 L1 I2L2M
Fig. 4.2 - Les parties magn�etiques des circuits (C1) et (C2)Un bilan �energ�etique conduit �a l'�energie magn�etique de l'ensemble des deuxcircuits : Em = 12L1I21 + 12L2I22 +MI1I2:Or, on peut �ecrire ��1 = L1I1 +MI2�2 = L2I2 +MI1ce qui conduit �a : Em = 12I1�1 + 12I2�2:



240 Chapitre 4Cette expression se g�en�eralise �a un syst�eme de circuits �liformes :Em = 12Xi Ii�i:Densit�e d'�energie magn�etiqueL'�energie magn�etique d'un circuit quelconque se met sous la formeEm = 12 ZZZcircuit~| � �!A d� = ZZZespace �!B 22�0 d�:On d�e�nit alors la densit�e d'�energie magn�etique (voir l'exercice 3.4.1) par :wm = �!B 22�0 :Comme en �electrostatique, on d�e�nit l'�energie magn�etique d'interaction mutu-elle de deux distributions de courants :Em(1+2) = Em1 + Em2 +Emm1;2avec Emm1;2 = ZZZespace 1�0�!B1 � �!B2 d�:Contrairement �a l'�energie magn�etique de chaque distribution qui est de signepositif, cette �energie magn�etique mutuelle est de signe quelconque.4.2 Exercices4.2.1 Barre mobile sur un cadre Universit�e de VersaillesDur�ee 45 minUne barre m�etallique PQ, de masse m, de longueur a, peut glisser sansfrottement le long de deux rails verticaux.Les rails sont reli�es �a un g�en�erateur de force �electromotrice constante U0.La r�esistance totale du circuit est R, elle est ind�ependante de la position de labarre PQ.Dans l'espace o�u peut se d�eplacer la barre, r�egne un champ magn�etiqueuniforme et constant : �!B = B~ey.Jusqu'�a l'instant initial t = 0, la barre est maintenue immobile. �A l'instantt = 0, elle est lib�er�ee avec une vitesse initiale nulle.



Induction 241
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Fig. 4.3 - Sch�ema du circuit1. �Ecrire les �equations �electriques et m�ecaniques qui r�egissent l'�evolutiondans le temps de ce syst�eme.2. R�esoudre ce syst�eme d'�equations coupl�ees (�equation �electrique et �equationm�ecanique). En d�eduire l'expression de la vitesse v(t) prise par la barreet l'expression de l'intensit�e i(t) du courant �electrique qui circule dans lecircuit.3. �A quelle condition doit satisfaire la r�esistance R du circuit pour que labarre se d�eplace vers le bas?Application Num�erique :U0 = 1; 5V ; m = 0; 5 g ; B = 0; 5T ; R = 8
 ; a = 5 cm.a) D�eterminer la vitesse limite prise par la barre.b) Tracer les graphes des fonctions v(t) et i(t).On n�egligera le champ magn�etique cr�e�e par le courant.Solution1. Lorsque la barre se d�eplace dans le champ magn�etique, il apparâ�t auxbornes du circuit une force �electromotrice induite. L'orientation de i est donn�eede mani�ere conventionnelle par la tension U0 du g�en�erateur. Une force �electro-motrice d'induction est orient�ee de telle mani�ere qu'elle est positive lorsqu'elled�ebite le courant dans le sens positif. Le sch�ema �electrique est alors :
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Fig. 4.4 - Circuit �electriqueLe bilan �electrique s'�ecrit U0 �Ri+ e = 0.La force �electromotrice induite est reli�ee �a �, ux du champ magn�etique �atravers le circuit, par la formule :e = �d�dt o�u � = ~B � ~S:Ici, le vecteur surface du circuit est orient�e par l'intensit�e i, c'est-�a-dire par levecteur unitaire �~y :d�dt = ~B � d~Sdt = B ~y � av(�~y) = �Bav:On a donc : e = Bav:Nous pouvons maintenant exprimer l'�equation du bilan �electrique sous la forme :v(t) = Ri(t)� U0Ba .Le bilan m�ecanique est le suivant : la barre est soumise �a deux forces, sonpoids ~P et la force de laplace ~F . Cette derni�ere a pour expression :�!F = PZQ i�!dl ^�!B= �iBa~z:En reportant cette relation dans l'�equation fondamentale de la dynamique ap-pliqu�ee �a la barre, on obtientm _v(t) = mg � i(t)Ba .



Induction 2432. Le couplage de ces deux �equations nous fournit, en �eliminant i8>><>>: i(t) = U0 +Bav(t)R_v + (Ba)2mR v = g � BaU0mR .Par homog�en�eit�e du terme de gauche de la deuxi�eme de ces �equations, on d�e�nit� , homog�ene �a un temps, par � = mR(Ba)2 .Avec cette nouvelle grandeur, l'�equation di��erentielle pr�ec�edente qui est dupremier ordre, admet comme solution particuli�ere :vpart(t) = � �g � BaU0mR � :Pour sa solution g�en�erale, somme de la solution particuli�ere et de la solutionde l'�equation sans second membre on a par cons�equent :v(t) = Ae�t=� + vpart(t).On d�etermine la constante A introduite lors de cette r�esolution, grâce �a lacondition initiale qui stipule que v(t)jt=0 = 0.On obtient ainsi l'expression de v puis celle de i en reportant dans la premi�ere�equation de notre syst�eme8><>: v(t) = � �g � BaU0mR �h1� e�t=�ii(t) = mBa h1� e�t=�i .3. Remarquons que la vitesse est toujours du signe de sa valeur limite. Pourque la barre descende, il faut que cette vitesse limite soit positive, c'est-�a-direque l'on ait v(t) t!+1�! v1 o�u v1 > 0.Autrement dit, grâce �a l'expression de v trouv�ee pr�ec�edemmentg � BaU0mR > 0soit R > BaU0mg .



244 Chapitre 4Application Num�erique : R > 7; 6
.Pour que la barre descende, on trouve que R doit être sup�erieure �a une valeurcritique donn�ee par BaU0=(mg). Est-ce coh�erent? On peut, pour r�epondre �acette question, �etudier ce qu'il se passe dans la limite R!1. Pour les grandesvaleurs de la r�esistance, le courant ne peut plus circuler, et l'on doit avoir i! 0.La force de Laplace exerc�ee sur la barre va donc s'annuler et la barre ne seraplus soumise qu'�a son poids. Elle va donc descendre: : :On peut même aller un peu plus loin : si la barre n'est soumise qu'�a sonpoids, sa vitesse doit ob�eir �a v(t) = gt. Retrouve t-on ce r�esultat en prenant lalimite R!1 dans l'expression obtenue �a la question 2? Lorsque la r�esistancedevient tr�es grande, � tend vers l'in�ni, et donc :e�t=� = 1� t� +O� t2�2� :Ainsi, � �1� e�t=�� = t+O�1� � :Il vient alors : v(t) = gt+O� 1R� ;qui est bien le r�esultat attendu.3.a) La vitesse limite prise par la barre est :v1 = � �g � BaU0mR � :Application Num�erique : v1 = 2;7m=s .3.b) L'allure des fonctions v et i s'obtient quant �a elle sans di�cult�e puisqu'ils'agit d'une relaxation exponentielle de 0 jusqu'�a une valeur limite qui est v1pour la vitesse, et m=(Ba) pour l'intensit�e.v(t) i(t)v1 mBa
t tFig. 4.5 - Allure de v et de i en fonction du temps.



Induction 245Remarque : on a utilis�e �a la question 1. une convention de signe pour laforce �electromotrice qui peut laisser perplexe. Si tel est le cas, on peut faireune v�eri�cation assez simple qui prouve la validit�e du calcul initial. On consi-d�ere directement le champ �electromoteur d'induction �!E m qui vaut dans le casg�en�eral : �!E m = �@�!A@t + ~v ^ �!B .Comme le champ magn�etique est constant, nous avons ici :�!E m = ~v ^ �!B .Par d�e�nition : e = PZQ �!E m � d~l:D'autre part, �!E m = Bv~z ^ ~y = �Bv~x:On en d�eduit : e = Bav:On retrouve bien l'expression obtenue par le calcul de la variation temporelledu ux.4.2.2 Four �a induction Dur�ee 20 minOn consid�ere un barreau m�etallique �xe de longueur h, de rayon R � het de conductivit�e , soumis �a un champ magn�etique spatialement uniforme,variable dans le temps et de direction parall�ele �a l'axe du cylindre (�gure 4.6).1. Quel est le champ �electrique induit en un point M du barreau?2. Calculer l'expression de la puissance Joule dissip�ee dans le barreau.Voyez-vous une application possible �a ce ph�enom�ene d'induction?Solution1. Dans la limite R� h, le probl�eme est invariant par translation d'axe Ozet par rotation de même axe : le champ �electrique induit �!E m ne d�epend que dela variable r. Par ailleurs, d'apr�es l'�equation de Maxwell-Faraday (1) (voirplus bas), son rotationnel est port�e par Oz ce qui signi�e que �!E m n'a pas decomposante suivant Oz.



246 Chapitre 4
M~z ~ur�!B (t) OH r ~u�

Fig. 4.6 - Barreau cylindrique et base mobile des coordonn�ees cylindriques.Soit M un point ext�erieur �a Oz. Le plan contenant Oz et M contient lechamp �!B ; �!E m est donc orthogonal �a ce plan d'o�u�!E m = E(r) ~u�:Calculons ensuite la circulation de �!E m le long du cercle C de centre O etde rayon r, inclus dans le plan orthogonal �a Oz et passant par O :IC �!E m � d~l = 2�rE(r):L'�equation deMaxwell-Faraday reliant le champ �electrique induit au champmagn�etique impos�e est �!rot�!E m = �@�!B@t : (1)Soit D le disque d�elimit�e par C. On oriente le contour C par ~u� pour �ecrireIC �!E m � d~l = ZZD �!rot�!E m � d�!S = � ZZ @�!B@t � d�!S = ��r2 dBdt :On en d�eduit �!E m = �r2 dBdt ~u� :Autre m�ethode : le champ �!B (t) �etant uniforme, un potentiel vecteurassoci�e possible est donn�e par�!A (t;M) = 12�!B (t) ^ ��!OM= 12�!B (t) ^ ��!OH + 12�!B (t) ^ ��!HM:



Induction 247Le champ magn�etique �etant dirig�e selon la direction verticale ~z, il vient�!A (t;M) = 12 rB(t) ~u� :Dans le cas pr�esent, le champ �electrique d'induction est donn�e par�!E m = �@�!A@tsoit �nalement �!E m = �12r dBdt ~u�:2. En l'absence de champ �electrique statique, la loi d'Ohm locale donnepour la densit�e de courant~� = �!E m = �2 r dBdt ~u�:La densit�e de puissance dissip�ee dans le conducteur s'exprime quant �a elle aumoyen de pJ =~� � �!E m = r24 �dBdt �2 ;soit pour l'ensemble du barreau :PJ = Zbarreau pJrdrd�dz= 2�h Z R0 r24 �dBdt �2 rdr;d'o�u PJ = �h8 R4�dBdt �2 :Cette m�ethode de chau�age des mat�eriaux conducteurs est particuli�eremente�cace et couramment utilis�ee dans l'industrie ainsi que dans les cuisini�eres �ainduction.Compl�ement : dans le calcul pr�ec�edent de la puissance dissip�ee dans lebarreau, on a n�eglig�e le champ magn�etique �!B b cr�e�e par les courants induits.Ces derniers ont pour expression :~�(r) = �2 r dBdt ~u�:D'apr�es l'exercice 2.3.6, le champ magn�etique cr�e�e par cette distribution decourant, qui est nul pour r � R, s'�ecrit :�!B b(r) = ��04 (R2 � r2) d�!Bdt pour r � R:



248 Chapitre 4Supposons que le barreau soit soumis �a un champ magn�etique sinuso��dal�!B = �!Boe�i!t. Si l'on veut que le champ magn�etique �!B b soit en tout point dubarreau au moins dix fois plus faible que le champ magn�etique ext�erieur �!B , lag�eom�etrie du barreau doit remplir la condition :Bb(O) � B=10 =) R � 2r 110�0! = �=p5o�u � est l'�epaisseur de peau du mat�eriau �a la fr�equence � (voir le probl�eme3.5.2).Application Num�erique : pour un barreau en cuivre ( = 5:107 Sm�1)soumis �a un champ magn�etique de fr�equence � = !=(2�) = 50Hz, on aR � 4; 5mm:Ainsi, dans la plupart des situations usuelles, l'approximation que nousavons faite n'est pas valable. Il faut alors utiliser une formulation ondulatoireanalogue �a celle employ�ee dans le probl�eme 3.5.2 (e�et de peau).4.2.3 Freinage par courants de Foucault. Dur�ee 10 minOn consid�ere le syst�eme de la �gure 4.7 : un pendule vertical, constitu�ed'une plaque (P ) en cuivre reli�ee en A �a une tige isolante, peut osciller sansfrottements autour d'un axe passant par le point O. Le champ �!B , localis�e dansla zone (E), est constant.
�O A(E)

�!B (P )
Fig. 4.7 - Le syst�eme �etudi�eLe pendule est lâch�e en dehors de la zone (E). Lorsqu'il y p�en�etre, on observequ'il est ralenti et s'immobilise dans la position � = 0, apr�es �eventuellementquelques oscillations. Expliquer.



Induction 249SolutionLorsque la plaque conductrice entre dans la zone (E) o�u r�egne le champmagn�etique, il se produit un ph�enom�ene d'induction : des courants apparaissentsur la plaque de mani�ere �a s'opposer �a la variation du ux magn�etique (loi deLenz). Ces courants, que l'on appelle courants de Foucault, dissipent del'�energie sous forme d'e�et Joule, �a cause de la r�esistance de la plaque, ce quidiminue l'�energie cin�etique de cette derni�ere. Ainsi, le pendule s'arrête dans saposition d'�equilibre � = 0.Remarque : on diminue les courants de Foucault dans un conducteur endivisant ce dernier en feuillets ou �bres s�epar�es par un isolant (c'est le cas pourle fer utilis�e dans les transformateurs). Ces mêmes courants sont mis �a pro�tpour le freinage des poids lourds ou pour la fusion des m�etaux (voir exercice4.2.2).4.2.4 Une mod�elisation du diamagn�etisme des atomes.Universit�e Joseph Fourier (Grenoble)Dur�ee : 1 hDe nombreux atomes ou mol�ecules d�eveloppent en pr�esence d'un champmagn�etique un moment magn�etique de sens oppos�e �!M = ���!B . Un tel com-portement est dit diamagn�etique. C'est essentiellement un e�et d'induction�electromagn�etique, comme le calcul suivant de � �a un niveau �el�ementaire va lemontrer.1. Soit un atome dont un �electron d�ecrit, selon le mod�ele de Bohr, uncercle de rayon a0 dans le plan xOy autour de son noyau situ�e en O, avecla vitesse angulaire (positive) !0. Expliquer pourquoi il est raisonnabled'associer �a une telle trajectoire une intensit�e �electrique I = �e!0=2�et un moment magn�etique �!M = I�a20 ~uz. On supposera que le momentmagn�etique total de l'atome est n�eanmoins nul en l'absence de champmagn�etique ext�erieur, par suite de compensations �a l'int�erieur de l'atome.2. On applique maintenant un champ magn�etique uniforme perpendiculaire�a la trajectoire de l'�electron, de la forme �!B = B(t) ~uz. La fonction B(t)est nulle pour t < t0, passe graduellement de 0 �a sa valeur �nale B pourt0 < t < t1, puis reste constante pour t > t1. On admettra qu'en premi�ereapproximation le rayon a0 de l'orbite �electronique ne varie pas et quel'intervalle de temps t1 � t0 est tr�es long par rapport �a une p�eriode der�evolution de l'�electron sur son orbite.En utilisant la loi de Faraday, montrer que l'�electron est soumis �aune force suppl�ementaire, durant la p�eriode d'�etablissement du champ,tangentielle �a sa trajectoire et d'amplitude (e=2)(dB=dt)a0. En d�eduirequ'une fois le champ �etabli, la vitesse angulaire de l'�electron n'est plus�egale �a !0 mais �a !0 + eB=(2m) (o�u m est la masse de l'�electron).



250 Chapitre 4Donner l'expression du moment magn�etique induit et celle de � qui enr�esulte.3. Un dipôle magn�etique de moment �!M, plac�e dans un champ magn�etiqueinhomog�ene, est soumis �a une force que l'on peut mettre sous la forme�!F =Mx�!rBx +My�!rBy +Mz�!rBz:Calculer la force ressentie par un atome diamagn�etique qui se retrouveraitdans une r�egion o�u le champ magn�etique, cr�e�e par un syst�eme de bobinesd'Helmholtz, peut s'�ecrire sous la forme�!B (x; y; z) = �(x ~ux + y ~uy � 2z ~uz);avec l'origine O au centre de la r�egion consid�er�ee. Voyez-vous du coupune application de ce dispositif?Solution1. La trajectoire de l'�electron peut être assimil�ee, d'un point de vue clas-sique, �a une spire circulaire parcourue par un courant I . Le courant est d�e�nipar la relation I = dq=dt = �e=T o�u T est la p�eriode de rotation de l'�electronsur son orbite, ce qui donne : I = �e!02� :La trajectoire �etant une spire circulaire parcourue par un courant, elle poss�edeun moment magn�etique �!M = I�!S o�u le vecteur surface �!S est orient�e par Iselon la r�egle du tire-bouchon. Le moment magn�etique associ�e s'exprime sousla forme : �!M = I�a20 ~uz :zx y� ~u�~ur~uzFig. 4.8 - La trajectoire de l'�electron dans le mod�ele de Bohr.2. Durant la p�eriode d'�etablissement de �!B , il se produit un ph�enom�ened'induction, car l'amplitude du champ magn�etique varie : un champ �electrique�!E va perturber la trajectoire de l'�electron autour du noyau.



Induction 251Les ph�enom�enes �etudi�es ayant lieu sur une dur�ee tr�es grande devant la p�e-riode de rotation de l'�electron, on peut utiliser les �equations deMaxwell avecles grandeurs macroscopiques moyenn�ees. D'apr�es la loi de Faraday, l'�elec-tron sera soumis �a une force �electromotrice ~f = �e�!E m o�u �!E m est le champ�electromoteur dû �a la p�eriode d'induction.La spire circulaire �etant immobile, le champ �electromoteur se r�eduit �a :�!E m = �@�!A@t :Par ailleurs, le champ magn�etique appliqu�e est uniforme et ne d�epend que dutemps t. Un potentiel vecteur acceptable est donc�!A = 12�!B ^ ~r:Avec les notations de la �gure 4.8, il vient�!A = 12Br ~u�;d'o�u �!E m = �a02 dBdt ~u�:Ainsi, la force subie par l'�electron lors de l'�etablissement du champ magn�etiquese met sous la forme : ~f = a0e2 dBdt ~u� :Il s'agit bien d'une force tangentielle �a la trajectoire circulaire de l'�electron.Appliquons le th�eor�eme du moment cin�etique �a l'�electron, dans un r�ef�erentielgalil�een, durant la p�eriode d'�etablissement du champ magn�etique �!B :ma20 d!dt ~uz = a0~ur ^ ~fce qui donne, en projetant suivant Oz :md!dt = e2 dBdt :Remarquons que l'�enonc�e suppose que le rayon a0 ne varie pas. Cela impliquel'existence d'une force orthogonale �a la trajectoire, qui s'oppose �a la force cen-trifuge. Cette force a un moment en O nul.On peut aussi appliquer la relation fondamentale de la dynamique et laprojeter suivant la direction tangentielle �a la trajectoire :ma0 d!dt = ~f � ~u�;et l'on retrouve md!dt = e2 dBdt :



252 Chapitre 4L'int�egration de la relation pr�ec�edente entre les temps t0 et t1 permet d'ar-river �a : ! = !0 + eB2m :La vitesse angulaire de l'�electron est modif�ee par la mise en place du champmagn�etique�!B . Il s'ensuit que le courant induit dans la (( spire )) par l'apparitiondu champ magn�etique est de la forme :Iind = �e2� eB2m:Le moment magn�etique induit est donc :�!Mind = �e2a204m �!B :En utilisant la d�e�nition de � donn�ee dans l'�enonc�e, il vient :� = e2a204m :Remarque : � est de signe positif, ce qui signi�e que le moment magn�etiquede l'atome est de sens oppos�e au champ magn�etique qui lui a donn�e naissance.Il s'agit l�a d'une forme particuli�ere de la loi de Lenz.3. La force ressentie par l'atome diamagn�etique s'�ecrit :�!F =Mx�!rBx +My�!rBy +Mz�!rBzou, en utilisant la relation �!M = ���!B :�!F = �� �Bx�!rBx +By�!rBy +Bz�!rBz� = ���!r0@�!B 22 1A :Le champ magn�etique que subit l'atome �etant de la forme �!B (x; y; z)= �(x ~ux+y ~uy � 2z ~uz), la force �!F a pour expression :�!F = ��2�(x ~ux + y ~uy + 4z ~uz) :Une application de ce dispositif sera la mesure de la susceptibilit�e � : lad�eviation d'un �echantillon diamagn�etique par le champ magn�etique donneraacc�es �a la valeur de �.



Induction 2534.2.5 Disque m�etallique dans un champ magn�etiqueUniversit�e de VersaillesDur�ee 30 minUn disque m�etallique de rayon R tourne avec une vitesse angulaire ! au-tour d'un axe perpendiculaire dans une r�egion de l'espace o�u r�egne un champmagn�etique �!B uniforme, parall�ele �a l'axe du disque (voir la �gure).�!B ~!
1. D�ecrivez le ph�enom�ene physique qui se produit.2. Calculer le champ �electrique en tout point du disque.3. Calculer la di��erence de potentiel existant entre le centre et la circonf�e-rence du disque. Solution1. Les �electrons sont les seules charges �eventuellement mobiles d'un conduc-teur et nous les supposerons immobiles dans le r�ef�erentiel du disque. Les chargespositives font partie du r�eseau cristallin et sont donc immobiles dans le r�ef�e-rentiel tournant (non galil�een).Les �electrons de charge �e et de masse m sont soumis �a la force centrifuge�!FC = m!2 ~r;o�u ~r d�esigne la position des �electrons par rapport au centre du disque. Parailleurs, les charges sont mobiles et ont une vitesse ~v dans le r�ef�erentiel galil�een�xe du (( laboratoire )) : elles ressentent la force de Lorentz�!FL = �e~v ^�!B total = �e !Btotal ~r:Si l'on n�eglige le champ magn�etique induit, le champ magn�etique total se r�eduitau champ impos�e �!B . Nous pr�eciserons les limites de validit�e de cette approxi-mation. Ces deux forces vont entrâ�ner des migrations de charges, qui seront



254 Chapitre 4responsables de la cr�eation d'un champ �electrique �!E induit. Celui-ci exercerasur les �electrons une force : �!FE = �e�!E :En r�esum�e, les charges sont soumises �a trois types de forces distincts :{ la force de Lorentz due au champ magn�etique ext�erieur,{ la force centrifuge,{ la force �electrique due au champ �electrique induit.2. Dans le r�ef�erentiel tournant, un �electron est au repos, d'o�u :m!2 ~r � e !B ~r � e�!E = �!0 :Nous en d�eduisons le champ �electrique induit :�!E = �me !2 � !B�~r :Le champ que nous venons de calculer est le champ que ressentent les �electronsdans le r�ef�erentiel galil�een �xe du laboratoire.Validit�e de l'approximation faite : est-il l�egitime de n�egliger le champmagn�etique induit ? Estimons l'ordre de grandeur du rapport Binduit=Btotal.L'�equation de Maxwell-Amp�ere�!rot�!B = �0~|permet de donner un ordre de grandeur de Binduit :Binduit / �0R|:Par ailleurs, | = �v, soit | / �R! o�u la densit�e volumique de charge � se d�eduitde : div�!E = �"0 :Ainsi, | / "0E!. Dans le cas o�u la force centrifuge est n�egligeable, on aE ' !BtotalR. Compte tenu de "0�0c2 = 1, il vient :BinduitBtotal / R2!2c2 � 1tant que la vitesse de la p�eriph�erie du disque n'est pas relativiste. Ce type deraisonnement, qui peut parâ�tre tr�es approximatif, permet d'�eviter des calculssouvent fastidieux ou sans int�erêt.3. Pour obtenir la di��erence de potentiel, int�egrons le champ �electriqueinduit entre le centre et r = R :�V = V (R)� V (0)= Z R0 ��!E � d~r= Z R0 �!B � m!2e � r dr:



Induction 255Ainsi, �V = �!B � m!2e � R22 :Notons que cette di��erence de potentiel est celle qui serait mesur�ee par un appa-reil immobile dans le r�ef�erentiel du laboratoire, et qu'elle est a priori di��erentede la di��erence de potentiel mesur�ee par un appareil (( embarqu�e )) c'est-�a-direimmobile par rapport au disque. En e�et, le champ �electromagn�etique d�ependdu r�ef�erentiel dans lequel on se place.Il apparâ�t qu'il existe une vitesse de rotation seuil, pour laquelle le champ�electrique induit ainsi que �V s'annulent. Il s'agit de la pulsation cyclotron :! = !cyclotron = eBm :Cette pulsation est en e�et la pulsation naturelle de rotation d'une charge �eet de masse m dans un champ magn�etique B : elle correspond �a une compensa-tion parfaite entre la force de Lorentz et la force centrifuge. Le mouvement derotation n'induit alors aucune migration de charge : le champ �electrique mesur�edans le r�ef�erentiel du laboratoire est nul. Pour cette pulsation, les �electrons ne(( sentent )) pas qu'ils font partie d'un corps en rotation. Pour des pulsationssup�erieures �a la pulsation cyclotron, le module de la force centrifuge, qui va-rie comme !2 devient sup�erieur au module de la force de Lorentz qui varielin�eairement avec !. Il y a donc un exc�es de charges n�egatives �a la p�eriph�eriedu disque et une d�epl�etion au centre. On retrouve que le champ �electrique estdans ce cas dirig�e vers l'ext�erieur et que le potentiel V est plus �elev�e au centrequ'�a la p�eriph�erie : �V est n�egatif.Terminons en pr�ecisant que même pour des champs faibles (comme le champmagn�etique terrestre), la pulsation cyclotron est �elev�ee. Pour un �electron (m =910�31 kg, e = 1:6 10�19C) dans un champ magn�etique B ' 10�5T, l'ordrede grandeur de !cyclotron est 106 rad.s�1, ce qui correspond �a 105 tours parseconde.Remarque : nous avons trouv�e que �!E est proportionnel �a ~r, ce qui signi�eque la densit�e volumique de charge� = "0 div�!Eest constante dans le conducteur. Cela peut surprendre puisque nous savonsqu'un conducteur parfait �a l'�equilibre est localement neutre en volume, mais ledisque est ici �a l'�equilibre dans un r�ef�erentiel non galil�een. De plus, le conducteurdoit être globalement neutre. Ici, la charge volumique constante est compens�eepar une charge surfacique de signe oppos�e.



256 Chapitre 44.3 Probl�emes4.3.1 G�en�erateur dynamo Universit�e Paul Sabatier, ToulouseDur�ee 30 minOn consid�ere le montage exp�erimental permettant de mod�eliser le moteur�electrique dit (( moteur universel )). On se propose de v�eri�er que ce mêmemontage permet de mod�eliser le g�en�erateur de courant continu dit (( dynamo )).Un ensemble de deux sol�eno��des cr�ee dans la r�egion R entourant l'origineun champ magn�etique uniforme �!B de coordonn�ees (0; 0; Bz = B > 0). Dans Rune spire rectangulaire peut tourner autour d'une de ses m�edianes confondueavec Ox, la normale ~n �a la spire est orient�ee de fa�con compatible avec le senspositif NCDABM choisi (voir la �gure 4.9a.). La spire est connect�ee au circuitext�erieur, ferm�e par une r�esistance r, par l'interm�ediaire d'un collecteur �a balai(voir la �gure 4.9b.). Si � d�esigne l'angle (Oz; ~n), alors :{ pour �� < � < 0, le collecteur assure les contacts PM et QN (cas de la�gure) ;{ pour 0 < � < �, le collecteur assure les contacts PN et QM .
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Fig. 4.9 - Sch�emas des parties m�ecaniques et �electriques de la dynamo. Parconvention, � est ici n�egatif.La spire, l'ensemble collecteur et les conducteurs du circuit ext�erieur ontune r�esistance n�egligeable. On fait tourner la spire avec une vitesse angulaire
.1. Exprimer VQ � VP en fonction de VN � VM et � (e�et du collecteur).



Induction 2572. Calculer le ux � de �!B �a travers la spire.3. En d�eduire la force �electromotrice d'induction VN � VM puis VQ � VP .4. Donner en�n l'expression du courant i et montrer que si 
 < 0, alors i(t)a un signe constant ; lequel?5. D�ecrire succintement comment avec deux spires dispos�ees en croix (d�eca-l�ees l'une par rapport �a l'autre de �=2) et avec un collecteur form�e de 4quarts de bague (au lieu de deux moiti�es de bague) on aurait un courantpresque continu (en comparaison de celui en 4.) ; il est sugg�er�e d'expliquerle fonctionnement du nouveau collecteur �a l'aide d'une �gure du type dela �gure 4.9b. Solution1. D'apr�es la description faite dans l'�enonc�e, la relation entre VQ � VP etVN � VM change de signe comme la fonction sin �. De plus, on constate en ser�ef�erant �a la �gure 4.9b. pour laquelle l'angle � a une valeur n�egative, que lespoints P et M sont au même potentiel, ainsi que les points Q et N . Ainsi :VQ � VP = �signe(sin �)(VN � VM ) .2. Le ux du champ magn�etique �!B �a travers la spire est donn�e �a un instantt par � = �!B � �!S (t);car le champ est uniforme sur la surface de la spire. En fonction des param�etresdu probl�eme, il vient� = 2ab��!B � ~n(t)� ) � = 2abB cos(
t+ ') .En toute g�en�eralit�e, on a pris ' comme d�ephasage arbitraire. Pour les questions3. et 4., nous choisirons ' = 0, ce qui correspond �a une origine des temps telleque � = 0 pour t = 0.3. Par convention, une force �electromotrice d'induction est prise positivelorsqu'elle tend �a d�ebiter du courant dans le sens positif, (NCDABM) dans lecas pr�esent. Ainsi, e = (VM � VN).De plus, la force �electromotrice est li�ee au ux du champ magn�etique �a traversla spire par e = �d�dt ) (VM � VN) = 2abB
 sin
t .



258 Chapitre 4On utilise le r�esultat de la premi�ere question pour trouver l'expression de VQ�VP VQ � VP = 2abB
j sin
tj .4. Le circuit est constitu�e uniquement d'une r�esistance r et d'une force�electromotrice e. Le bilan �electrique se r�eduit �aVP � VQ = ri , i = �2abB
j sin
tjr .Pour 
 < 0, le courant i d�ebit�e est de signe constant positif.
spire 1~n1
spire 2Fig. 4.10 - Dispositif �a deux spires.5. On monte maintenant un syst�eme analogue mais avec deux spires. La vuede côt�e d'un tel montage est donn�ee par la �gure 4.10. La spire 1, est connect�eepour �������� 3�4 < � < ��4�4 < � < 3�4 .L'autre spire est connect�ee le reste du temps. Chacune des spires peut êtretrait�ee de la même fa�con que dans la premi�ere partie, et g�en�ere donc un couranten valeur absolue de sin
t. Cependant, et c'est l�a que la remarque sur led�ephasage ' prend tout son sens, les courants produits par chacune des spiressont d�ephas�es de �=2. Suivant que l'une ou l'autre des spires est connect�ee, lecourant suit la sinuso��de associ�ee, et son allure est donn�ee sur la �gure 4.11,sur laquelle on a repr�esent�e les arches de sinuso��des correspondant �a chacunedes phases du mouvement. Le courant r�esultant est quant �a lui donn�e par laligne de crête, et s'approche d'un signal continu.



Induction 259i(t)

 t�=4 3�=4spire 2spire 1

courant r�esultant
Fig. 4.11 - Allure du courant pour deux spires.4.3.2 Moment magn�etique dans un sol�eno��de et cadre m�e-tallique en rotation Universit�e d'AngersDur�ee 3 hLes deux exercices sont totalement ind�ependants.Aucun document autre qu'un formulaire rappelant les expressions des gra-dient, divergence et rotationnel n'est autoris�e. Les calculatrices sont inter-dites.Exercice I :On consid�ere la spire circulaire d'axe Oz et de rayon R repr�esent�ee par lesch�ema suivant. Cette spire est parcourue par un courant d'intensit�e I .Z

OR I
Mz

1. Calculer le champ magn�etique cr�e�e en un point quelconque de l'axe de laspire.



260 Chapitre 42. Un sol�eno��de �ni de longueur L poss�edant N spires de rayon R est par-couru par un courant d'intensit�e I .a) Calculer le champ magn�etique en un point P de son axe �a l'int�erieur dusol�eno��de. On calculera d'abord l'�epaisseur d'une spire puis le couranttraversant une �epaisseur dz de sol�eno��de. On respectera les notationsde la �gure jointe. zz0 �2 �1P R O
b) Donner la valeur de ce champ sur l'axe pour un sol�eno��de in�ni.c) On place une spire circulaire de rayon a, de même axe que le sol�eno��de,au point P . On supposera a tr�es petit devant le rayon R du sol�eno��de.Calculer le ux cr�e�e par le sol�eno��de au travers de la spire. En d�eduirel'inductance mutuelleM . On prendra l'origine O au centre du sol�eno��desur l'axe z0z.d) Calculer le ux envoy�e par la spire de rayon a parcourue par un cou-rant i dans une spire quelconque du sol�eno��de. En d�eduire le ux totalenvoy�e par la spire de rayon a dans le sol�eno��de ainsi que l'inductancemutuelle M 0.On donne le potentiel vecteur �!A cr�e�e par une spire en un point quel-conque de l'espace situ�e �a une distance de la spire grande devant sonrayon. �!A = �0�!M ^ ~r4�r3 .e) La petite spire est toujours parcourue par un courant i. Calculer laforce exerc�ee sur celle-ci et donner son sens.f) Existe-t-il une position d'�equilibre pour la petite spire �a l'int�erieur dusol�eno��de? S'agit-il d'une position d'�equilibre stable ou instable?Exercice II :1. �Enum�erer les m�ethodes possibles pour calculer le ux envoy�e par le �lin�ni dans le cadre (�gure 4.12). Calculer ce ux par la m�ethode quevous jugerez la plus simple.2. Montrer que l'inductance mutuelle est donn�ee par :M = �04�a ln� l2 + a2=4� al cos �l2 + a2=4 + al cos �� :



Induction 2613. On fait tourner le cadre dans le sens direct avec une vitesse angulaire !constante autour d'un axe parall�ele au �l et passant par le milieu du cadreO0. Calculer la force �electromotrice g�en�er�ee dans le syst�eme et indiquerle type de courant obtenu.Nota : le �l et le cadre ne se trouvent pas dans le même plan.
I A D

CBa
a

vue de côt�e vue de dessuscadre�l O l O0 �a=2a=2
Fig. 4.12 - Sch�ema du �l et du cadre mobile.SolutionExercice I :1.Pour calculer plus ais�ement le champ magn�etique, consid�erons les propri�e-t�es de sym�etrie du probl�eme. Il apparâ�t que tout plan vertical contenant l'axe~z est plan d'antisym�etrie pour la distribution de courant : le champ magn�etiqueen un point de ce plan ne poss�ede donc pas de composante perpendiculaire auplan.Le champ �!B en un point de l'axe (intersection de l'ensemble des plansconsid�er�es auparavant) se doit d'être inclus dans chacun de ces plans, doncfaire partie de leur intersection. Il s'ensuit que�!B = B(z)~z.On applique alors la loi de Biot et Savart dans le cas d'une source lin�eiquede courant �!B (M) = �04� ZC I�!dl ^ ~uPMPM2o�u les notations prises sont pr�ecis�ees dans la �gure qui suit



262 Chapitre 4Z
R I

Mz O� �!dl~uPMd�!B
De ce fait, le module du champ cr�e�e par une portion �el�ementaire de la spirea pour expression kd�!B k = �0I4� dlPM2 .Les consid�erations de sym�etrie initiales nous assurent qu'�a l'issue de l'int�egra-tion, les composantes du vecteur d�!B qui sont orthogonales �a l'axe vont donnerune contribution nulle ; il su�t donc de sommer la composante |scalaire|suivant l'axe, soit d'apr�es notre sch�emadBz = kd�!B k sin �.En s'aidant toujours du sch�ema, on voit que la distance PM est reli�ee au rayonR par : PM2 = R2sin2�ce qui conduit �a B(z) = �0I sin3�4�R2 ZC dlsoit �nalement pour l'expression du champ magn�etique engendr�e par une spirecirculaire en un point de son axe�!B (z) = �0I2R sin3� ~z .2.a) Une spire cr�ee un champ �!B spire. Il y a N spires r�eparties sur unelongueur L, donc une simple r�egle de trois nous fournit la contribution d'uneportion sol�eno��de de longueur dzd�!B = �!B spireNL dz.A�n de pouvoir int�egrer cette expression, il nous faut maintenant relier la va-riation de la distance entre la tranche de bobine contribuant au champ et lepoint d'�evaluation de celui-ci (variation de z) avec la variation de l'angle souslequel la tranche de bobine est vue depuis le point o�u le champ est calcul�e(variation de �). Pour cela on se reporte �a la �gure suivante :



Induction 263
zz0 P dzz

�d��0
On y constate que tan � = Rz ;soit si l'on di��erencie dz = �R d�sin2� .�A ce stade du calcul se situe une petite subtilit�e pouvant induire une erreur designe. Comme montr�e sur la pr�ec�edente �gure, l'angle � sous lequel une portiondu sol�eno��de est vue au point P ne correspond pas �a l'angle que nous avionsconsid�er�e pour le calcul du champ cr�e�e par une spire unique. On a en e�et larelation 8<: � = � � �0Bspire = �0I2R sin3�0 .Finalement, le champ s'�ecrit en sommant sur les contributions de toutes lestranches de bobine�!B (P ) = NL �0I2R �2Z�1 (� sin3�) � (�R) d�sin2� ~zqui s'int�egre pour donner�!B (P ) = �0nI2 (cos �1 � cos �2)~z .On a not�e n = N=L le nombre de spires par unit�e de longueur.2.b) Pour un sol�eno��de in�ni, les angles sous lesquels apparaissent les ex-tr�emit�es au point P tendent respectivement vers�1 �! 0 �2 �! �:Le cosinus �etant une fonction continue, la limite de l'expression donnant lechamp �!B s'obtient en prenant le r�esultat de l'expression appliqu�ee aux angleslimites. Il vient alors �!B1 = �0nI ~z .



264 Chapitre 42.c) Comme le rayon de la petite spire est tel qu'il v�eri�e a � R, on peutprendre en tout point de la petite spire le champ magn�etique �egal au champmagn�etique sur l'axe. L'expression du ux traversant cette petite spire se r�eduitalors �a � = Sspire � Bsol�e= �0nI2 (cos �1 � cos �2)�a2 .Par d�e�nition de la mutuelle inductance, il vient alorsM = �0n2 (cos �1 � cos �2)�a2 .2.d) Pour calculer le ux envoy�e par la petite spire dans une spire quel-conque du grand sol�eno��de, on va se servir du th�eor�eme dit circulation-rotati-onnel (ou th�eor�eme de Stokes). Le ux du champ magn�etique s'�ecrit en e�et� = ZZS �!B � d�!S= ZZS �!rot�!A � d�!S= IC �!A � �!dl .�Etant donn�ee la taille de la petite spire devant celle du sol�eno��de, on peutconsid�erer qu'en tout point appartenant �a une spire de la bobine, on est suf�-samment loin de la petite spire pour que le champ magn�etique cr�e�e par cettederni�ere soit identique au champ cr�e�e par un dipôle magn�etique. Il est ainsipossible |et licite| d'utiliser pour le potentiel vecteur �!A la formule fourniedans l'�enonc�e, o�u les notations de la �gure 4.13 ont �et�e adopt�ees.
zz0 dzz

�d�P~e� ~er~e'
Fig. 4.13 - D�e�nition des vecteurs unitaires



Induction 265Dans ces conditions, on obtient� = I �04�r3 ��!M ^ ~r� � �!dl= I �04�r3�(�a2i ~z) ^ ~er�r(Rd') � ~e'= I �04�r3 (�a2i)rR sin � d'soit donc �(�) = �04� (�a2i)(2�R) sin �r2 .En se reportant �a la �gure pr�ec�edente, on constate quesin � = Rrce qui nous donne pour le ux envoy�e par la petite spire dans une spire desol�eno��de, vu sous un angle � :�(�) = �02 (�a2i) 1R sin3� .Le ux total envoy�e dans le sol�eno��de s'obtient alors par int�egration. Sur un�el�ement de bobine de longueur dz, on a comme pr�ec�edemment n dz spires d'o�u�total = Z �(�)n dz:En reprenant le raisonnement de la question 2.a), on adz = �R d�sin2�et le ux total s'�ecrit �total = n�02 (�a2i) �1Z�2 � sin � d�ou encore �total = n�02 (�a2i)(cos �1 � cos �2) .Par d�e�nition de la mutuelle on trouve alors pour M 0 une valeur (la même quepour M) : M 0 = n�02 (�a2)(cos �1 � cos �2) .2.e) La force s'exer�cant sur un dipôle magn�etique est donn�ee par la formule�!F = (�!M � �!r ) �!B = (�!M � ��!grad ) �!B .



266 Chapitre 4Le dipôle magn�etique �etant suivant l'axe de la bobine, l'expression pr�ec�edentese r�eduit dans notre cas �a �!F = (�a2i)@�!B@z .On a d�ej�a signal�e �a deux reprises la relation qui lie dz �a d�. Mais attention !Lorsqu'on �ecrit : dz = �R d�sin2 � ;le point P est �xe et z rep�ere la position d'une spire �el�ementaire. Ici, on doitcalculer la d�eriv�ee du champ magn�etique suivant l'axe, c'est-�a-dire faire varierla position du point P . Pour ce faire, consid�erons que z rep�ere la position deP sur l'axe par rapport au point O. On a alors :dz = Rd�sin2 � :On peut en e�et se convaincre que cette variation doit être l'oppos�ee de cellerappel�ee plus haut puisque l'on a chang�e de r�ef�erence. On peut bien sûr aussidi��erencier : tan �1 = RL=2� z :Quoi qu'il en soit, il faut remarquer que lorsque z augmente, � augmente aussi :cela permet de v�eri�er le signe obtenu. Il vient maintenant :@�!B@z = �0nI2 ~z �d cos �dz �12= �0nI2R ��sin3��12 ~z= �0nI2R �sin3 �2 � sin3 �1� ~z:La force exerc�ee sur la petite spire s'�ecrit alors�!F = (�a2i)�0nI2R (sin3�2 � sin3�1)~z .Remarque : si l'on ne connâ�t pas la formule :�!F = ��!M � ��!grad��!B ;il est tout de même possible de retrouver le r�esultat mais cela n'est pas im-m�ediat. Il su�t de se rappeler l'expression de la force de Lorentz (ou deLaplace) : une portion de �l d~̀ parcourue par un courant i subit la forced�!F = id~̀^ �!B :



Induction 267On a donc ici : �!F = �i Zspire�!B ^ d~̀: (1)Si l'on consid�ere que le rayon de la spire est tr�es petit par rapport �a celui dusol�eno��de, il est tentant de prendre �!B constant et alors :�!F = �i�!B ^ Zspire d~̀= �!0 :L'hypoth�ese �!B constant n'est donc pas recevable et il faut tenir compte despetites variations du champ, c'est-�a-dire �evaluer l'expression (1) au premierordre non nul.Soit Bz la composante suivant z du champ. Celle-ci a �et�e calcul�ee �a laquestion 2.a) et nous allons en d�eduire la composante B� orthogonale �a l'axe.Celle-ci est tr�es petite devant Bz mais elle est responsable de la force s'exer�cantsur la spire. Calculons le ux du champ sur un cylindre �el�ementaire de rayon�� R , d'axe z0z et situ�e entre z et z + dz :ZZ �!B � d�!S = 0;comme sur toute surface ferm�ee. D�eveloppons le ux :2��dzB� + ��2 [Bz(z + dz)�Bz(z)] = 0:Ainsi, au voisinage de l'axe, B� ' ��2 @Bz@z ;d'o�u �!F ' �i Zspire�!B �(� = 0) ^ d~̀' i Zspire a2 @Bz@z d`~z' ia2 @Bz@z Zspire d`~z' �a2 i @�!B@z ;et l'on retrouve bien le r�esultat obtenu �a l'aide de :�!F = ��!M � ��!grad��!B :2.f) Sur l'expression encadr�ee de �!F , on constate que la position centrale|telle que �1 = � � �2| est une position pour laquelle la force est nulle ;donc une position d'�equilibre. On peut remarquer que c'est la seule position,pour laquelle la force est nulle, qui peut être quali��ee de position d'�equilibre.



268 Chapitre 4En e�et, pour que la force s'annule il faut que les deux sinus soient �egaux, cequi donne comme condition sur les deux angles : soit la condition pr�ec�edente,soit la condition d'�egalit�e. Cette derni�ere n'�etant remplie que lorsque le dipôlese trouve in�niment �eloign�e de la bobine, on peut dire que la seule positiond'�equilibre du dipôle soumis au champ magn�etique engendr�e par la bobine estle point O central.On cherche maintenant �a tester la stabilit�e de cette position d'�equilibre.Pour cela on proc�ede classiquement en regardant comment se comporte la forcepr�es du point d'�equilibre. zz0 O1 2 �1�2
Fig. 4.14 - �Etude de stabilit�e.Si l'on consid�ere la �gure concernant la stabilit�e, on constate que{ au point 1, l'angle �1 a diminu�e. Il en va de même pour l'angle �2. Commeils sont chacun de part et d'autre de �=2, on se retrouve, dans l'hypoth�eseo�u les intensit�es i et I sont de même signe, avec une force positive c'est-�a-dire une force qui tend �a nous faire revenir vers le point O.{ De même au point 2, les deux angles ont augment�e ce qui nous donneune force n�egative qui l�a encore nous rapproche du point d'�equilibre.En conclusion, si l'on �ecarte la petite spire de sa position d'�equilibre, le champmagn�etique exercera une force qui tendra �a la faire revenir vers le point O quiest donc un point d'�equilibre stable. Nous avons suppos�e ici que les intensit�esi et I sont de même signe. Si ce n'est pas le cas, le point O est un pointd'�equilibre instable. Ces consid�erations illustrent la r�egle du ux maximal :l'�equilibre stable correspond au cas o�u �!B � �!M est maximal, �!M �etant le momentmagn�etique de la petite spire et �!B le champ magn�etique cr�e�e au point O parle sol�eno��de. Lorsque i et I sont de même signe, le ux est maximal et dans lecas contraire �!B � �!M est minimal et l'�equilibre est instable.Remarque : nous avons �etudi�e ici la stabilit�e de l'�equilibre vis-�a-vis destranslations suivant l'axe Oz. Pour être exhaustif, il faudrait �etudier la stabilit�evis-�a-vis du mouvement de rotation : le champ exerce sur la petite spire uncouple de moment �!� = �!M ^ �!B :Exercice II :1. Pour calculer le ux envoy�e par le �l in�ni dans le cadre, on disposede deux m�ethodes. Soit on applique la formule de d�e�nition du ux, ce qui



Induction 269demande de calculer le champ magn�etique cr�e�e par le �l, soit on utilise leth�eor�eme de Stokes (circulation-rotationnel), mais il faut dans ce cas calculerle potentiel vecteur associ�e �a la distribution de courant |le �l.Dans le cas pr�esent, la m�ethode la plus simple consiste �a calculer le potentielvecteur et �a int�egrer ensuite ce dernier sur le contour ferm�e que constitue lecadre : � = ZZS �!B � d�!S= ZZS �!rot�!A � d�!S= Icadre�!A � �!dl .On cherche donc le vecteur �!A tel que�!B = �!rot�!A .Simplement formul�e de la sorte, il va être di�cile de trouver le potentiel vecteur,aussi va-t-on utiliser des arguments de sym�etrie pour restreindre le domaine derecherche.Consid�erons le syst�eme des coordonn�ees cylindriques, l'axe �etant celui du �l.Laissant pour le moment le cadre de côt�e, puisqu'il ne contribue pas au champque l'on veut calculer, on se retrouve avec une con�guration qui pr�esente unesym�etrie de r�evolution autour de l'axe du �l ; on cherche alors un potentiel ned�ependant pas de la variable angulaire �. De même, le �l �etant in�ni, on a uneinvariance par translation suivant l'axe du �l ce qui nous conduit �a chercher unpotentiel ne d�ependant pas non plus de l'altitude z. Finalement�!A = �!A (r).De plus le vecteur �!A est un vecteur (( normal )) puisque �!B est lui un pseudo-vecteur (i.e. qui change de signe quand l'on change la convention d'orientationde l'espace). De ce fait, le potentiel vecteur aura en un point une direction per-pendiculaire �a un plan d'antisym�etrie pour la distribution de courant passantpar ce point. Soit alors un point M quelconque de l'espace, le plan passantpar M et perpendiculaire au �l est plan d'antisym�etrie pour la distributionde courant, le vecteur �!A est donc en M suivant z. �A l'issue de toutes cesconsid�erations, on cherche le potentiel vecteur sous la forme�!A = A(r)~ez .Contrairement au champ magn�etique, le potentiel vecteur poss�ede la mêmesym�etrie que les courants. Appliquant alors le rotationnel en coordonn�ees cy-lindriques on obtient �!B = �!rot�!A = dAdr ~e�.On peut calculer ind�ependamment le champ magn�etique en appliquant le th�eo-r�eme d'Amp�ere avec pour contour un cercle de rayon r. On remarque donc



270 Chapitre 4qu'il est ais�e et rapide d'obtenir le champ en tout point, mais c'est l'int�egrationde celui-ci sur la surface du cadre qui est un peu fastidieuse et rend au �nalcette m�ethode plus longue ; elle reste n�eanmoins un bon exercice calculatoire.On a alors B(r) = dAdr = �0i2�rsoit �nalement �!A = �0i2� ln� rr0�~ez .Dans cette expression r0 est une constante arbitraire.On oriente alors le cadre avec un sens de parcours ABCD, et l'on obtient :� = IABCD �0i2� ln� rr0�~ez � �!dl= �0i2�  Z BA ln� rr0� dl � Z DC ln� rr0� dl!= �0ia2� ln�rBrC� ;o�u les distances rB et rC sont d�e�nies sur la �gure suivante
cadre�l O0 �a=2O l a=2rB rC

Toujours en se reportant �a la �gure, on peut exprimer rB et rC en fonctiondes donn�ees de l'�enonc�er2B = �l � a cos �2 �2 +�a sin �2 �2r2C = �l + a cos �2 �2 +�a sin �2 �2 :Finalement, le ux envoy�e par le �l in�ni dans le cadre a pour expression :� = �0ai4� ln l2 + a2=4� al cos �l2 + a2=4 + al cos � .2. Comme l'inductance mutuelle est d�e�nie au moyen de la formule� =Mi;



Induction 271on obtient bien M = �0a4� ln l2 + a2=4� al cos �l2 + a2=4 + al cos � .3. Le cadre �etant mis en mouvement dans un champ magn�etique, une force�electromotrice induite va apparâ�tre. Celle-ci peut s'exprimer �a partir du ux,au moyen de e = �d�dt .Puisque la vitesse angulaire est constante, on a, �a un d�ephasage constant pr�es,� = !tsoit en reportant dans l'expression du 1.e = ��0ai4� !� la sin �l2 + a2=4� al cos � � �la sin �l2 + a2=4 + al cos ��ce qui donnee = ��0i4� l!a2 sin �� 1l2 + a2=4� al cos � + 1l2 + a2=4 + al cos �� .


