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Chapitre 5

Mécanique des fluides

5.1 Rappels de cours

5.1.1 Description de ’état fluide
Approximation des milieux continus, notion de particule fluide

Le terme de « fluide » qualifie usuellement 1’état liquide ou gazeux de la
matiere. A 1'état liquide, la distance moyenne entre molécules est de ’ordre
de grandeur des dimensions moléculaires, alors que dans un gaz, les distances
intermoléculaires sont grandes devant les dimensions moléculaires.

On appelle particule fluide, ou élément de fluide, un ensemble de molé-
cules petit & 1’échelle macroscopique mais grand a 1’échelle microscopique. Les
dimensions d’une particule fluide doivent étre grandes devant la distance inter-
moléculaire, ainsi que devant le libre parcours moyen (c’est-a-dire la distance
moyenne parcourue par une molécule entre deux collisions successives). En
définissant des moyennes sur une particule fluide, on peut oublier le caractére
discontinu de la matiere de la méme maniere que lorsqu’on regarde une image
avec suffisamment de recul, 1’ceil n’est plus sensible au détail des pixels qui la
composent. Ainsi, la vitesse d’un élément de fluide définie comme la vitesse
du centre de masse des molécules qu’il contient, est une fonction continue de
I’espace et du temps. Il en va de méme pour la masse volumique. La particule
fluide est la brique élémentaire de la description du fluide en tant que milieu
continu.

Cette description de la matiére & une échelle intermédiaire se révele la plu-
part du temps satisfaisante. Toutefois, ’approximation des milieux continus
doit étre remise en cause dans certains cas; par exemple si ’on s’intéresse a des
phénomenes ondulatoires de longueur d’onde suffisamment petite pour devenir
inférieure a la taille d’'un élément de fluide. Ces cas extrémes ne seront pas
abordés ici.
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Forces dans un fluide au repos

Considérons un volume V de fluide délimité par une surface S, de normale
rentrante 7i.. Chaque élément de surface dS subit de la part du reste du fluide
une force

dF = Pit,dS = PdgS,

ou P est la pression du liquide au point considéré. Dans un fluide en équilibre, la
pression est indépendante de la direction de la surface sur laquelle elle s’exerce
(c’est-a-dire du vecteur unitaire 7, ).

La pression est la somme de deux contributions. Tout d’abord, les chocs
de molécules avec une paroi (fictive ou réelle) sont responsables de la partie
cinétique P, de la pression. Par ailleurs, dans un fluide réel, les molécules in-
teragissent a distance. Sauf dans le cas de fluides tres denses, ces forces sont
attractives et varient comme 1/r7. Il en résulte un deuxieme terme dans I’action
exercée sur une paroi, appelé pression moléculaire:

P=P.+ P, avec P, <O0.

Unités de pression : 'unité U.S.I. de pression est le Pascal (symbole Pa).
Un Pascal correspond & une force de 1 Newton exercée sur une surface de
1m?:1Pa=1kg m~! s72 On définit aussi le bar (1 bar = 10° Pa) et
Patmosphére (1 atm = 101325 Pa). Par ailleurs, on introduit le millimétre
de mercure (symbole chimique du mercure: Hg): 1 mm Hg = 133.22 Pa. On
appelle pression normale une pression de 1 bar.

Forces dans un fluide en mouvement

Pour un fluide au repos dans un référentiel galiléen, d? est normale a
I’élément de surface. Dans un fluide en mouvement, la force élémentaire peut
avoir des composantes tangentielles dites forces de viscosité. Suite aux chocs
incessants qu’elles subissent, les molécules d’un fluide sont soumises & un mou-
vement erratique (mouvement brownien). Ainsi, les molécules constituant une
particule fluide donnée changent au cours du temps. Dans le cas ou la vitesse
du fluide n’est pas uniforme, cet échange de molécules entre particules fluides
peut induire un transfert de quantité de mouvement, c’est-a-dire une force. Les
forces de viscosité s’annulent lorsque la vitesse du fluide est uniforme. En par-
ticulier, elles n’interviennent pas & I’équilibre. Les phénomenes de viscosité ne
seront pas traités dans ce recueil. Nous nous limiterons au cas ou les forces de
contact se réduisent aux forces de pression. Le modele obtenu en négligeant les
forces de viscosité est le modele du fluide parfait, appelé aussi fluide inviscide.

5.1.2 Statique des fluides
Les forces volumiques de pression

La résultante des forces de pression s’exercant sur un volume V délimité par
une surface § de normale sortante 7 s’écrit :

R, :ﬁp(—ﬁ) ds.
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On peut montrer que 'intégrale de surface se transforme en intégrale de vo-

lume:
ﬁp = —/// grad P d®v.
\Z

Ainsi, un élément de fluide de volume Jv subit une force de pression

df;, = —grad P év.

Equilibre d’un fluide

Soit, f_; le champ de forces extérieures s’exercant par unité de volume sur
un fluide au repos dans un référentiel galiléen. L’équilibre du fluide se traduit

par la relation locale
f_; — graa)P = ?

Cas particulier d’un fluide incompressible dans le champ de pesan-
teur

Soit i, un vecteur unitaire de ’axe des z, pris dans le sens de la verticale
ascendante. On a

fo = —pgis,

ol p est la masse volumique du fluide. La condition d’équilibre devient

—
grad P = —pg i, |

La relation précédente s’integre pour donner
P(z) = —pgz+ P(z =0).

Par conséquent, la différence de pression entre deux points A et B d’un fluide
incompressible ne dépend que de la différence d’altitude :

Py, —P,=pg(zs—25)-

Si Py croit de AP, P, subit la méme variation. Ce résultat est connu sous le
nom de théoréme de PASCAL: un fluide incompressible transmet intégralement
les différences de pression.

Exemple: au niveau de la mer, la pression est généralement voisine d’une
atmospheére. A quelle profondeur h la pression ressentie par un plongeur est-
elle égale 4 2 atm? Prenons g = 9.8 m s~ 2 et p = 10° kg m ™2 (masse volumique
de I’eau). On cherche & avoir pgh =1 atm = 101 325 Pa, d’ot A = 10.3 m. Il
est donc important pour les plongeurs sous-marins de respecter les paliers de
décompression.
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Le théoréme d’Archimeéde

Considérons un corps totalement immergé dans un systeme de fluides en
équilibre dans le champ de pesanteur. Le systeme des forces de pression agissant
sur le solide est équivalent & une force unique, verticale, dirigée de bas en haut,
égale en module au poids des fluides déplacés. Cette force est appliquée au
centre d’inertie du systéme de fluides déplacés, appelé centre de poussée.

Limite de validité : lorsqu’on remplace le corps par le ou les fluides dans
lequel il est immergé, il faut que le systeme de fluides soit en équilibre (voir
exercice 5.2.4).

Exemple: un corps homogene flotte & la surface de I’eau. On mesure que
20% de son volume est immergé. On peut en déduire que sa masse volumique
est b fois plus faible que celle de I'eau.

Remarque : lorsqu’un glacon est mis dans un verre d’eau, le niveau d’eau
monte et le glagon flotte car la masse volumique de la glace est inférieure a
celle de ’eau. La masse d’eau déplacée est égale a la masse du glagon, de sorte
que lorsque le glacon fond, le niveau d’eau dans le verre reste inchangé. Cela
signifie que la fonte d’un iceberg ne fait pas varier le niveau de la mer. Par
conséquent, les seules glaces susceptibles de faire augmenter le niveau de la
mer (suite au réchauffement de ’atmosphére) sont les masses présentes sur
terre, par exemple les glaciers. ..

5.1.3 Cinématique des fluides
Les points de vue de Lagrange et d’Euler

La description du fluide en mouvement peut se faire de deux facons équi-
valentes. On peut choisir de suivre les particules fluides dans leur mouvement
(point de vue de LAGRANGE) ou on peut faire un cliché & un instant donné du
champ de vitesse de toutes les particules fluides (point de vue d’EULER).

e Dans le premier cas, la position d'une particule fluide P est repérée par
le vecteur 7, (t). Les variables de LAGRANGE sont le temps ¢ et la position
de P a un instant de référence t,: 7p(t,).

e Dans le second cas, au lieu de suivre les particules fluides dans leur mou-
vement, on se place en un point fixe P du référentiel d’étude. P est repéré
par le vecteur 7 et la vitesse de la particule fluide qui se trouve en P a
linstant t est ¥(,t). Les variables d’EULER sont 7, position du point
d’observation et le temps t. Ces variables sont indépendantes.

La dérivée particulaire

Soit G(7,t) une grandeur attachée & une particule fluide (par exemple sa
masse volumique, sa vitesse, la concentration locale d’un colorant...). Entre ¢
et t + dt, la variation de G pour une méme particule est :

oG

DG = G(7(t + dt), t + dt) — G(F(t),t) = [E

+ (ﬁ-g,‘r—augl) G] dt + o (dt)
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. DG e o e
au premier ordre en dt. On note Dr la dérivée particulaire ou dérivée en
suivant le mouvement

DG _ 3G
Dt~ Ot

+(6-gr71)(}.

Le premier terme du membre de droite désigne la dérivée « usuelle » par rap-
port au temps, & position fixée, d’'une fonction G(,t). L’opérateur (¥ - grad)
s’applique aussi bien a des grandeurs scalaires que vectorielles. En coordonnées

cartésiennes:
7 - grad G—v%+v%+v%
& T oxr o Yoy 0z’

Dans le cas particulier ol G désigne la vitesse d’une particule fluide, on peut
montrer que

Dy _ 90 (. gad )
bt~ ol \"'®
v  — [v?
= 8—1;F+grad (%)—17A1r_()1);17.

L’équivalence de ces deux expressions de ’accélération d’une particule fluide
est utile pour traiter certains problémes de dynamique (relation fondamentale,
bilan des forces. ..).

Conservation de la masse et interprétation de ’opérateur divergence

Soit p(7,t) la masse volumique du fluide. La conservation de la masse se
traduit localement par 1’équation dite de continuité:

0 o
a-}—dlv (p7) =0},

qui peut se réécrire

Dp

— + pdivd = 0.

Dt *

La particule fluide de masse volumique p renferme une quantité de masse dm
dans un volume dv = dm/p. Si p varie au cours du mouvement, c’est que le
volume dv varie (dm est par construction constant, méme si la particule fluide
n’est pas toujours consituée des mémes molécules, cf. partie 5.1.1). Ainsi,

1Dp_ 1 D)
p Dt v Dt ’

divd =

La divergence du vecteur vitesse ¥(7,t) est donc le taux d’accroissement du
volume de la particule fluide située en 7 & l'instant t. Si cette divergence est
positive, le volume en question croit, si elle est négative, le volume se contracte.
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Définitions relatives au fluide en mouvement

Trajectoire : la trajectoire est le lieu des points occupés par une particule
fluide donnée au cours du temps. Cette notion se rattache au point de
vue de LAGRANGE. La trajectoire peut étre visualisée par I'injection d’une
goutte de colorant (de ’encre par exemple) dont on suit le mouvement.

Ligne de courant : les lignes de courant sont, & un instant donné, tan-
gentes en tout point au vecteur vitesse. Cette notion se rattache au point
de vue d’EULER.

Remarque: les deux notions précédentes sont bien distinctes (cf. exer-
cice 5.2.3) mais pour des écoulements permanents, les lignes de courant
coincident avec les trajectoires.

Différents types d’écoulements

Fluides incompressibles / écoulements incompressibles: un fluide
est dit incompressible si sa masse volumique est fixée et ne dépend pas
de la pression. D’apres I’équation de conservation de la masse:

p=Cte = dive = 0.
Par ailleurs,
D
divi =0 <~ D_Z =0.

Un tel écoulement, pour lequel la masse volumique d’une particule fluide
est une constante du mouvement, est qualifié d’incompressible. Dans ce
cas, p peut varier avec la position (les différentes particules fluides peuvent
avoir des masses volumiques différentes).

En regle générale, les liquides peuvent en premiere approximation étre
considérés comme incompressibles et les écoulements gazeux peuvent étre
assimilés & des écoulements incompressibles dans la mesure ou la vitesse
S L .

¥ est partout négligeable devant la vitesse du son.

Ecoulements irrotationnels: ces derniers vérifient
—
otd=10.

Si le domaine de I’écoulement est dénué de « trous » (simplement connexe),
alors il existe une fonction ® appelée potentiel des vitesses, vérifiant

i = grad ®.

Ecoulements incompressibles et irrotationnels : dans ce cas et sous
réserve que le domaine de 1’écoulement soit simplement connexe, le poten-
tiel des vitesses vérifie la méme équation que le potentiel électrostatique
dans une région vide de charge

—
AP =divgrad® =0 (équation de LAPLACE).

Cette analogie avec ’électrostatique permet de simplifier la résolution de
certains probléemes. ..
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5.1.4 Dynamique des fluides parfaits
Equation d’Euler

.
Soit f, la densité volumique de forces extérieures agissant sur un fluide
parfait, compressible ou non. L’équation du mouvement d’une particule fluide
s
s’écrit :

Dy

th :f;—gradP,

et avec les relations énoncées dans la partie 5.1.3,

p{% +(a.gm)a}=ﬁ,_gr—’w

= } 2 ;
p{% + grad (%)—ﬁAﬁ%ﬁ}:fv—gradP.
7

Les deux équations précédentes sont les formes usuelles de I’équation d’EULER.

ou encore

Conditions aux limites

Pour pouvoir déduire le champ de vitesse de ’équation différentielle d’EuU-
LER, il faut préciser comment se comporte ¢ au voisinage des parois. La condi-
tion d’imperméabilité de ces dernieres donne:

—

-, S5 o
Vfluide * T = Uparoi ' T

ou 7 est un vecteur normal a la paroi, celle-ci se déplagant & la vitesse ¥Upgroi-
Pour mémoire, mentionnons que dans le cas d’un fluide visqueux, les conditions
aux limites sont plus contraignantes:

gﬁuide = 77paroi-
Le cas du fluide incompressible dans le champ de pesanteur : la rela-
tion de Bernouilli

Dans ce cas, les forces volumiques extérieures se réduisent a
o

fo=pg.

En se placant en régime permanent et en supposant p constante, l'intégration
de I’équation d’EULER suivant une ligne de courant £ conduit a:

1)2

P
5 + ; + gz = C*(L) relation de BERNOUILLI.

Cette constante est caractéristique de la ligne de courant considérée, et va-
rie d’une ligne & 'autre. Si 'on suppose en outre 1’écoulement irrotationnel
(tot 7 =0)
v2
p5 +P+pgz=C",

C O U R S
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ou la constante est cette fois la méme pour tous les points du fluide.

La relation de BERNOUILLI est formellement identique au premier principe
de la thermodynamique : elle traduit la conservation de I’énergie mécanique des
particules fluides le long d’une ligne de courant (un élément de fluide de volume
dv a une masse dm = pdv, et donc une énergie cinétique (pv?/2)dv et une énergie
potentielle de pesanteur pgzdv ; ainsi, pv?/2 est la densité volumique d’énergie
cinétique et pgz est la densité volumique d’énergie potentielle de pesanteur).
Pour une généralisation & des régimes dépendant du temps, on pourra consulter
le probleme 5.3.1 (partie I).

Exemple d’application: I'effet VENTURI. Considérons le tube de VEN-
TURI représenté sur la figure 5.1.

A B
r— -
=
T UB

F1G. 5.1 - Tube de VENTURI

L’aire de la section droite est S4 en A et Sp en B (S4 > Sp). En régime
permanent, la conservation du débit impose v4aSa = vgSgs, d'oll v > va4.
Par ailleurs, la relation de BERNOUILLI s’écrit, pour A et B de méme altitude
appartenant & une méme ligne de courant:

2 2
v v
PA+p7A =Pg +p73.

On en déduit Pp < Pa : les régions de grande vitesse sont les régions de basse
pression, et réciproquement. Ce phénomene est appelé effet VENTURI.

5.2 Exercices
5.2.1 1l était un petit navire...
Durée 1 min

Un soldat de plomb est embarqué sur un bateau qui flotte dans une bai-
gnoire. Le soldat tombe & I’eau. Le niveau d’eau monte-t-il ou baisse-t-il dans
la baignoire?

Solution

Considérons le bateau seul. Lorsque le soldat est mis & bord, il déplace un
volume d’eau correspondant & sa masse (théoreme d’ARCHIMEDE). Comme la
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masse volumique du plomb est supérieure & celle de 1’eau, le soldat déplace un
volume d’eau supérieur a son volume. Lorsque le soldat est mis dans 1’eau, il
déplace un volume d’eau égal a son volume. Par conséquent, le niveau d’eau
descend dans la baignoire quand le soldat tombe a ’eau.

5.2.2 En voiture...
Durée 10 min

Le passager d’une voiture tient, & ’aide d’une ficelle, un ballon gonflé avec
de 'hélium. La voiture prend un virage. Le ballon a-t-il tendance & partir vers
I'intérieur ou vers l'extérieur du virage?

Solution

Nous supposerons que le fluide ambiant (I’air) est au repos par rapport a
la voiture (cette situation peut étre réalisée en roulant vitres fermées, et en
prenant un virage de courbure constante, par exemple sur une piste circulaire).
Dans le référentiel non galiléen de la voiture, le ballon est soumis & quatre
forces:

— son poids,

— la tension de la ficelle,

la force d’inertie centrifuge,

— la résultante des forces de pression sur la surface.

Le théoréme d’ ARCHIMEDE se généralise & la situation qui nous intéresse. Si I’on
remplace le ballon par un volume V d’air, la résultante des forces de pression
s’exercant sur V est la méme que celle s’exercant sur le ballon. Comme le volume
V est supposé a 1’équilibre, la somme de cette force et de la force d’inertie
centrifuge est nulle. Cela signifie que la résultante des forces de pression sur
le ballon est centripéte, et de module supérieur a la force d’inertie centrifuge
ressentie par le ballon (en effet, la masse volumique de ’air est supérieure &
celle de I'hélium et la force d’inertie centrifuge est proportionnelle & la masse
volumique). Par conséquent, la ficelle s’inclinera vers l'intérieur du virage et la
tension du fil devra équilibrer une force globale centripete.

5.2.3 Différence entre ligne de courant et trajectoire

D’aprés une épreuve de I’Université Paris VI
Durée 10 min

On consideére I’écoulement plan défini en variables eulériennes par le vecteur
de composantes

u=—-wy -+t

EXERCICES
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V= Wwe.

Cet écoulement est-il stationnaire? Apres avoir donné la définition des lignes de
courant & l'instant t,, déterminer ces lignes a l'instant ¢, = 0 pour 1’écoulement
défini ci-dessus. Quelle est la trajectoire de la particule fluide se trouvant au
point O de coordonnées (0,0) & Iinstant ¢ =07

Solution

Puisque du/0t = v # 0, I’écoulement n’est pas stationnaire. Les lignes de
courant & l'instant ¢, sont les lignes de champ du champ des vitesses a I’instant
t,: elles sont partout tangentes au vecteur vitesse. Elles sont données par la

relation N
dind= 0,

c’est-a-dire:
dr dy dz
vy vy Uy
Dans le cas présent :
wzdr = (—wy + vt,) dy.

A Dinstant t, = 0,on a

zdr+ydy =0 <~ d(x2+y2)=0.

Les lignes de courant sont des cercles de centre O. ‘

Pour trouver 1’équation de la trajectoire de la particule se trouvant en O a
t, = 0, il faut résoudre le systéme:

dzx

v, A —wy + 7t
% = wz,

avec la condition initiale 2(0) = 0 = y(0). En dérivant une fois par rapport au
temps, il vient

d’z 9

a T
d2

dTg + wly = wnt.

La solution de chacune de ces équations s’exprime comme la somme de la
solution du probléme sans second membre et d’une solution particuliere :

z(t) = Acos(wt) + Bsin(wt) + %
yt

y(t) = A’ cos(wt) + B’ sin(wt) + —
w
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Par ailleurs,

d_:L‘ (t
dt

et £(0) = 0 impose A = —y/w?. De méme, A’ = 0 et B' = —y/w?. Paramétrée
par le temps ¢, la trajectoire cherchée a pour équation :

z(t) = %[l—cos(wt)]
y(t) = %[wt—sin(wt)]'

1l s’agit de la composition d’un mouvement de translation a la vitesse

i —{ 0
0 v/w,

et d’un mouvement de rotation (fréquence w/(27), rayon v/w?). Comme 1’écou-
lement n’est pas stationnaire, les lignes de courant different des trajectoires.

Remarque: pour v = 0, ’écoulement devient stationnaire. L’équation pa-
ramétrique de la trajectoire d'une particule quelconque est :

z(t) = Acos(wt) + Bsin(wt)
{ y(t) = A'cos(wt) + B'sin(wt).
Dans ce cas,
dy
dt
Ainsi, les trajectoires sont des cercles de centre O et coincident avec les lignes
de courant.

=wxr =—=> B =A e A =-B.

5.2.4 Quand le théoréme d’Archimede ne s’applique plus...

D’aprés une épreuve de I’Université de Paris VI
Durée 20 min

air, pression p,

verticale ascendante
Pa

EXERCICES
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Une demi-spheére de rayon a repose sur le fond d'un récipient rempli sur
une hauteur h > a d’un liquide de masse volumique p. Le fond du récipient
est percé d’une petite ouverture de sorte qu’a l'intérieur de la demi-sphere, la
pression est égale & la pression atmosphérique p,. Calculer la résultante des
forces exercées sur la demi-sphere par lair et le liquide.

Facultatif : déterminer les éléments de réduction au point O (voir la figure)
du torseur des efforts dus a 'air et au liquide agissant sur la demi-sphere.

Solution

11 peut étre tentant d’appliquer le théoréme d’ARCHIMEDE pour obtenir la
force qui s’exerce sur la demi-sphere. Ce serait une erreur. Il faut en effet vérifier
que lorsqu’on remplace le solide par le liquide dans lequel il est immergé, on
obtient un état d’équilibre pour le liquide. Ce n’est pas le cas ici puisque le
récipient est percé.

Pour calculer la résultante des forces, il faut sommer les forces de pression
sur chaque élément de surface de la demi-sphere. La masse volumique du liquide
est supposée constante. La variation de pression sur une hauteur dz obéit a la
loi fondamentale de I’hydrostatique

dp = —pgdz.

La pression qui réegne au sein du liquide est donc:

p(2) = pa + pg(h — 2).

Soit M un point de la demi-spheére, et 7 le vecteur normal défini par OM = afl.
Un élément de surface dS centré en M subit la force

. d?a = poi dS de air;
. d?l = —p(2)fidS de la part du liquide.

La somme de ces deux forces élémentaires a pour expression :
dF =dF, +dF; = pg(z — h) 7 dS.

La résultante des efforts de pression s’écrit donc:

?:// pg(z — h) 7 dS.
1/2 sphere

La somme des contributions de deux points situés symétriquement de part et
d’autre de 1’axe (O, Z) est portée par Z. Il en va de méme pour la force totale.

?:(?-Z)Z:// pg(z — h) cos0dS Z.
1/2 sphere

Décomposons l'intégrale précédente en somme sur des couronnes élémentaires
situées entre 6 et 6 + df (voir la figure jointe).
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Ces couronnes ont un rayon asinf, et une surface 2m(a sin ) adf. Ainsi,
w/2
F= / pg(z — h) cos§2ma®sin§ df 7.
0
On a en outre z = acosf, d’ou

w/2
F o= 27ra2pg/ (acosf — h) cosf sinfdd Z
0 —dcos 0

h
2ma’pg [2 — —] Z.

3 2
En définitive,

2
?:—%pg[ﬁ’)h—%ﬂé’,

qui est dans le sens de la verticale descendante.

Le moment en O de chaque force élémentaire est nul puisque 71 et O_J\/[> sont
colinéaires. Le torseur des efforts de pression est donc un glisseur de support
passant par O et de résultante F'.

Remarque : quand le théoréme d’ ARCHIMEDE ne s’applique plus. .. il peut
tout de méme étre utile. C’est le cas ici. Remarquons que la pression atmosphé-
rique p, ne contribue pas & F', dont I’expression serait inchangée si ’on prenait
pa = 0. La force qui s’exerce sur la demi-sphére creuse est donc la méme que
celle qui s’exerce sur une demi spheére pleine S, avec p, = 0. Nous pouvons
imaginer des situations ot cette force se calcule facilement. Par exemple, consi-
dérons le cas o S est totalement immergée, dans un récipient non percé. La
résultante totale des efforts de pression, %, est la somme

e des forces de pression sur la partie supérieure de S, c’est-a-dire ? puisque
la pression au sein du liquide ne dépend pas de la nature du solide im-
mergé

e de la contribution des forces de pression sur la face plane inférieure de S.
La partie plane se trouve immergée a une profondeur h, d’ou

ﬁ:?-ﬁ- \wgfpghi.

surface de la partie plane
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Le théoréme d’ARCHIMEDE permet par ailleurs d’écrire :

Ty (2ra?) o2
=p | 3ma’) 97,
W

volume de S

et ’on retrouve
2

F = %pg (2a — 3h) 2.

5.2.5 L’arrosage du jardin.

Durée 1 h

On s’intéresse dans cet exercice a la mise en rotation d’un tourniquet hy-
draulique permettant 1’arrosage d’un jardin. Le tourniquet est composé de deux
bras identiques de longueur [ reliés & une base fixe par une liaison que 'on sup-
posera ponctuelle et parfaite (figure 5.2). Dans tout 1’exercice, on négligera les
frottements de I’air lors de la rotation des bras.

On utilisera le référentiel R, supposé galiléen, et le repére associé (O, €;, &,
€.). Dans ce référentiel R, la position des bras est repérée par 'angle 6 par
rapport a la direction Z. On sera également amené & introduire le référentiel
R' 1ié aux bras du tourniquet, et le repére associé (O, €;', €;', €27).

Le tourniquet peut étre mis en rotation par le passage dans les bras de
I’eau, que 'on assimilera & un fluide parfait et incompressible. On note @, et
Up les vitesses d’éjection de I’eau dans R’ au niveau des extrémités A et B des
bras, D, et Dy les débits massiques d’éjection en A et B et a 'angle d’éjection
par rapport & la normale aux bras (figure 5.2). La section de sortie de 1’eau est
prise égale & s en A et B.

On note enfin I le moment d’inertie du tourniquet rempli d’eau par rapport
alaxe (0, 2).

1. Montrer que ||@s|| = ||Z4]|- On notera u cette vitesse commune. En dé-
duire Dy = D,. On appelera D cette valeur du débit.

2. Appliquer le théoreme du moment cinétique au tourniquet dans R et en
déduire une équation différentielle pour 8 en fonction de D, I, u et des
données géométriques.

3. Exprimer I’évolution de la vitesse angulaire w = 6 du tourniquet en fonc-
tion de I, u, s, I, p et des données géométriques avec la condition initiale
8 = 0 a t = 0. Représenter cette évolution en fonction du temps.

4. Appliquer le théoréme du moment cinétique dans le référentiel R' lié aux
bras du tourniquet et retrouver ’équation de la question 2.
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F1G. 5.2 - Description du tourniquet.
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Solution

1. Le fluide étant supposé parfait et incompressible, on peut lui appliquer
le théoreme de BERNOUILLI dans le référentiel R galiléen, le long d’une ligne
de courant bien choisie. De fagon naturelle, on peut choisir comme ligne de
courant la ligne allant soit du point O au point A, soit du point O au point B.
Le long de chacune des deux lignes de courant, on a:

1 2 1 2
§pvo +Ppo = Eva + Da
1 2
= §po + Ps

ou ||T,]| (resp. ||Us]|) est la vitesse d’éjection du fluide en A (resp. B) dans R.
Or, ps = pext = ps d’apres la position des deux points A et B. Ceci permet de
conclure que ||U5|| = ||T.]]-

La loi de composition des vitesses entre les référentiels R et R’ fournit les
relations:

F1G. 5.3 - Notations utilisées.

Par conséquent :

L L, o1
Uy, = U,+10e
— — N 1!
U = s —10ey.

L’égalité des normes des vitesses dans le référentiel R, déduite de la relation
de BERNOUILLI, permet alors d’écrire:

(Ta)? +2000,.6, = (i) — 20 5s.6; .
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Par hypothese (voir la figure 5.2), on a

en vertu de quoi
i =u=r}

A Dextrémité A des bras, le débit massique du fluide est D, = psu,,
tandis que le débit massique en B est Dy = psup. D’aprés ce qui précede,

Up = U = Uy, d’ou
D,=D=0,)

2. Le tourniquet est un systéme ouvert (il recoit et éjecte une certaine
quantité d’eau). Pour appliquer les théorémes généraux de la mécanique, on
doit se ramener & un systeme fermé (S) pour lequel le théoréeme du moment
cinétique, exprimé en un point C' dans R, s’écrit :

di (fg (C, R)) = /ﬁemt(c)a
t R

= . . —
ou L s(C,R) est le moment cinétique en C' du systéme (S) dans R, et Mz (C)
est le moment en C des forces extérieures & (S). Le systeme fermé le plus
simple que 1’on puisse envisager est I’ensemble (S) = {tourniquet & eau éjectée
pendant dt}, auquel on appliquera le théoréme du moment cinétique sous la
forme de la variation de moment cinétique durant dt.

On peut choisir différents points d’application du théoréeme. Cependant, le
point O est le plus commode. En effet, le sytéme (S) est soumis & son poids
ainsi qu’a la réaction de la base sur le tourniquet au point O. Or,

e O est le centre d’inertie du tourniquet, ce qui signifie que Mp,igs(0) = 0

e la liaison en O entre le tourniquet et la base est supposée parfaite. Cela
signifie qu’il y a pivotement sans frottements, ce qui se traduit par

— —
Mpase—s tourniquet(o) =0.

Le théoréeme du moment cinétique, appliqué au point O dans R galiléen, pour
le systeme (S) fermé, s’écrit donc:

— A —
dL 8(07 R) = Mpoids (O) dt + Mbase—) tourniquet (0) dt = 6)

Ainsi, le moment cinétique en O pour le systéme (S) se conserve.
La variation de moment cinétique du systéme (S) considéré pendant dt a
pour expression :
— — —
dL 5(0, R) = d[L bras(O> R) +dL fluide (O, R)
d(162.) + (DA(ﬁ NG+ DyOB A UB> dt,
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car pour les bras, le mouvement est une rotation a la vitesse angulaire 6 autour
de l'axe (O, €, ) fixe dans R. Nous avons précisé a la question 1. la relation
entre les vitesses du fluide dans les référentiels R et R':
N1
Ta = U, +10€
Y
Uy = 1Up— b€
Ces deux expressions permettent d’écrire la variation du moment cinétique sous
la forme:

df)s(O,R) = (Ié—k 21D [l0 —ucosa]) dte..

De la conservation du moment cinétique se déduit 1’équation différentielle ré-
gissant ’évolution de la vitesse angulaire du tourniquet :

I6 + 2D [lé—ucosa] =0\

3. Le débit massique D du fluide a pour expression D = psu, et 1’équation
différentielle précédente s’écrit aussi:

do 2PPpsu  2lpsu’cosa

dt 7 T ’

avec w = 6. On peut alors poser :

_ I
Tz 212 psu
w, = U C(l)S Q

ol T est homogene a un temps et w, a une pulsation, ce qui permet de réécrire
I’équation précédente sous la forme :

dv w Wo

— 4+ — i
dt T T
La résolution de cette équation différentielle donne:
w = wy + Aexp(—t/7),

ou A est une constante d’intégration que ’on détermine par la condition initiale
é(t =0) = 0. En effet la vitesse angulaire de rotation est continue en t = 0
(sinon, cela conduirait & des moments de force « infinis » & ¢ = 0, ce qui
n’est pas physiquement acceptable). On peut aussi s’en convaincre de la fagon
suivante : intégrons ’équation différentielle précédente entre les instants 0 et ¢,

ou € est une quantité infinitésimale positive :

€ e _
0 = /d;dt-i-/ 0=w 4y
0 0 T

= w(e) ~w(0) +[6(e) — 6(0) - ewr ]

e—0 e—0

o
a0 =
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car angle 6 est continu & linstant ¢ = 0. Ceci permet de conclure que:
w(t =0%) =w(t =0) qui prouve la continuité de la vitesse angulaire de ro-
tation en t = 0.

En définitive, la condition initiale impose A = —w,, soit:

‘w = w, [1 — exp(—t/7)] ‘

Apres une durée de quelques 7, la vitesse de rotation atteint une valeur limite
constante w,, indépendante du moment d’inertie du tourniquet (I n’influe que
sur le temps de montée 7).

O T t
Fic. 5.4 - Evolution temporelle de la vitesse angulaire du tourniquet

4. Le référentiel R', lié au tourniquet, est en rotation par rapport & R,
et n’est donc pas galiléen. L’application du théoreme du moment cinétique
implique de prendre en compte les moments des forces d’inertie. Comme a la
question 2., on va appliquer le théoréme du moment cinétique au systéme fermé
(8) au point O:

AL s(O,R)) = Mew(0)dt
= -/T/?poids (0) dt + -/T/l>base—> tourniquet (0) dt + -/T/?'inertie (O)dt

= Mont(0)dt + Mooy (0)dt

— . N N
(ﬂ Ment(O) est le moment au point O de la force d’inertie d’entrainement et
M or(O) est le moment au point O de la force d’inertie de CORIOLIS. Ces deux
moments se calculent en exprimant les forces d’entrainement et de CORIOLIS
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pour des éléments infinitésimaux du systéme:

[ —=
Meni(0) = / —dmOM A ﬁ/\(ﬁ/\@\_fﬁr%/\o_]\/}
tourniquet
[ —
tourniquet dt
Meor(0) = / —2dm OM A [ﬁ’ ANG(M, R’)]
tourniquet

olt gm est la masse d’un volume élémentaire du tourniquet rempli d’eau. Or, on
a O =6é. et OM = z'é;,’. De plus, le tourniquet est immobile dans R’ : seul
le mouvement du fluide contribue & la force d’inertie de CORIOLIS et & son mo-
ment. On peut donc écrire dm’ = pS(z')dz’ et ¥(M,R’) = Z</§El) ol on a posé
S(z') la section des bras du tourniquet au point M(z') et U (2') = U(2')e;’
la vitesse du fluide au point M par rapport au référentiel R'. Ceci permet de
simplifier les expressions des moments selon :

— ! . l . .
Ment(0) = /—x'zﬁe_;dm:— /—m'2dm fe, = —I6e;

- -1

A ——
=1

— ! :
Meor(0) = /—ZpS(a?')U(a:')()m'e';dm'.

-

Par ailleurs, ’écoulement de 1’eau a lieu en régime permanent : le débit dans les
bras du tourniquet se conserve, ce qui signifie que I’'on peut écrire pS(z')U(z') =
psu = D pour tout z' le long des bras. On arrive ainsi a:

1
/T/l)cm»(O) =2 (/ .r'd:c') D¢, = —212Déé..
1

Remarquons que dans le référentiel tournant R', le moment cinétique en O
pour le systeme (S) ne se conserve plus.

La variation de moment cinétique dans R' est uniquement due & 1’éjection
du fluide pour les extrémités A et B des bras du tourniquet :

dz)fluide (O,R")
- (D,0An, +DBO‘B)/\1ZB> dt

= —2lDudtcosaey,

dLs(O,R')

d’apres les résultats de la question 1.. En regroupant les différents termes, on
retrouve finalement 1’équation différentielle en € de la question 2. :

I6 + 2D [lé—ucosa] =0\
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5.3 Problemes

5.3.1 Clepsydre et stabilité d’un navire.

Université Paris VI
Durée 3 h.

Aucun document n’est autorisé, les « calculettes » sont interdites. Les pro-
blémes I et II sont chacun notés sur 10 points.

PROBLEME I

Un réservoir cylindrique vertical de grande section alimente une canalisation
cylindrique horizontale, de section intérieure faible et uniforme.

La canalisation horizontale est de grande longueur [. Elle est fermée, & son
extrémité x = [, par une vanne V. La hauteur d’eau dans le réservoir au dessus
de la conduite est h. On ouvre compléetement la vanne & ¢ = 0. On admet que,
pendant la durée du régime transitoire dans la conduite, h ne varie pratique-
ment pas. L’écoulement de ’eau dans la conduite est supposé unidimensionnel
(vitesse uniforme v(z,t) €, sur chaque section droite). L’eau sera assimilée &
un fluide parfait, homogene et incompressible, de masse volumique p.

On admettra que ’équation d’EULER peut se mettre sous la forme:

ov | <§>+(?/\ﬁ)/\ﬁ:—?(%+gz). (5.1)

ot

(0] T

F1G. 5.5 - Schéma du réservoir et de la canalisation

1. Soient deux points A et B d’une ligne de courant C & un instant ¢ donné.
Multiplier scalairqment I’équation (1) par un petit déplacement &l le long
de C et intégrer. Etablir que:

B

1 1 v
ps () + 5pv% +pgzy =, (8) + v’ + pgz, — p/ 225l (5.2)
2 2 Asur C Ot

-
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2. Que dire de la vitesse de ’eau le long de la conduite, & un instant donné?
Etablir I’expression de la pression p de ’eau a l'instant ¢, sur une section
droite d’abscisse z, en fonction de la pression atmosphérique p, et de p,
l, z et dv/dt dans la conduite.

3. On fera 'approximation que l'on est en régime stationnaire dans tout le
réservoir. Justifier brievement cette approximation et établir ’équation
différentielle vérifiée par v(t). La résoudre en posant :

Voo :tl_ig:lov(t), et T =2l [Veo.

4. Le régime permanent atteint, on ferme rapidement la vanne V' & partir
de linstant ¢ = 0; la vitesse de 1’écoulement en x = [ variant selon la

loi:
/ t
= Vo 1—-— )
v(t)=w ( T)

ou T est la durée de fermeture. Déterminer la pression p(m,tl) dans la
conduite pour 0 < ¢t < T'. Déterminer en quel point et & quel instant cette
pression est maximale.

Les questions 3. et 4. sont indépendantes.

PROBLEME II

On considére un navire dont la coque tres allongée a une section triangulaire.
On se propose d’étudier le probleme de la stabilité de cette coque par rapport
au roulis dans un plan perpendiculaire a ’axe du navire.

La coque est constituée de deux plaques minces homogenes de largeur QB =
QA formant un diedre droit, et de masse volumique uniforme. Ces plaques sont
les seules parties pesantes du navire dont la masse totale par unité de longueur
est M. La profondeur de la coque est @QH = h. La masse volumique de ’eau
est p.

Le vent exerce un couple sous 'effet duquel le navire penche vers la gauche
d’un angle a = (¢, Q H) mesuré autour de Z. On pose 8 = w/4+a. On considere
que le pont AB est toujours hors de ’eau. La partie immergée du bateau a pour
section droite le triangle CQD. On prend pour origine le point O situé au niveau
de la surface de ’eau & la verticale de (). L’eau est au repos. Une coupe du
navire dans son plan de symétrie est représentée sur la figure 5.6.

1. Exprimer CQ et D@ en fonction de y,, et de I'angle 3 ot y, = ¥+ @

2. Calculer de deux manieres différentes la résultante des efforts extérieurs
sur le navire.

3. En déduire:
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4. Calculer les coordonnées du centre de gravité G du navire dans le repére
z0y.

5. Calculer les coordonnées du centre de poussée P du navire dans le repere
z0y.

6. A quelle condition la somme de la pesanteur et de la poussée d’ARCHI-
MEDE tend-elle & redresser le navire? Comment s’exprime cette condition
lorsque a — 07

Y
X
«a
H £
A
Y 0 T
C D
Q

Fia. 5.6 - Coupe du navire

Solution du probléme I

I.1. Une ligne de courant est par définition une ligne en tout point tangente
au champ de vitesse. Elle ne correspond en général pas au trajet suivi par
une particule fluide au cours du temps. On peut toutefois montrer qu’il y a
coincidence en régime permanent. En intégrant la relation (5.1) le long d’un
chemin quelconque allant d’un point A & un point B, on obtient :

/Ba—f-ﬁjL/AB [?<§>+(?/\m/\ﬁ+?<§+gz>] 3l =0

A O

soit,

/Ba_ﬁ.ﬁ+[f+§+gz]j+/j ((?mf)m’)-ﬁ:o.

4 Ot 2

ALY
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Si maintenant on impose au trajet A — B d’étre une ligne de courant C,
(VA i’? A U est orthogonal & la vitesse et donc au vecteur déplacement élémen-
taire 4l. Il s’ensuit que:

B

L 1 o7
Py (t) + 5pv;, + 92, =pA(t)+§pvi+png—p/ 5 o
AsurC Ot

qui généralise la relation de BERNOUILLI & un régime dépendant du temps.

1.2. Le fluide étant incompressible, le débit massique a travers la conduite
se conserve et ce, méme lors du régime transitoire. Comme la conduite est de
section constante, on en déduit que v(z,t) = v(t). On peut en donner une
preuve plus formelle mais équivalente : la relation de conservation de la masse
(ou relation de continuité) s’écrit :

op o
T + ?.(pv) = 0.

Comme p est constante, on a V.7 = 0 avec 7 = v(z,t) €. Dot dv/dz = 0.
Ainsi, la vitesse le long de la conduite ne dépend que du temps.

Considérons une ligne de courant joignant deux points de la conduite A et
B. On peut écrire, d’apres ce qui précede: p, =p, —p(z; —z,)dv/dt. Sil’on
prend A au niveau de la vanne ou régne une pression p,, on a

do(t)

p(a:,t):p0+p(l—m) dt

I.3. Prenons une ligne de courant allant d’un point C' de la surface libre
jusqu’au point D d’abscisse £ = 0 situé & ’entrée de la conduite (voir figure
5.7).

FiGc. 5.7 - Ligne de courant C — D
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On aura alors,

1 1 (dh\? b ow i
=0,t) + - pv? = htspl— ) - 57 ol
Pz =0,t)+ 5 pv” =p, +pg +2p(dt> ? ). B
Compte tenu de 'expression établie a la question précédente, il vient :

do(t) 1, 1 (dh\? /Daa
T _gh+2<dt) o ot al.

Nous allons montrer que ’on peut approximer cette égalité par I dv/dt+v? /2 =
gh. Supposons pour cela que les sections du réservoir et de la conduite soient
respectivement S et s avec s <« S. La conservation du débit impose S dh/dt =
sv d’olt dh/dt < v. On pourra donc négliger (dh/dt)? devant v?. De méme, on
a: d?h/dt> < dv/dt, ce qui permet de négliger [” 97 . 6] devant Idv/dt tant
que [ n’est pas trop petit (i.e. tant que l'on n’a pas | < h). L’approximation
du régime stationnaire dans le réservoir revient & négliger les variations de
hauteur d’eau ainsi que les variations de vitesse d’écoulement dans le réservoir.
On obtient alors I’équation différentielle vérifiée par v dans la conduite :
dv  v?
l 7 + 7 = gh.

Dans la limite ¢ — oo, la vitesse tend vers une constante vo, = v/2gh (régime

permanent). Il s’agit donc de résoudre:

d(oN_,_ (v
Tt Voo ) Voo )

qui est & variables séparées. Puisque

d
/% = argth z,

la vitesse a pour expression:

t
VU = Vs tanh — |.
T

I.4. Si la vanne est fermée, la pression en V n’est plus connue a priori et
ne peut plus servir de référence. On a toujours:
dv v
p(z,t) = plz=0,t) —pzr— = plz =0,t) + pz —.
dt T
La pression au point D peut se calculer comme & la question précédente en
considérant la ligne de courant C' — D. L’hypothése du régime stationnaire
dans le réservoir tient toujours. Elle permet d’écrire: p(z = 0,t) = p, + pgh —
pv?/2, d’ou

I\ 2
1 t v,
p(z,t) =p, +pgh = 5pvi (1 - T) +pT o5
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Calculons les dérivées partielles de la pression :

Op Voo

£ - =59
ox Pr >
dp 2pgh t

= — |1—-= 0.
ot T T~

La pression est maximale en x = [ a l'instant t =T.

Complément : la « relation fondamentale » régissant la dynamique d’une
particule fluide s’écrit :

p %1; = Z ? volumiques appliquées & la particule fluide,

ou D /Dt est un opérateur désignant la dérivée particulaire (ou convective ou
encore advective) : DG /Dt = 0G /0t + ﬁ.é(G), qui permet d’obtenir 1’évolu-
tion de la quantité G (scalaire ou vectorielle) tout en suivant le mouvement du
fluide dont la vitesse est ¥ (voir les rappels de cours). Cette « relation fonda-
mentale » est valable méme si le fluide est compressible. En particulier, le terme
de gauche s'écrit bien pD¥/Dt et non D(pt¢)/Dt comme pourrait le suggérer
une analogie trop rapide avec la mécanique du point. Le terme de droite fait
intervenir, outre des forces volumiques comme la pesanteur ou la pression, des
forces de viscosité ainsi que des forces liées & la compressibilité du liquide. Ici,
le flyide est_supposé incompressible et non visqueux, ce qui permet d’écrire
> F =—Vp+ pg. En tenant compte de

2
@)1=V (%) + (VY AD) AT,
on obtient la relation (5.1) donnée dans ’énoncé.

Solution du probleme 11

I1.1. Notons que y, = —OQ. Puisque 3 est I'angle que fait la verticale avec
la droite (QC'), on a simplement :

cosf3

Ya
sinf [

cQ = et DQ = —

I1.2. Recensons les efforts extérieurs agissant sur 'unité de longueur du
navire. I y a tout d’abord son poids M g. Il y a ensuite la poussée d’ARCHIMEDE
que 1’on peut calculer de deux manieres. Nous considérerons dans tout ce qui
suivra que la masse volumique de lair est négligeable devant celle de ’eau (p),
de telle sorte que la seule force de poussée provient de 1’eau.

Premiére méthode : application du théoréme d’ARCHIMEDE. Il s’applique
bien ici puisque si 'on remplace la section C D@ du navire par de 1’eau, on
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obtient un état d’équilibre pour le fluide. Le navire regoit du fluide porteur une
poussée dont l'intensité est égale au poids du volume d’eau déplacé et de sens
contraire. Par unité de longueur du bateau, le volume en question se réduit a
la surface du triangle rectangle C D@, et la force vaut:

2

1 Yo .
4 CQ-DQ = Psnag ¥
Deuzxiéme méthode : calcul direct en intégrant les forces élémentaires de
pression. Sur un élément de longueur dl de la coque, s’applique une force
pgydl normale & la paroi (la pression atmosphérique ne contribue pas car elle
est isotrope). La composante de cette force suivant (O, ) est pgydlsinf =
pgydysin 3/ cos (3 sur la partie (CQ) et p gy dy cos 3/ sin § sur la partie (DQ).
En projetant la force de poussée sur 'axe (O, ¥') (& 1’équilibre, la composante
de la force de poussée selon l'axe (O, %) est nulle), il vient :

Yo (dysinf8  dycosf) _ y?, S
/0 PIvY ( cos 3 + sin 3 ) - psinQﬂg'
Les deux méthodes sont bien entendu équivalentes mais la seconde est plus
générale car elle reste valable méme lorsque le théoréme d’ ARCHIMEDE ne s’ap-
plique plus (voir l'exercice 5.2.4).
La résultante ﬁ des efforts extérieurs est :

Pyl \ |
R = (M_singﬂ) g\

I1.3. On suppose que le centre de gravité du navire n’est soumis & aucune
accélération: la résultante des forces agissant sur le navire est nulle, ce qui
permet d’écrire:

2 2
Yo Yo _M
sin243 p
En d’autres termes le volume immergé reste constant : de tels mouvements sont
appelés isocarénes.

I1.4. Le centre de gravité G se trouve sur ’axe de symétrie (Q H) puisque
la coque est homogeéne. Considérons les points milieux de [QA] et [@B]. G se
trouve au milieu du segment formé par les deux points précédents (le barycentre
est associatif). Ces deux points sont distants de d ot d? = 2 (I/2)? (on a posé
Il = QA= (@B). Avec le théoréme de PYTHAGORE, il vient:

) AN AS , 12
w@+(3) =(5) © -5

soit encore: QG = l\/§/4. On aurait pu retrouver ce résultat en revenant a la
définition du centre de gravité et en écrivant :

A B 2
M@:/ Q_J\med—L+/ Q_J\)/.Imd—L:%l—(XJrY)
o ] o I T2
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dou QG = 1(X + ¥)/4.

Enfin, un vecteur unitaire de 'axe (QH) est —sina # + cosag. On a donc:

V2 V2
@ = T\/_ (cosay —sinaZ) ou (ﬁ:ng’+ T\/—(—sinaf+ cosay) |

I1.5. Le centre de poussée est par définition le centre de masse du fluide
déplacé. Il ne s’agit en général pas d’un point fixe du solide immergé. P est
donc le centre de gravité du triangle (C@QD) : il se trouve au point, de concours
des médianes. Soit Z le milieu du segment [CD]; on a QP = 2Q)Z/3, puis

Q7 = <@+Qﬁ) (—tanﬂ.r+ T 55')

tan 3
0P = _%Q [2gj’+ (tarllﬂ —tanﬁ) f] :

et

En conclusion :

0P = y—9g+— <tanﬁ—L> |

3 tan g3

I1.6. Remarquons pour commencer que la poussée d’ARCHIMEDE, qui s’op-
pose au poids d’apres la question I1.3., s’applique au centre de poussée P, alors
que le poids s’applique au centre de gravité G. Ces deux forces exercent un
couple qui peut redresser ou faire chavirer I’embarcation.

Considérons que le bateau penche « vers la gauche », comme sur la figure
5.8.

-7

:

P

FiG. 5.8 - Positions schématiques de P et G; convention d’orientation.

Pour que la somme de la pesanteur et des efforts de poussée d’ARCHIMEDE
tende a redresser le navire, il faut se trouver dans la situation de la figure ot le



Meécanique des fluides 301

moment des forces tend & induire une rotation « vers la droite ». Il faut donc
avoir P « & gauche de G ». En effet, le moment en O des forces exercées sur le
navire est :

M(O) = O? A ? + 0?/\ ?Archiméde = ﬁ/\ ?
P

La projection de ce moment sur la direction z doit étre, dans la situation de la
figure 5.8, négatif afin de redresser le navire, ce qui se traduit par

ﬁ-a’:‘>0

avec les conventions d’orientation de la figure 5.8. De fagon plus générale, o
étant positif suivant nos conventions d’orientation, la condition de stabilité
s’écrit :

signe (1@ - &) = signe (@) ou encore aPCG %> 0

avec

L W2 1 Yo
ﬁ-m = - sina + (m—tanﬂ) 3

Que devient cette expression lorsque a — 07 Effectuons des développements
limités au premier ordre en a des différentes quantités qui nous intéressent :

sina = a + O(a?)
cosf=v2/2(1—a) + O(a?)
sinf8 = v2/2(14a) + 0(a?)
tan B =1+ 2a + O(a?)
cotan 8 =1 — 2a + O(a?)

Yo = —VM/p + O(c?).

On en déduit la condition de stabilité des petits déplacements :

%>3\/§l
p 16 |

Si elle est satisfaite, le navire peut osciller autour de sa position d’équilibre
a = 0 et ne pas chavirer. A p et [ fixés, le bateau est d’autant plus stable qu’il
est lourd. Bien entendu, s’il est trop lourd, il coule! La condition de flottaison

s’écrit Y
/2
|yQ| < 77

soit encore, puisque 1’on s’intéresse & la position d’équilibre oo = 0:

M
|M_ V2l
p 2

PROBLEMES



-

PROBLEMES

302 Chapitre 5

Complément : les problemes de stabilité de bateaux se formalisent en in-
troduisant la notion de métacentre. Par définition, le métacentre M est l'inter-
section de la verticale passant par le centre de poussée P et de I’axe de symétrie
passant par G (voir la figure 5.9).

4

F1G. 5.9 - Position du métacentre M.

Définissons une mesure algébrique sur (O,%): XY = XV 7. Une condi-
tion nécessaire et suffisante pour que 1’équilibre soit stable est que M soit
au dessus de G (GM > 0). On peut montrer que PM est toujours positif. Or
GM = GP + PM. Ainsi, une condition suffisante de stabilité de I’équilibre est :
P au dessus de G (GP > 0). Cette derniére condition est assez intuitive mais
relativement restrictive. En effet, dans I’exercice que nous venons de traiter :

2 V2
_yQ — T COS &,

GP=GP-j=—;

et pour les petits déplacements:

GP>0 — 1/% > 3T\/§l.

Nous pouvons conclure que pour

3v21 M 3vV2
3v2l _ < 32
16 p 8

le navire est stable mais le centre de poussée P est en dessous du barycentre

G.
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5.3.2 Ondes acoustiques dans un gaz

Université Joseph FOURIER, Grenoble
Durée: 2 h

On considéere un gaz contenu dans un tuyau de symétrie axiale mais de
section variable S(z). Le gaz a une densité de masse locale p, une pression
p et un champ de vitesse locale @. On supposera que ces trois grandeurs ne
sont dépendantes que de la coordonnée z et du temps t et que le champ de
vitesse est principalement dans la direction de ’axe Oz : @ ~ u(z,t) €, (voir la
figure 5.10).

Fic. 5.10 - Coupe du tuyau

1. Equation de continuité

a) Expliquer pourquoi les deux hypothéses précédentes sont fausses prés
de la paroi du tuyau.

b) Par un raisonnement direct, il est proposé d’établir I’équation de conti-
nuité exprimant la conservation de la masse sous la forme:

Op 4 19(Spu) _

il = 0. 1
ot S Oz (1)
Pour ce faire, il est demandé de procéder comme suit. Considérer une
couche de masse dm comprise entre x et x + dz. Exprimer en fonction
de p la variation de cette masse pendant dt.

Calculer le flux de masse entrant et celui sortant de la couche pendant
dt.

Postulant la conservation de la masse, déduire I’équation de continuité
(1).

c) Retrouver I’équation (1) en utilisant ’équation de continuité générale
établie dans le cours, & savoir:

dp

— + div (pu) = 0. 2

0+ div (pil) )
Pour cela, on se servira du théoreme de la divergence appliqué & une
couche d’épaisseur dz, en tenant compte du fait que la composante du
champ de vitesse normale & la paroi s’annule sur cette paroi.
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d) Conformément & la remarque de la question 1.a), montrer que I’équa-
tion (1) n’est effectivement compatible avec ’équation (2) que si I'on
tient compte d’une petite contribution transverse du champ de vitesse.

2. Dynamique du gaz

a) Montrer que I’équation d’EULER établie dans le cours (relation fon-
damentale de la mécanique pour un fluide inviscide) se réduit a:

ou n u@u 4 op 0
Pot TP Tox
ou la force de gravitation a été négligée. Expliquer ce que représente
I’ensemble des deux premiers termes et le troisieme terme de cette
équation.

b) On suppose que le gaz est homogene et stationnaire & 1’équilibre et que
le mouvement décrit par u correspond & une petite perturbation. Ainsi
on pose p = p,+dp et p = p,+Ip, ot p, et p, sont les valeurs d’équilibre
constantes, avec op < p, et dp K p,. Ecrire I’approximation linéarisée
des équations de continuité et d’EULER portant sur dp, u, dp.

On suppose que la compression suit une loi de type adiabatique, &
savoir que p est proportionnel & p?. Ecrire alors I’équation d’EULER en
fonction de u et dp.

¢) Montrer que la perturbation de densité évolue selon ’équation :

T G20 [200]

o2 Soz|” oz

ot Cs désigne la vitesse du son (C2 = vp,/p,)-

Montrer que la vitesse est gouvernée par une équation légerement dif-
férente:

ot2 S Oz

0%u 5 0 [10(Su)]
b 1)

3. Ondes dans un pavillon exponentiel

a) On considére un pavillon tel que S(z) = S,e**. Une vibration de pul-
sation w est imposée & ’entrée du pavillon et 'on cherche donc les
solutions de 1’équation de la vitesse sous la forme complexe:

i(z,t) = ¢(z)e L.
Montrer que la fonction complexe ¢ est solution de ’équation différen-
tielle linéaire du second ordre:

d*¢ dp — w?
L Y
" T o
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b) Quelles sont les solutions du probléme dans le cas d'un tuyau cylin-
drique, c’est-a-dire @ = 0? On note k, = w/C;,. Que représente k, 7

¢) Dans le cas d’un tuyau exponentiel (a # 0), discuter de la nature des
solutions et montrer notamment que les ondes sonores ne se propagent
que pour w > (aCy)/2.
Montrer que les ondes ont une amplitude décroissant exponentiellement
avec z et calculer le nouveau nombre d’onde k en fonction de kg et a.
Donner l'expression générale de u(z,t) et ’expression de 1'onde pro-
gressive.

d) Ecrire la relation de dispersion sous la forme d’une équation reliant w?
et k2.
Quelle est 'expression de la vitesse de phase v, en fonction de Cfs, w
et a?
Calculer la vitesse de groupe v, = dw/dk et vérifier que vyv, = C2.

e) Calculer la densité d’énergie cinétique moyenne: E, = £p, (u?).
Comment varie alors SE.? Commenter.

Solution

1.a) 1l est légitime de supposer que la forme de la vitesse loin des parois
du tuyau est de la forme @ ~ wu(z,t)€,. Cependant, le tuyau étant immobile
dans le référentiel d’étude, la vitesse du fluide normale & la paroi du tuyau doit
étre nulle. Pres de la paroi, @ n’est donc plus paralléle & €., afin de satisfaire la,
condition aux limites précédente. La composante transverse de la vitesse dépend
alors fortement de la distance r & ’axe de symétrie du tuyau, puisqu’elle n’entre
en jeu que dans une zone proche de la paroi du tuyau.

L’apparition de cette composante transverse de la vitesse implique égale-
ment que les champs de pression, de densité de masse et de vitesse dépendent
de z, t et r pres de la paroi.

Cependant, on peut estimer que les approximations faites dans le probléme
vis-a-vis de la dépendance des champs sont correctes, a partir du moment ou
I'on pourra négliger les effets de bords diis & la paroi, ce qui signifie que la
section du tube est grande devant la zone proche de la paroi ol les hypotheses
de départ sont manifestement fausses.

Remarque: deux types de conditions aux limites peuvent étre envisagés.
Dans le cas d’un fluide visqueux, la vitesse s’annule au fur et & mesure que
I'on se rapproche d’une paroi immobile. Dans un référentiel ou la paroi est en
mouvement, cette condition se traduit par:

N o
Vfluide = Uparoi-

Dans la situation idéale d’un fluide non visqueux, c’est la composante normale
a la paroi qui s’annule au voisinage de celle-ci:

—

Vfluide * ™ = Uparoi * 1,

’
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ou 77 est un vecteur normal & la paroi au point considéré. Cette condition traduit
I'imperméabilité de la paroi au fluide. C’est cette condition qui a été adoptée
ici, avec Uparei = 0, conformément 3 I’hypotheése de viscosité nulle qui sera faite
par la suite. Bien entendu, la viscosité d’un écoulement n’est jamais strictement
nulle, mais elle peut étre suffisamment petite pour que ses effets ne jouent que
dans une couche limite confinée au voisinage immédiat de la paroi.

1.b) Soit une tranche ém de fluide analogue a celle de la figure de ’énoncé.
La variation de la masse du fluide contenue dans cette tranche est:

d(om) _ d
o = g 5@ oz p(z,t)]
On en déduit :
d(ém) dp
@ @G

Le flux de masse entrant dans la couche par unité de temps est, par définition :

| @entrant = S() pla, 1) (@, 1) - € = S(a) pla, 1) u(a,1) |

puisque la normale & la tranche de fluide est colinéaire & €,. De méme, le flux
de masse sortant par unité de temps est :

‘ Dyortant = S(z + 0z) p(z + dz,t) u(z + dz,1t) ‘

La variation de la masse de fluide contenue dans la tranche d’épaisseur dx
s’écrit de maniere générale sous la forme:

d(ém)
dt

= ®entrant — Psortant-

Dans le probléme qui nous intéresse, ’égalité précédente se traduit par:

dp

S(z)ox 5

S(z)p(z, t)u(z,t) — [S(m)p(x, tu(z,t)+
0

%(S(x)p(x, t)u(z, t))ém]

pour la tranche de fluide infinitésimale considérée. On obtient ainsi 1’équation
(1) recherchée:

9p | 10(Spu) _
o S oz

1.c) Etablissons tout d’abord I’équation de continuité (2) proposée : soit un
volume (V) de fluide entouré par une surface fermée (S). Pour ce volume de
fluide, la conservation de la masse s’écrit sous la forme :

& = alllr= Il
- = = pdr = —dr
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- - ﬁ FidS = — ﬂ p@.iidS
() ()

avec la normale 4 la surface (S) orientée vers 'extérieur, 7 = pu étant le vecteur
densité de courant de masse. En appliquant le théoréme d’OSTROGRADSKY (ou
de la divergence), on arrive a:

///V) [_+dw( )] dr =0

ce qui conduit, la démonstration précédente étant valable pour tout volume (V)
de fluide, & I’équation de continuité (2):

op o
5t + div (p@) = 0.

Dans le cas de la tranche de fluide comprise entre z et x + dx, ’application
de I’équation de continuité conduit &:

ap
—dr + / / / div (pa)dr
///tranche dx ot tranche dz )

En appliquant le théoreme de la divergence, on arrive, apres intégration sur la
tranche de fluide, &:

9 [p(z,t)S (z)dz) +ﬂ pi.dS = 0.

En développant cette derniére intégrale, on retrouve bien I’équation (1) puisque:
— la normale & la surface est —e., pour le plan z
— la normale & la surface est +¢, pour le plan = + dz

— d’apres les conditions aux limites dont nous avons parlé & la question
1.a), la vitesse normale & la paroi est nulle, donc % - dS est nul pour les
surfaces confondues avec la paroi.

1.d) Comme nous 'avons vu a la question précédente, les deux équations
(1) et (2) ne sont compatibles qu’en supposant que la vitesse posséde une
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composante transverse a proximité de la paroi: c’est I’hypothese utilisée lors
de lintégration, & la question 1.c), sur la tranche de fluide, et qui implique
I'orthogonalité de la vitesse et de la normale & la paroi. Cependant, cette com-
posante n’apparait pas dans le bilan final, car on effectue un bilan « global »
sur une tranche de fluide.

Si ’on ne tient pas compte de l’existence de cette composante transverse
on a alors 4 = u €. L’équation de continuité

% +div (pd) =0
devient : 3 5
p  Opu
—— + 45— =0.
ot + Ox
Elle n’est compatible avec la relation (1) que si
0S
2 _0
oz ’

qui est le seul cas ou I’hypotheése @& = u €, est compatible avec les conditions
aux limites.

2.a) La forme générale de I’équation d’EULER pour un fluide inviscide est :

o [M (ﬁ.?)ﬁ] - _Vp+ F

E-i—

ol ? est la résultante des forces volumiques extérieures appliquées au fluide.
Dans le probleme, on néglige toutes les forces extérieures. De plus, tous les
champs considérés ne dépendent que de z et de ¢, et on a fait 'hypothese
@ ~ u(z,t) €,. Ceci conduit a la relation souhaitée :

ou Ou Op

Les deux premiers termes de cette équation représentent la dérivée particu-
laire pdu/dt = pDu/Dt d’un élément de fluide dr (dérivée en suivant I’élément
de fluide). Ils caractérisent ’évolution de 1’élément de fluide dr au cours du
temps, le terme udu/0t représentant la dérivée convective (ou particulaire) qui
traduit le déplacement, par ’ensemble du fluide, de 1’élément de fluide au cours
du temps.

Le troisiéme terme représente quant a lui la résultante des forces de pression
s’exercant sur ’élément de fluide.

2.b) On s’intéresse désormais aux petits mouvements du fluide autour de
I’équilibre. En remplagant les expressions de p et de p dans l’équation de conti-
nuité, on arrive, en se limitant aux termes linéaires en 4, dp et dp, a:

a(p) | Py
ot TS

| ®

(Su)=0

Q

T
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car, & I’équilibre, dp, /0z = 0.
Pour ’équation d’EULER, un développement analogue conduit &:

du  d(dp)

pOE Oz =0

puisqu’a ’équilibre, dp,/0z = 0.
Si on fait de plus I’hypothése d’une compression adiabatique du fluide, on
peut écrire la relation :

P _ P
Py
Calculons la différentielle logarithmique de 1’expression précédente :
dp dp
— =7
p p
ce qui conduit, pour de petites perturbations autour de I’équilibre, &:
Po

On arrive alors & une nouvelle forme de 1’équation d’EULER :

B
ou L+ 2P o(dp) _

ot = p? Ox

2.c) En dérivant I'équation de continuité obtenue & la question précédente
par rapport au temps, on obtient :

02(4 8
6(t2” ) 12 9 gy —o.

S 0z0t
0? 9 [.0u 0 Yp, O
- - | = _ IFo ¥ 5
720t 5 = 5g [Sﬁt] oz [S< P2 75 p))]
en utilisant la forme de 1’équation d’EULER de la question précédente. Posons
C? = vp,/p,, quantité homogene au carré d’une vitesse; il vient alors:

(3p) _C2 8 [58<5P)] — ol

ot2 'S ox ox

Or,

En appliquant la méme méthode a 1’équation d’EULER, on arrive a:

2
P 0100 5] g

ot p: 0x | SOz

ce qui conduit a I’équation pour la vitesse:

0%u o2 0 [lB(Su)] _

otz *9z S Oz
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On obtient une équation de propagation pour la petite perturbation autour
de I’équilibre ; comme nous allons le voir dans la suite, c’est cette équation qui
régit la propagation des ondes sonores dans le fluide.

3.a) On considére un pavillon exponentiel, décrit par S(z) = S,e**. On
peut chercher des solutions de I’équation de la vitesse sous la forme complexe
puisque les équations du probléme sont linéaires, en posant u(z,t) = Re(i).
En remplagant les expressions de S et de @ dans ’équation de la vitesse de la
question 2.c), nous pouvons écrire:

_w2¢_03 d [e—azi (eaz¢):| =0,

dz dz
soit
d?¢ dp w?
— — 4+ —=¢=0|
d? T T C? ¢

3.b) Dans le cas d’un tuyau cylindrique, & = 0 puisque la section est
constante. Les solutions de ’équation différentielle sont de la forme :

(]5(27) — ¢+eikom + ¢_e—ik0z

ol ¢, et ¢_ sont deux constantes réelles déterminées par les conditions aux
limites. Les solutions du probléme se mettent sous la forme

‘u(m,t) = u, cos(wt — k,x) ‘

car on ne s’intéresse qu’a des ondes progressives selon = > 0. k, représente le
vecteur d’onde des ondes sonores planes progressives se propageant dans le gaz
considéré.

3.c) L’équation caractéristique associée & la relation obtenue a la question

3.a) est:
2

2 w- _

Suivant le signe de son discriminant, trois cas se présentent :

e siw < (aCy)/2,1a solution générale de I’équation différentielle s’écrit sous
la forme:

B(z) = 6,7 + 6,7

ou r, et r, sont les deux racines réelles de 1’équation caractéristique.
Dans ce cas, il n’y a pas de phénomenes propagatifs dans le pavillon,
puisque la solution générale de 1’équation de la vitesse est une onde sta-
tionnaire. En effet, dans une équation du second degré écrite sous la forme
X2 - SX + P =0, S représente la somme des racines et P leur produit.
Ici, les deux racines r; et r, sont de méme signe puisque leur produit est
positif et ce signe est négatif puisque leur somme est égale & —a. L’onde
est exponentiellement amortie.
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o si w = (aCy)/2, la solution de ’équation de la vitesse est également une
onde stationnaire. Il n’y a donc pas de propagation dans le tuyau.

e si w > (aCy)/2, 'équation caractéristique présente deux racines com-

plexes
T, = (—a +iy/4w?/C2 — a2) /2.
Ceci conduit & des solutions propagatives de forme générale:
i = (¢ eikz + d’ e—ikz) e—az/2 e~ iwt
" _ .

On peut constater que les ondes sonores se propageant dans le pavillon
ont une amplitude proportionnelle & e~®*/2_ leur amplitude décroit donc
exponentiellement avec x (o > 0 d’apres la configuration choisie). Le
nouveau nombre d’onde k s’exprime sous la forme:

o 2

L’expression générale de u(z,t) est:

u(z,t) = [¢, cos(wt — kz) + ¢_ cos(wt + kz)] e~2/2|.

Pour le probléme qui nous intéresse, recherchons une solution sous la
forme d’une onde progressive se propageant selon les > 0:

u(z,t) = u, cos(wt — kx)e™ /2|

Puisque les ondes ne peuvent se propager que pour w > (aCs)/2, nous tenons
une explication de I’effet « DONALD DUCK » : les porte-voix qui sont utilisés lors
des manifestations peuvent étre considérés comme étant constitués de pavillons
exponentiels, et le son qui est émis est tres nasillard puisqu’il est privé de ses
composantes de basse fréquence!

3.d) La relation de dispersion reliant k et w s’obtient & partir de la solution
précédente, grace a l'expression de k:

o 2

En utilisant la définition de k,, on obtient 1’équation de dispersion sous la
forme:

w2 a2

2—___
k % 4

Par définition de la vitesse de phase, on a v, = w/k. On en déduit :

2wC
dw? — a2C?2 i

vy =
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De méme, la vitesse de groupe est définie par vy = dw/dk. En différentiant
membre & membre la relation de dispersion, il vient

1
2kdk = 0—822wdw

c’est-a-dire:

— 2
vy = C; |.

Il s’ensuit que:

C
Vg = i\/élwz —a2C2|

3.e) D’apres la question 3.c), l’expression de onde progressive est :

u(z,t) = u, cos(wt — kx)e /2.

En moyennant sur le temps, on arrive & 'expression de 1’énergie cinétique
moyenne :

2
T

On constate que la quantité SEc est indépendante de x. Ceci n’a rien de sur-
prenant mais traduit la conservation de ’énergie dans le pavillon.

5.3.3 Etude d’une persienne

Voir la partie IT du probléme 6.3.3



