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Chapitre 6M�ecanique du solide6.1 Rappels de cours6.1.1 Cin�ematique du solide.D�e�nition du solide.Un solide est un corps qui ne peut subir aucune d�eformation. Les di��erentspoints d'un solide restent ainsi �a des distances �xes les uns des autres.La position d'un tel corps est compl�etement d�etermin�ee par la connaissancede six variables, appel�ees degr�es de libert�e. Ce sont par exemple les trois co-ordonn�ees de son centre de gravit�e et trois angles rep�erant son orientation (cf.probl�eme 6.3.2).Torseur cin�ematique, vitesse instantan�ee de rotation.Les vitesses de deux points M et P d'un même solide, en mouvement parrapport �a un r�ef�erentiel R, sont li�ees par la relation vectorielle~v(M) = ~v(P ) +��!MP ^ �!
 ;o�u �!
 est un vecteur, appel�e vitesse instantan�ee de rotation du solide, qui ned�epend que du temps.Cette relation entre les vitesses des di��erents points d'un solide permet ded�e�nir le torseur cin�ematique, ou torseur des vitesses, que nous noterons (V ) :(V ) = ( �!
~v(M):Dans le cas particulier de la rotation autour d'un axe �xe de directeur ~k (zsur la �gure suivante), le vecteur �!
 prend une valeur simple en fonction de lavitesse angulaire de rotation autour de l'axe (d�=dt) :
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�!
 = d�dt ~k: �x x0 yy0

z; z0

En pratique, le mouvement de rotation du solide est d�ecompos�e en une suc-cession de rotations par rapport �a des axes connus, de directeurs ~ki et auxquelssont associ�ees les vitesses angulaires d�i=dt ; dans ces conditions on obtientcomme vecteur vitesse instantan�ee de rotation du solide S�!
 (S=R) =Xi �d�idt �~ki:Dans le cas du passage d'un r�ef�erentiel R �a un r�ef�erentiel R0, la vitesse instan-tan�ee de rotation de S se transforme comme suit :�!
 (S=R0) = �!
 (S=R) +�!
 (R=R0):Exemple : consid�erons un disque de centre O et de rayon R en rotation �a lavitesse angulaire ! autour d'un axe perpendiculaire au disque passant par O.Les d�enominations des axes �etant choisies comme sur la �gure pr�ec�edente, lavitesse instantan�ee de rotation s'�ecrit �!
 = !~k. Soit maintenant M le pointde la circonf�erence tel que ��!OM = R~x 0. La vitesse du point O �etant nulle,l'application du torseur des vitesses entre M et O donne~v(M) = �!
 ^ ��!OM = R! ~y 0:On retrouve qu'un point de la circonf�erence est anim�e d'une vitesse de moduleR!.Cin�ematique du contact, vitesse de glissementSoient S et S 0 deux solides et R0, R et R0 trois r�ef�erentiels dont le premierest �xe, li�e �a l'observateur et les deux suivants sont eux li�es respectivement �aS et S 0 (�gure 6.1).
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R0R S S 0

IR0IRR0 IFig. 6.1 - Glissement entre deux solides.On appelle vitesse de glissement ~u de S 0 par rapport �a S la vitesse du pointde contact I li�e �a S 0, mesur�ee dans le r�ef�erentiel li�e �a S :~u(S 0=S) = ~v(IR0=R):De la formule de composition des vitesses, on obtient~v(IR0=R0) = ~v(IR0=R) + ~v(IR=R0);soit pour la vitesse de glissement l'expression �equivalente :~u(S 0=S) = ~v(IR0=R0)� ~v(IR=R0):Si ~u 6= ~0, on dit qu'il y a glissement des deux solides l'un par rapport �a l'autreet le vecteur ~u appartient alors au plan (�) tangent en I et commun aux deuxsolides (�gure 6.2).
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Fig. 6.2 - Roulement et pivotement de deux solides.



316 Chapitre 6D�ecomposons le mouvement de rotation suivant les notations de la �gure6.2 �!
 (S 0=S) = �!
 n +�!
 t:�!
 n, la composante normale au plan (�) du vecteur �!
 est associ�ee �a un mouve-ment de pivotement, alors que la composante tangentielle �!
 t est, elle, associ�eeau roulement.Exemple : l'expression de la vitesse de glissement entre deux solides permetde retrouver rapidement les relations entre les vitesses angulaires de deuxengrenages. On consid�ere les deux engrenages C et C0 de la �gure suivante :y xzC C 0
Leurs vecteurs rotation instantan�ee respectifs sont !~z et !0~z. Soit I lepoint de contact. La relation de non glissement entre les engrenages impliqueque ~v(I 2 C) = ~v(I 2 C0), ce qui se traduit, compte tenu du calcul d�ej�ae�ectu�e au paragraphe pr�ec�edent, par : R! ~y = R0!0 (�~y). Les engrenagestournent bien en sens oppos�es, le plus petit e�ectuant la rotation �a la plusgrande des vitesses angulaires.6.1.2 Cin�etique du solide.Centre de gravit�e, r�ef�erentiel barycentrique.Dans le cas d'un ensemble discret de masses : (mi; Ai), le centre de gravit�eest d�e�ni au moyen de la formule�!OG = Xi mi��!OAiXi mi ;o�u O est un point arbitraire. Cette d�e�nition se g�en�eralise �a une distributioncontinue de masse �!OG = ZM2S ��!OM dmZS dm :



M�ecanique du solide 317Pour une distribution volumique, l'�el�ement de masse contenu dans un �el�ementde volume d� autour d'un point M de S est dm = �(M) d� , o�u � est la massevolumique du solide.Exemple : on cherche �a calculer la position du centre de gravit�e d'un disquehomog�ene (de centre O, de rayon R et de masse surfacique �), perc�e d'untrou circulaire de rayon R=2 dont le centre O0 est �a la distance R=2 de O. Lecalcul direct est fastidieux, alors que la propri�et�e d'associativit�e du barycentredonne le r�esultat plus simplement. Le syst�eme est identique �a la somme dedeux sous syst�emes : un disque plein de rayon R et de masse m1 = ��R2 etun disque de rayon R=2 et de masse m2 = ���R2=4 (l'�equivalence est bienentendu math�ematique, une masse ne pouvant être n�egative). Le centre degravit�e de l'ensemble est le centre de gravit�e des barycentres partiels a�ect�esde la masse totale de leurs sous-ensembles, �a savoir (O;m1) et (O0;m2). Ainsi,pour tout point A, m1�!AO +m2��!AO0 = (m1 +m2)�!AG:On peut choisir A = O, d'o�u : �!OG = ���!OO0=3.On d�e�nit le r�ef�erentiel barycentrique RG comme le r�ef�erentiel d'origine Gdont les axes sont parall�eles �a ceux de R0 (r�ef�erentiel de l'observateur ou dulaboratoire) ; ce r�ef�erentiel n'est donc pas li�e au solide, ses axes ne tournant pasavec ce dernier.Torseur cin�etique, th�eor�eme de K�nig.Soit un solide S de masse volumique � et un r�ef�erentiel R. On d�e�nit letorseur cin�etique de S dans R par(C) = 8>><>>: �!P (S=R) = ZM2S ~v(M=R)� d�~�A(S=R) = ZM2S ��!AM ^ ~v(M=R)� d�;o�u la r�esultante �!P est la quantit�e de mouvement de S dans R et ~�A le momentcin�etique en A de S dans R.En utilisant la d�e�nition du centre de gravit�e G, on montre que�!P (S=R) = m~v(G=R):Il s'ensuit que la quantit�e de mouvement du solide S dans son r�ef�erentiel ba-rycentrique est nulle.De la relation de d�e�nition des torseurs, on d�eduit que~�A(S=R) = ~�G(S=R) +�!AG ^�!P (S=R):La relation de composition des vitesses entre R et RG qui est en translationpar rapport �a R nous donne~v(M=R) = ~v(M=RG) + ~v(Mli�e �a RG=R)= ~v(M=RG) + ~v(G=R):



318 Chapitre 6Finalement on trouve ainsi que~�G(S=R) = ~�G(S=RG);qui lorsqu'on utilise la relation des torseurs donne le th�eor�eme de K�nig dumoment cin�etique ~�A(S=R) = ~�G(S=RG) +�!AG ^ �!P (S=R):Rotation autour d'un axe �xe �.On d�e�nit le moment cin�etique �� de S par rapport �a l'axe � de vecteurdirecteur ~u par �� = ~�A � ~u;o�u A est un point de � ; �� est ind�ependant du choix de A.On d�e�nit de même le moment d'inertie de S par rapport �a l'axe � aumoyen de J� = ZS r2 dm;o�u r repr�esente la distance �a l'axe du point courant de S. Une fois le momentd'inertie ainsi d�e�ni, on trouve que le moment cin�etique par rapport �a � a pourexpression �� = J� !;! �etant la vitesse angulaire de rotation autour de �.Dans le cas o�u � est situ�e �a une distance a de G, le th�eor�eme de Huygenspermet d'�ecrire J� = JG +ma2;avec JG moment d'inertie de S par rapport �a l'axe �G parall�ele �a � et passantpar G (voir les probl�emes 6.3.1 et 6.3.2).Exemple : moment d'inertie d'une sph�ere pleine homog�ene de rayon R etde masse m par rapport �a un de ses diam�etres �.J� = ZS (x2 + y2) dm = ZS (x2 + z2) dm = ZS (y2 + z2) dm:En sommant les trois expressions pr�ec�edentes, il vient3J� = 2ZS (x2 + y2 + z2)dm = 2ZS r2 dm;o�u r est la variable radiale des coordonn�ees sph�eriques (cf. chapitre 10). Soit� la masse volumique de la sph�ere (� = 3m=(4�R3))J� = 23 �ZS r2 dv = 23 �Z R0 r2 4�r2 dr = 25 mR2:



M�ecanique du solide 3196.1.3 Actions agissant sur un solide.Soit un syst�eme m�ecanique � ; on distingue deux types d'e�orts s'exer�cantsur � : les e�orts ext�erieurs et les e�orts int�erieurs �a �.Un e�ort est dit int�erieur �a un syst�eme � s'il s'exerce entre deux �el�ementsde celui-ci.Torseur des e�orts.Soit l'ensemble (�!Fi ;Mi) des e�orts �!Fi exerc�es sur le syst�eme � consid�er�e etde leurs points d'application Mi. On d�e�nit le torseur (F ) des e�orts exerc�essur � par (F ) =8>>><>>>: �!R =Xi �!Fi�!�A =Xi ��!AMi ^�!Fi ;avec �!R la r�esultante des e�orts exerc�es sur � et �!�A le moment r�esultant en A.D'apr�es le principe, �enonc�e par la suite, des actions r�eciproques, le torseurdes e�orts int�erieurs est nul ; on ne consid�ere donc que les e�orts ext�erieurslors du calcul de (F ). Notons que la d�e�nition du torseur des e�orts peutse g�en�eraliser dans le cas de forces volumiques ou, fait plus rare, de couplesvolumiques |en magn�etisme par exemple.Parmi les forces et couples ext�erieurs, on distingue deux cat�egories : lesforces ou couples donn�es, dont la valeur ou l'expression est connue a priori (laforce de pesanteur, la force de rappel d'un ressort, le couple de torsion ou lecouple r�esistant) et les forces et couples de contact ou de liaison ; seule cettedeuxi�eme cat�egorie rajoute des inconnues au probl�eme m�ecanique �a r�esoudre.Actions de contact.
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Fig. 6.3 - E�ort et couple des actions de contact.



320 Chapitre 6Dans le cas d'une liaison ponctuelle, en I , entre deux solides S et S 0, lecontact engendre une action de S 0 sur S de torseur(Fc) = 8<: �!R�!�I :Remarquons que pour un contact rigoureusement ponctuel, le moment �!�I de-vrait être nul. Dans la pratique cependant, il y a un �ecrasement local des deuxsolides autorisant l'existence d'un moment.La mod�elisation garde donc une description en terme de contact ponctuel,tout en autorisant l'existence d'un moment.�!R et �!�I peuvent être d�ecompos�es en composante tangentielle (appartenantau plan tangent de contact (�), cf. �gure 6.3) et normale8<: �!R = �!N +�!T�!�I = �!�In +�!�It;la signi�cation de chacune des composantes �etant alors :{ �!N s'oppose �a la p�en�etration des deux solides ;{ �!T s'oppose au glissement des deux solides ;{ �!�In s'oppose au pivotement des deux solides ;{ �!�It s'oppose au roulement des deux solides.Lois empiriques du frottement : lois de Coulomb.{ Lois du frottement de glissement :en pr�esence de frottements, si le glissement entre les solides S et S 0 estnul (~u(S=S 0) = ~0), alors il existe entre les composantes normale et tan-gentielle de l'e�ort de contact la relationk�!T kk�!N k < fs;o�u fs est appel�e coe�cient de frottement de glissement statique. Si main-tenant les deux solides glissent l'un par rapport �a l'autre cela devient8>>><>>>: k�!T kk�!N k = fd�!T est oppos�e au glissement c'est-�a-dire �a ~u(S=S 0):fd se nomme coe�cient de frottement de glissement dynamique et v�eri�efd < fs.



M�ecanique du solide 321{ Lois du frottement de roulement et de pivotement :il existe des lois analogues pour �!�In (respectivement �!�It), en rempla-�cant k�!T k=k�!N k par k�!�Ink=k�!N k (resp. k�!�Itk=k�!N k) et en introduisantles coe�cient �s et �d (resp. �s et �d). La vitesse de glissement ~u estquant �a elle remplac�ee par la vitesse instantan�ee de pivotement (resp. deroulement) �!
 n (resp. �!
 t).6.1.4 Dynamique du solide.Torseur dynamique, principe de la dynamique.Soit un solide S de masse volumique � et un r�ef�erentiel R. On d�e�nit letorseur dynamique de S dans R par(D) =8>><>>: �!R� = ZM2S ~a(M=R)� d�~�A = ZM2S ��!AM ^ ~a(M=R)� d�;o�u ~a(M=R) est l'acc�el�eration du point M dans le r�ef�erentiel R. Le principe dela dynamique s'�enonce comme suit :dans un r�ef�erentiel R galil�een, et pour tout syst�eme mat�eriel ferm�e, le torseurdes e�orts ext�erieurs est �egal au torseur dynamique :(D) = (Fext.): (1)Principe des actions r�eciproques.
S S 0(FS!S0)

(FS0!S) (Fext.!S0)(Fext.!S)
Fig. 6.4 - Actions r�eciproques entre deux solides.Le principe de la dynamique appliqu�e dans le r�ef�erentiel R galil�een, succes-sivement aux syst�emes S, S 0 et (S + S 0) d�e�nis �gure 6.4 donne8><>: (DS) = (FS0!S) + (Fext.!S)(DS0) = (FS!S0) + (Fext.!S0)(DS+S0) = (Fext.!S) + (Fext.!S0):



322 Chapitre 6Comme de plus le torseur dynamique du syst�eme total est �egal �a la somme dutorseur dynamique de S et de celui de S 0 on aboutit au principe des actionsr�eciproques(FS!S0 ) = �(FS0!S) , 8<: �!R S!S0 = ��!R S0!S�!�A(S!S0) = ��!�A(S0!S):Th�eor�emes de la dynamique.L'�egalit�e (1) implique l'�egalit�e entre les r�esultantes des deux torseurs �a savoir�!R ext. = ZS �d~vdt d�= ddt �ZS �~v d�� = ddt�!P (S=R);d'o�u l'expression du th�eor�eme de la r�esultante dynamiquemd~v(G=R)dt = �!R ext.: (2)La deuxi�eme relation donn�ee par (1) est l'�egalit�e des moments des deuxtorseurs en un point �xe A de R~�A = �!�A ext.;ce qui peut se r�e�ecrire pour donner le th�eor�eme du moment cin�etique en unpoint �xe de R ddt~�A(S=R) = �!�A ext.: (3)Il est possible grâce au th�eor�eme de K�nig du moment cin�etique d'obtenir uneformule d�eriv�ee de (3) concernant le point G dans le r�ef�erentiel barycentriqueddt~�G(S=RG) = �!�G ext.: (4)Dans le cas important de la rotation par rapport �a un axe �xe � (dedirecteur ~u) de R, il vient par projection de (3) sur ~uddt��(S=R) = �� ext.; (5)o�u ��(S=R) = ~�A(S=R)� ~u et �� ext. = �!�A ext. � ~u. De même �a partir de (4) dansle cas d'un axe �G, passant par G et de direction �xe dans Rddt��G(S=RG) = ��G ext.:



M�ecanique du solide 3236.1.5 �Energie cin�etique, travail des actions m�ecaniques.�Energie cin�etique et th�eor�eme de K�nig.L'�energie cin�etique d'un solide S dans un r�ef�erentiel R est d�e�nie parEcin.(S=R) = ZM2S 12v2(M=R) dm:Le th�eor�eme de K�nig de l'�energie cin�etique permet de s�eparer deux contri-butions �a cette �energie, une de translation de G dans le r�ef�erentiel R et uneautre de rotation dans le r�ef�erentiel barycentrique :Ecin.(S=R) = 12mv2(G=R) +Ecin.(S=RG):Dans le cas particulier de la rotation par rapport �a un axe � �xe dans ler�ef�erentiel R0 consid�er�e (qui peut être RG) on obtientEcin.(S=R0) = 12J�!2;avec ! vitesse angulaire de rotation autour de �, et J� moment d'inertie parrapport �a �.Exemple : �energie cin�etique d'un cerceau circulaire de rayon R, qui roulesans glisser sur un plan. Le th�eor�eme de K�nig permet d'�ecrire Ecin. =(mv2 + J!2)=2, o�u m est la masse de la roue et J son moment d'inertie parrapport �a son axe. Tous les points de la roue �etant situ�es �a la distance R del'axe, l'int�egrale d�e�nissant J se calcule directement : J = mR2. La traductionde l'absence de glissement entre la roue et le sol permet quant �a elle d'�ecrirev = R! d'o�u l'�energie cin�etique totale de la roue : Ecin. = mv2.Th�eor�eme de l'�energie cin�etique.Soit un syst�eme �, soumis �a des e�orts �!Fi de points d'application Mi. Lapuissance des e�orts exerc�es sur � vautP =Xi �!Fi � ~v(Mi=R):Cette d�e�nition se g�en�eralise directement dans le cas d'une distribution conti-nue d'e�orts.Attention, les e�orts int�erieurs contribuent de fa�con non nulle �a cette puis-sance. Ils doivent donc être pris en compte au même titre que les e�orts ex-t�erieurs lors du bilan �energ�etique. Dans R galil�een le th�eor�eme de l'�energiecin�etique s'�enoncedEcin.(S=R)dt = Pext. + Pint. , dEcin.(S=R) = �Wext. + �Wint.;expression similaire au premier (( principe )) de la thermodynamique.



324 Chapitre 6Forces d�erivant d'une �energie potentielle ; �energie m�ecanique.Une force ~f d�erive d'une �energie potentielle s'il existe une fonction Epot.des coordonn�ees des points du syst�eme S telle que :~f = ���!gradEpot.;ce qui peut encore s'�ecrire �W~f = �dEpot.:Il est important de noter que le travail d'une force d�erivant d'une �energie po-tentielle ne d�epend pas du chemin suivi mais uniquement des points de d�epartet d'arriv�ee ; c'est ce qui la distingue fondamentalement d'une force dissipative(force de frottement par exemple).Exemple : la force �elastique ~f = �kx~ex est une force conservative. En e�et�kx~ex = �d(kx2=2 + Cte)dx ~ex = ���!grad �12 kx2 +Cte� :La force �elastique d�erive donc d'une �energie potentielle Epot. = kx2=2 + Cte.Comme le potentiel en �electrostatique, une �energie potentielle est d�e�nie �aune constante arbitraire pr�es.On d�e�nit l'�energie m�ecanique d'un syst�eme comme la somme de son �energiecin�etique et de son �energie potentielle. Dans le cas de syst�emes pour lesquelsles forces ne d�erivant pas d'une �energie potentielle ne travaillent pas (syst�emesdits conservatifs), on adEcin. = �dEpot. , dEm�eca. = 0:Puissance des e�orts exerc�es sur un solide.De la d�e�nition de la puissance des e�orts exerc�es sur un syst�eme �, dans lecas particulier du solide, on trouve que quel que soit le point A �xe par rapportau solide S, P = �!R � ~v(A=R) +�!�A � �!
 :En particulier dans le cas d'une force de liaison entre S et un solide S0 �xedans R P = �!Rl � ~v(I=R) +�!�I � �!
 :En�n, dans le cas g�en�eral d'une force de contact entre deux solides S et S 0 enmouvement par rapport �a RP = �!R S0!S � ~u(S=S 0) +�!� S0!S � �!
 (S=S 0):Dans le cas particulier de la puissance exerc�ee par un couple de moment �!�sur un solide en rotation autour d'un axe �xe �, on obtientP = �� d�dt :



M�ecanique du solide 3256.2 Exercices6.2.1 Pendule pesant Dur�ee 15 minUn solide S oscille (�gure 6.5) sans frottements autour d'un axe horizontal� |on parle de liaison roto��de parfaite. On note J le moment d'inertie de Spar rapport �a �, M sa masse, a la distance entre son centre de gravit�e G et �et en�n � l'angle (�!Ox;�!OG), �!Ox �etant dirig�e vers le bas.

x
ya G�

�
S

~u�~ur
Fig. 6.5 - Oscillations du pendule pesant.1. D�eterminer l'�equation di��erentielle du premier puis du second ordre v�e-ri��ee par �(t).2. D�eterminer la r�eaction �!R de l'axe � sur le solide S. Examiner le casparticulier du pendule simple.3. Donner la p�eriode des oscillations de faible amplitude autour de � = 0.Solution1. Le solide S est sousmis �a l'action de son poids et de la force exerc�ee parl'axe �. La liaison entre ces deux �el�ements �etant parfaite, le travail de l'e�ortassoci�e est nul et le syst�eme consid�er�e est donc conservatif. Cela signi�e que son�energie m�ecanique, somme de son �energie cin�etique et de son �energie potentielle(de pesanteur ici) est une constante du mouvement :Em = 12J _�2 �Mga cos � = Cte :



326 Chapitre 6La valeur de la constante est d�etermin�ee usuellement par le biais des conditionsinitiales. La d�erivation par rapport au temps de cette relation nous fournitl'�equation di��erentielle du second ordre v�eri��ee par �(t)J �� = �Mga sin � ;�equation qui peut aussi s'obtenir directement au moyen du th�eor�eme du mo-ment cin�etique par rapport �a l'axe �.2. La relation fondamentale de la dynamique, appliqu�ee au solide S dans ler�ef�erentiel �xe du laboratoire, s'�ecritM d~vGdt = �!R �!S +�!P ;relation qui devient, en projetant sur la base mobile (~ur ; ~u�) :M ������ a _�2a�� = ����� RrR� + ����� Mg cos �� Mg sin �:En substituant pour _�2 et �� les expressions trouv�ees en 1., on obtient �nalementcomme composantes de la r�eaction de l'axe�������� Rr = �2MaJ (Em +Mga cos �)�Mg cos �R� =Mg sin ��1� Ma2J � :Dans le cas particulier du pendule simple, le moment d'inertie J vaut Ma2et la r�eaction de l'axe apparâ�t purement radiale.3. Dans le cas d'oscillations de faible amplitude autour de la position � = 0,l'�equation du second ordre v�eri��ee par � se r�eduit par un d�eveloppement limit�e�a J �� ' �Mga�et le mouvement est alors sinuso��dal de pulsation!2 = MgaJ :L'expression de la p�eriode des petites oscillations est donn�ee parT = 2�s JMga :



M�ecanique du solide 3276.2.2 Propulsion par frottement... Dur�ee 15 minOn consid�ere un ensemble (�gure 6.6) constitu�e par un support A, mobilesans frottements sur le sol, et par un palet B, pos�e sur A. Le mouvement entreA et B s'e�ectue quant �a lui avec frottements. �A l'instant initial, on imprimeune vitesse v0 au palet B.1. D�eterminer l'�etat �nal du syst�eme.2. Discuter le bilan �energ�etique des syst�emes (A+B), (A) et (B).
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Fig. 6.6 - Palet sur un support mobile.Solution1. En l'absence de frottements entre le sol et le support A, la relationfondamentale de la dynamique appliqu�ee au syst�eme (A+B) dans le r�ef�erentiel�xe R0 s'�ecrit d~pdt =Xext.�!F= (mA +mB)~g +�!NSol!A:En cons�equence, la composante horizontale px de la quantit�e de mouvement dusyst�eme total est constante au cours du temps.De plus, dans l'�etat �nal, le palet aura cess�e de glisser sur le support A etces deux �el�ements auront donc même vitesse v dans R0, d'o�u l'�egalit�emBv0 = (mA +mB)v , v = mBmA +mB v0 :2. Soit ~u(B=A) = ~v(B=R0) � ~v(A=R0) la vitesse de glissement de B parrapport �a A, mesur�ee dans R0. Le th�eor�eme de l'�energie cin�etique appliqu�edans ce même r�ef�erentiel au syst�eme total s'�ecrit�Ecin. =Wext. +Wint.= �nalZ0 Pint. dt;



328 Chapitre 6o�u la puissance des e�orts int�erieurs (la force de frottement entre A et B) vautPint. = �!R A!B � ~u(B=A):De plus, la variation d'�energie cin�etique s'�ecrit :�Ecin. = 12(mA +mB)v2 � 12mBv20= �12 mAmBmA +mB v20 < 0:Le syst�eme total a perdu de l'�energie, dissip�ee sous forme de chaleur par laforce de liaison entre A et B.Si maintenant on applique le th�eor�eme de l'�energie cin�etique au support Adans le r�ef�erentiel �xe R0, il vient�Ecin. =Wext.= �nalZ0 �!R B!A � ~v(A=R0)dt= � �nalZ0 �!RA!B � ~v(A=R0)dt:Ces deux membres sont positifs et il apparâ�t que le support A a �et�e entrâ�n�epar la force de frottement (�Ecin. = mAv2=2).Pour le palet B, la perte d'�energie cin�etique est due aux frottements sur lesupport ; ces derniers sont donc �a l'origine d'une perte nette d'�energie pour lesyst�eme total, dissip�ee sous forme de chaleur, mais aussi d'une redistributionde l'�energie cin�etique entre le palet B et le support A.6.2.3 Si j'avais un cerceau: : : Universit�e de Paris Val de MarneDur�ee 1 hUne barre homog�eneAB, de massem et de longueur b, glisse sans frottementsur un plan horizontal �xe, ce dernier �etant rapport�e �a deux axes �xes Ox, Oy.L'extr�emit�e A glisse sans frottement sur une circonf�erence de centre O et derayon a, et l'extr�emit�e B est attir�ee par le point �xe O en raison inverse ducarr�e de sa distance r �a O, l'attraction ayant pour intensit�e :mk2 a3r2 o�u k2 d�esigne une constante:On pose, voir �gure 6.7m = 1; (Ox;OA) = �; (OA;AB) = �:



M�ecanique du solide 329Les valeurs initiales de ces angles et celles de leurs d�eriv�ees sont nomm�ees�0; _�0; �0; _�0.

O xa ��
Br b A

y

Fig. 6.7 - D�e�nition des principales grandeurs1. Montrer que l'�energie cin�etique de la barre peut s'�ecrire :2T = �a2 + b23 + ab cos �� _�2 +�2b23 + ab cos �� _� _�+ b23 _�2:2. Donner l'expression de l'�energie potentielle U = U(�).3. Le probl�eme comporte une particularit�e g�eom�etrique dont on pr�eciserala nature. Montrer qu'elle se traduit par une int�egrale premi�ere d'expres-sion : �a2 + b23 + ab cos �� _�+�b23 + ab2 cos �� _� = Cte:4. Le probl�eme comporte une autre int�egrale premi�ere. En donner l'expres-sion.5. En d�eduire l'�equation di��erentielle donnant _�2 en fonction de �. Onconstatera qu'elle peut se mettre sous la forme :g(�) _�2 = f(�)o�u g(�) est une fonction positive. Discussion.



330 Chapitre 6SolutionDans tout l'exercice, on se place dans un r�ef�erentiel (R) que l'on supposeragalil�een. Sans autre pr�ecision, les calculs seront e�ectu�es dans ce r�ef�erentiel(R).1. Pour calculer l'�energie cin�etique de la barre, sommons les �energies cin�e-tiques �el�ementaires de chaque �el�ement de longueur :T = 12 Zbarre [~v(M)]2 dm = 12 Z b0 [~v(M)]2 mdxb ;o�u x d�esigne la position du point M sur la barre (x = 0 lorsque M est le pointA et x = b pour M = B). Le champ de vitesse ~v(M) de la barre est celui d'unsolide, ce qui signi�e : ~v(M) = ~v(A) +�!
 ^ ��!AMo�u �!
 d�esigne le vecteur rotation de la barre. Celui-ci a pour expression :�!
 = ( _�+ _�) ~uzavec ~uz unitaire servant �a d�e�nir le tri�edre direct (~ux; ~uy; ~uz). La position dela barre AB est en e�et d�e�nie sans ambigu��t�e par la donn�ee de la position dupoint A et de l'angle � + �.Il est commode de d�e�nir les vecteurs unitaires ~u� et ~u� associ�es aux rota-tions d'angles respectifs � et � (voir la �gure 6.8). Ces vecteurs sont (( mobiles )) :~u� est orthogonal �a la droite (OA) et ~u� est orthogonal �a (AB) ; le tri�edre(~u�; ~u�; ~uz) est direct, norm�e, mais pas orthogonal. La vitesse d'un point M dela barre peut maintenant s'�ecrire sous la forme :~v(M) = ~v(A) + ( _� + _�)x~u� = a _�~u� + ( _� + _�)x~u�:L'�energie cin�etique devient :2T = m Z b0 ha2 _�2 + ( _�+ _�)2 x2 + 2a _� ( _� + _�)x (~u�:~u�)i dxb :Par ailleurs, d'apr�es la d�e�nition des vecteurs ~u� et ~u�, on a~u�:~u� = cos �en vertu de quoi,2T = m��a2 + b23 + ab cos �� _�2 +�2b23 + ab cos �� _� _�+ b23 _�2� :Nous avons gard�e explicitement la masse m au lieu de poser m = 1 comme lesugg�ere l'�enonc�e. Cela permet de v�eri�er l'homog�en�eit�e des formules obtenues.
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Fig. 6.8 - Vecteurs unitaires associ�es aux di��erentes rotationsRemarque : le r�esultat pr�ec�edent peut se retrouver �a l'aide du second th�eo-r�eme de K�oenig qui pr�ecise que l'�energie cin�etique d'un solide est la somme del'�energie cin�etique de son centre de masse et de son �energie cin�etique T � dansle r�ef�erentiel barycentrique : T = 12 mv2G + T �:Le centre de masse G de la tige se trouve au milieu du segment [A;B]. Savitesse a pour expression :~v(G) = ~v(A) + ( _� + _�) b2 ~u� = a _�~u� + ( _� + _�) b2 ~u�d'o�u v2(G) = _�2 �a2 + b24 + ab cos ��+ _�2 b24 + _� _��ab cos � + b22 � :Par ailleurs, le mouvement de la barre dans son r�ef�erentiel barycentrique estun mouvement de rotation �a la vitesse angulaire ( _�+ _�) autour de l'axe (G; ~uz)�xe dans le r�ef�erentiel barycentrique : l'�energie cin�etique barycentrique s'�ecritT � = 12 J � _� + _��2 ;o�u J est le moment d'inertie de la barre par rapport �a l'axe de rotation (G; ~uz).Par d�e�nition : J = Z b=2�b=2 x2 dm = m b212 :



332 Chapitre 6Ainsi,2T = m��a2 + b23 + ab cos �� _�2 +�2b23 + ab cos �� _� _�+ b23 _�2� :2. La tige est soumise �a quatre forces. Le poids de la barre et la r�eactiondu plan horizontal se compensent puisque le mouvement est horizontal dansle plan (xOy). Au point A, s'exerce la r�eaction de l'anneau mais cette forceest toujours orthogonale au d�eplacement du point A puisqu'il n'y a pas defrottements : elle ne travaille pas. Le point B ressent la force centrale :~f = mk2 a3r2 �!BOBO = �mk2 a3 �!OBOB3 :Cette force est ind�ependante de � (elle est invariante par une translation surla variable � : �! �+Cte). Il en sera de même pour le potentiel U duquel elled�erive suivant : ~f = ���!grad U:Celui-ci a pour expression :U(�) = �mk2 a3r +Cte = �mk2 a3pa2 + b2 + 2ab cos� +Cte :Le potentiel n'est d�e�ni qu'�a une constante pr�es. Ce ne sont que ses variationsqui nous int�eressent.3. Le syst�eme est soumis �a un champ de force central (la r�eaction du supporten A et la force exerc�ee en B sont toutes deux dirig�ees vers O). Comme dansles probl�emes de gravitation et de mouvement des plan�etes, nous pouvons end�eduire que son moment cin�etique se conserve. En e�et, appliquons le th�eor�emedu moment cin�etique par rapport �a l'axe ~uz = ~ux ^ ~uy (normal au plan ducercle) passant par le point O �xe :d~�(O)dt =X�!Mext.(O):La d�eriv�ee temporelle du moment cin�etique est �egale �a la somme du momenten O des forces ext�erieures �a la barre.X�!Mext.(O) = �!OA ^ �!FA +�!OB ^ �!FB = �!0o�u �!FA (resp. �!FB) est la force exerc�ee sur la tige au point A (resp. B). Nous end�eduisons la conservation du moment cin�etique. Calculons celui-ci :~�(O) = Zbarre��!OM ^ ~v(M) dm= m Z b0 ��!OM ^ ~v(M)dxb= m�a2 _�+ ( _�+ _�) b2a cos � + b2 a _� cos � + 13b2( _� + _�)� ~uz:



M�ecanique du solide 333Une int�egrale premi�ere du mouvement est donc :�a2 + b23 + ab cos �� _�+�b23 + ab2 cos �� _� = Cte = Cqui traduit la loi des aires pour la barre soumise �a un syst�eme de forces centrales.Remarque : pour calculer ~�(O), nous aurions pu appliquer le premier th�eo-r�eme de K�oenig : ~�(O) = �!OG ^m~v(G) + ~� �;o�u ~� � est le moment cin�etique calcul�e dans le r�ef�erentiel barycentrique.Dans le r�ef�erentiel barycentrique, la barre est anim�ee d'un mouvement derotation de vitesse angulaire ( _� + _�) autour de l'axe �xe � = (G; ~uz), ce quipermet d'�ecrire : ~� � = ��~uz = mb212 ( _� + _�) ~uz:Ce r�esultat peut se retrouver par un calcul direct plus fastidieux :~� � = ~� �(G) = Zbarre��!GM ^ (~v(M)� ~v(G)) dm= Z ��!GM ^ ��!
 ^ ��!GM� dm= Z �GM2�!
 ����!GM � �!
���!GM � dm= �!
 Z b=2�b=2 x2 dx mb= ( _� + _�)mb212 ~uz:En�n,�!OG ^m~v(G) = m0@a �!OAOA + b2 �!OBOB1A ^ �a _�~u� + ( _� + _�) b2 ~u��= m�a( _� + _�) b2 cos � + a2 _�+ b24 ( _�+ _�) + _� ab2 cos �� :ce qui redonne :~�(O) = m��a2 + b23 + ab cos �� _�+�b23 + ab2 cos �� _�� ~uz:4. Le mouvement de la barre en A se fait sans frottement et la force subie parle point B est conservative d'apr�es le r�esultat de la question 2. Par cons�equent,l'�energie m�ecanique Em de la barre se conserve :T (�; �) + U(�) = Em = Cte :



334 Chapitre 65. �A l'aide de la relation �etablie �a la question 3. nous allons exprimer l'�ener-gie cin�etique T en fonction de � et _� uniquement. �Ecrivons tout d'abord :2Tm = b23 _�2 + _��C +�b23 + ab2 cos �� _�� :Puis, en rempla�cant _� par son expression obtenue �a la question 3 :2Tm �a2+ b23 + ab cos �� = b23 �a2+ b23 + ab cos �� _�2 + C2��b23 + ab2 cos ��2 _�2= _�2 � a2b23 � a2b24 cos2 � �+ C2= _�2 a2b212 �4� 3 cos2 ��+ C2:De la conservation de l'�energie m�ecanique Em, il vient :(2T + 2U)�a2 + b23 + ab cos �� = 2Em�a2 + b23 + ab cos �� :Posons g(�) = m a2b212 (4� 3 cos �) ;l'expression pr�ec�edente devient :g(�) _�2 +mC2 + 2�a2 + b23 + ab cos ��U(�) = 2Em�a2 + b23 + ab cos �� :Il est possible de la r�eexprimer sous la forme :g(�) _�2 = f(�) ;o�u f(�) = 2 fEm � U(�)g�a2 + b23 + ab cos ��� C2 :�Etant donn�e que cos � < 1, nous pouvons a�rmer que la fonction g est toujoursde signe strictement positif. Cela signi�e que si pour certains angles, f(�) prenddes valeurs n�egatives, ces angles ne correspondront jamais �a une position de labarre. Envisageons les deux cas possibles selon les conditions initiales :� 8 � 2 [0; 2�]; f(�) > 0. Alors la vitesse de rotation a pour expressionj _�j =pf=g 6= 0 pour tout �et elle ne change jamais de signe : la barre tourne ind�e�niment autour dupoint A, toujours dans le même sens, le point A �etant lui-même mobilepar rapport au cerceau.



M�ecanique du solide 335� 9 �m 2 [0; 2�] = f(�) � 0. La fonction f �etant continue, elle est n�egativesur un intervalle [�1; �2] contenant �m et l'existence d'un intervalle [�3; �4]sur lequel f est positive est physiquement n�ecessaire. Suivant la fa�con dontf s'annule en �3 ou �4, la barre va osciller entre les positions rep�er�ees parles angles �3 et �4 (f 0(�3) 6= 0 et f 0(�4) 6= 0) ou bien la barre va tendreasymptotiquement vers l'une des deux positions pr�ec�edentes.6.2.4 Propagation d'ondes dans une châ�ne de ressortsUniversit�e Joseph Fourier, GrenobleDur�ee 1 hOn consid�ere une châ�ne de particules identiques de masse m, situ�ees auxpoints d'abscisse z = na o�u n est un entier n�egatif ou nul. La châ�ne est doncillimit�ee �a gauche et limit�ee en z = 0.n� 1 n n+ 1 �1 0 zFig. 6.9 - La châ�ne semi-in�nieCes masses sont reli�ees par des ressorts identiques de raideur � dont lalongueur au repos est a. Les particules e�ectuent des d�eplacements selon Oz etl'on appelle xn le d�eplacement alg�ebrique de la particule n.1. Montrer que la particule n ob�eit �a l'�equationm�xn + � (2xn � xn+1 � xn�1) = 0:2. On cherche des solutions sous la forme d'une onde progressive de nombred'onde k. En notation complexe :xn = Ae|(!t�kna);o�u par convention |2 = �1.a) En d�eduire la relation entre ! et k. Comment appelle-t-on cette �equa-tion?b) Cette relation aurait-elle chang�e si l'on avait cherch�e des solutionsxn = Ae|(!t+kna) ?�A quel type d'ondes correspondent-elles?3. Montrer que les solutions (( ondes progressives )) ne sont possibles que si! < !max. Donner l'expression de !max en fonction de � et de m.On se place d�esormais dans le cas ! < !max.



336 Chapitre 64. Donner l'expression de la vitesse de phase et de de la vitesse de groupe.Pour quelles valeurs de k sont-elles confondues?5. La particule extrême (n = 0) est �xe : x0 = 0. On admet que l'ondeincidente se r�e
�echit en z = 0 et donne naissance �a une onde r�e
�echie demême amplitude, mais d�ephas�ee de ' par rapport �a l'onde incidente. Ona alors : xn = Ae|(!t�kna) +Ae|(!t+kna+'):D�eterminer '.6. Montrer que l'on peut supprimer l'onde r�e
�echie en liant la particuleextrême (n = 0) �a un point �xe par un ressort de raideur �, et en lasoumettant �a un frottement visqueux donnant lieu �a une force~f = �m�~v:D�eterminer � et � en fonction de !, k, �, et a. On identi�era partie r�eelleet partie imaginaire dans l'�equation fondamentale de la dynamique pourla particule en z = 0. Solution1. Soit zn l'abscisse de la ni�eme particule. Les grandeurs alg�ebriques xnrepr�esentent le d�eplacement par rapport �a la position d'�equilibre zn = na. Ona donc : zn = xn + na:L'�etirement du ressort situ�e entre les particules n et n+ 1 est :zn+1 � zn = xn+1 � xn + a:Par cons�equent, ce ressort dont la longueur au repos est a, exerce sur la particulen une force qui, projet�ee sur l'axe des z a pour expressionF(n+1)!n = � (zn+1 � zn � a) = � (xn+1 � xn) :De même, la particule n ressent de la part de la partie de la châ�ne situ�ee �a sagauche une force F(n�1)!n = �Fn!(n�1) = � (xn�1 � xn) :En appliquant la relation fondamentale de la dynamique �a la particule n, ilvient m�zn = Fn+1!n + Fn�1!n:Par ailleurs, �zn = �xn, d'o�um�xn + � (2xn � xn+1 � xn�1) = 0 :Le facteur 2 qui apparâ�t dans l'expression pr�ec�edente laisse penser que lese�ets des ressorts situ�es �a droite et �a gauche de la particule n s'ajoutent. En



M�ecanique du solide 337e�et, �a xn+1 et xn�1 �x�es, si on d�eplace n vers la droite (xn > 0), le ressortsitu�e �a gauche tire la particule vers la gauche et celui situ�e �a droite la poussede même vers la gauche.Remarque : les forces subies par la particule n peuvent aussi s'exprimer�a partir de l'�energie potentielle �elastique Ep des ressorts. Pour le ressort situ�eentre les particules n et n+ 1, on a :Ep(n; n+ 1) = 12 � (zn+1 � zn � a)2 = 12 � (xn+1 � xn)2 :La tension subie par la particule n de la part de ce ressort s'exprime sous laforme : �!F (n+1)!n = ���!grad n [Ep(n; n+ 1)]o�u la d�erivation a lieu par rapport �a la position de la particule n. On retrouvebien : F(n+1)!n = � (xn+1 � xn) :2.a) On cherche des solutions sous la forme d'ondes progressives :xn = Ae|(!t�kna):En reportant dans l'�equation traduisant la relation fondamentale de la dyna-mique, il vient : �m!2 xn + � �2xn � e|kaxn � e�|kaxn� = 0d'o�u !2 = 2�m (1� cos ka) :Posant !20 = �=m (!0 est la fr�equence propre des ressorts), on peut �ecrire larelation entre k et ! sous la forme :!2 = 4!20 sin2�ka2 � :L'�equation pr�ec�edente est la relation de dispersion.2.b) Si l'on consid�ere des solutions de la formexn = Ae|(!t+kna);correspondant �a des ondes se propageant vers la gauche, la relation de dispersionest inchang�ee. Elle est en e�et invariante par le changement k ! �k. Celasigni�e que la propagation d'ondes est possible dans le sens des z croissants etdans celui des z d�ecroissants.3. Le terme en sin2 qui apparâ�t dans la relation de dispersion est major�epar 1. Les ondes progressives ne peuvent donc se propager que pour ! < !max,avec !max = 2!0 = 2r �m :



338 Chapitre 64. Prenons par convention ! > 0 et k > 0. On a alors :! = 2!0 sin�ka2 � :Ainsi, v' � !k = 2!0k sin�ka2 �et vg � d!dk = a!0 cos�ka2 � :Ces deux vitesses caract�eristiques sont confondues lorsque k � 1=a, c'est-�a-direpour les tr�es grandes longueurs d'onde. Dans cette limite, on a :v' ' vg ' !0a:Plus g�en�eralement, v' = vg lorsque la relationtan�ka2 � = ka2est v�eri��ee.5. Le d�ephasage ' (d�e�ni �a 2� pr�es) s'obtient grâce �a la condition x0 = 0qui impose ' = � :Ainsi, on peut �ecrire :xn = Ae|!t �e�|kna � e|kna� = �2Aj e|!t sin(kna)qui correspond �a une structure d'onde stationnaire.6. Supposons que l'on ait fait subir �a la particule n = 0 le traitement d�ecritdans l'�enonc�e. Pour les particules d'indice n 6= 0, la relation fondamentale dela dynamique donne l'�equation obtenue �a la question 1. En ce qui concerne laparticule extrême n = 0, un bilan des forces conduit �a :m�x0 +m� _x0 + � (x0 � x�1) + �x0 = 0:Le but de cette question est de montrer que la châ�ne admet une solution(( onde progressive )), c'est-�a-dire qu'une onde r�e
�echie n'est pas n�ecessaire poursatisfaire les conditions aux limites. Nous allons voir que c'est bien le cas etcalculer les valeurs de � et � correspondantes. Pour tout n, y compris n = 0,on doit avoir xn = Ae|(!t�kna):Apr�es simpli�cation par A exp(|!t) dans l'�equation fondamentale de la dyna-mique pour la particule n = 0, il vient :�m!2 + � �1� e|ka�+ � +m�|! = 0:



M�ecanique du solide 339En prenant successivement les parties r�eelle et imaginaire de l'expression pr�e-c�edente, on peut �ecrire : � = m!2 + � [cos(ka)� 1]� = �m! sin(ka):Par ailleurs, la relation de dispersion est toujours valable, d'o�u� = m!2=2� = �m! sin(ka) :Compl�ement : l'�equation �a laquelle ob�eit le d�eplacement de la particulen est une �equation de propagation d'ondes dans un cas discret :m�xn + � (2xn � xn+1 � xn�1) = 0:On peut retrouver une �equation d'onde (( classique )) en prenant la limite destr�es grandes longueurs d'onde � � a. Dans cette limite, xn varie peu d'uneparticule �a l'autre et peut être assimil�e �a une variable continue x(z; t). On peutainsi �ecrire, dans le cadre de cette approximation, appel�ee approximation desmilieux continus :xn+1 = x(na+ a; t) = x(na; t)| {z }xn +a@x@z (na; t) + a22 @2x@z2 (na; t) +O(a3):Par cons�equent, xn+1 � xna ' @x@zxn+1 � 2xn + xn�1a2 ' @2x@z2 ;ce qui conduit �a : @2x@t2 � c2 @2x@z2 = 0o�u c = a!0 est homog�ene �a une vitesse. La solution de l'�equation pr�ec�edentes'�ecrit : x(z; t) = f(z � ct) + g(z + ct):Cela signi�e que dans la limite du continu, les ondes se propagent �a la vitessec = a!0. On retrouve l�a le r�esultat de la question 4. : pour k � a, v' = a!0 = vg .



340 Chapitre 66.2.5 R�esistance d'un pilier en compressionUniversit�e Paris VIDur�ee 1 hCet exercice traite le cas d'un solide d�eformable. Il n�ecessitequelques connaissances d'�elasticit�e (Loi de Hooke, notion de con-trainte, coe�cient de s�ecurit�e).1. D�e�nir une liaison glissi�ere entre deux solides rigides (S1) et (S2). Lorsquela liaison est sans frottement, que peut-on dire de la r�esultante du torseurdes e�orts exerc�es par (S1) sur (S2)? Justi�er votre r�eponse.2. On consid�ere un pilier cylindrique en b�eton, de masse volumique � et derayon a, soumis �a une charge verticale descendante d'intensit�e Q appli-qu�ee au centre d'inertie de la section droite sup�erieure et �a son proprepoids, de sorte qu'il est en compression (voir la �gure 6.10).
h�Q~yy

Fig. 6.10 - Sch�ema du pilier en traction-compressiona) Donner l'�equation d'�equilibre du pilier, ainsi que la condition �a la limiteen y = h. D�eterminer la charge maximale que peut supporter le piliersans sortir de son domaine d'�elasticit�e.On adoptera un coe�cient de s�ecurit�e �.On d�esigne par �u la limite d'�elasticit�e en compression simple du b�eton.Application Num�erique : � = 2500 kg=m3, a = 50 cm, h = 5m, �u =28N=mm2, � = 4.Est-il raisonnable de n�egliger le poids?b) Pour cette charge maximale, calculer le raccourcissement du pilier ensupposant le comportement du mat�eriau constitutif �elastique.Application Num�erique : E = 2104N=mm2.



M�ecanique du solide 341Solution1. Une liaison glissi�ere d'axe (O; ~x ) entre deux solides (S1) et (S2) autorise,�a l'exclusion de tous autres, les mouvements de translation parall�eles �a (O; ~x )entre (S1) et (S2) ; c'est une liaison �a un seul degr�e de libert�e.En l'absence de frottements, la r�esultante du torseur des e�orts est normaleau plan de contact.2.a) On consid�ere une tranche de pilier comprise entre les altitudes y ety + dy. Cette tranche est soumise d'une part �a son poids :�!P = ��g Sdy ~y;et d'autre part aux actions des parties sup�erieures et inf�erieures du pilier surses faces, not�ees respectivement �!R (y + dy) et �!R (y). Comme ces deux actionsse traduisent par une r�esultante normale aux surfaces d'application, on obtienten introduisant la tension N(y) du pilier �a l'altitude y :�!R (y) = �N(y) ~y et �!R (y + dy) = N(y + dy) ~y.Par ailleurs, N(y + dy) = N(y) + dN(y)dy dy:�A l'�equilibre, la somme de ces trois contributions doit être nulle ce qui conduit,une fois prise la limite dy ! 0, �a :dN(y)dy = �gS .La condition aux limites en h s'obtient en se rappelant que l'extr�emit�e sup�e-rieure du pilier se voit appliquer une force �Q~y c'est-�a-dire dans les notationspr�ec�edentes : �!R (h)�Q~y = �!0 :Ainsi, N(h) = �Q .La solution de cette �equation di��erentielle s'�ecrit :N(y) = �gS(y � h)�Q:On peut remarquer que la tension N(y) du pilier est partout n�egative, cequi signi�e que le pilier est en compression. La contrainte en un point est quant�a elle d�e�nie par : �(y) = N(y)S .A�n de calculer maintenant la charge maximale que peut supporter le pi-lier, nous allons d�eterminer la contrainte maximale per�cue par celui-ci. Cette



342 Chapitre 6contrainte peut se d�e�nir comme la valeur maximale prise par �(y) en un pointy du pilier �max = maxpilier j�(y)j= maxy ����QS + �g(h� y)���� .Finalement cela donne pour la contrainte maximale en un point du pilier�max = �gh+ QmaxS .Pour que le pilier soit toujours dans sa zone d'�elasticit�e �a la contrainte maxi-male, il faut, si l'on adopte un coe�cient de s�ecurit�e �, que�max � �u� :La charge maximale admissible est doncQmax = �a2 ��u� � �gh� .Application Num�erique : Qmax = 5; 3 106N .Le rapport du poids sur Qmax est 0; 018 : le poids est n�egligeable par rapport�a Qmax.2.b) Une fois le poids n�eglig�e, la contrainte au sein du pilier est homog�ene,c'est-�a-dire que quelle que soit l'altitude y �a laquelle on se place dans le pilier�(y) = �QS .La loi de Hooke reliant la d�eformation locale �a la contrainte peut alors êtreutilis�ee pour le pilier dans son ensemble, et nous donne� = E�hh .Utilisant l'expression de la contrainte �, il vient pour le raccourcissement�h = � Q�a2Eh .Application Num�erique : dans le cas de la charge maximale, le raccourcissementest �h = �1; 68mm .



M�ecanique du solide 3436.3 Probl�emes6.3.1 Sph�ere creuse sur un plan inclin�e Universit�e de CaenDur�ee 2 hDocuments non autoris�esSoit donn�e un plan inclin�e � faisant un angle � avec le plan horizontal.On utilisera le r�ef�erentiel (O; ~x; ~y; ~z), o�u (O; ~x) est parall�ele �a la ligne de plusgrande pente du plan �, (O;~z) est perpendiculaire �a � et (O; ~y) forme avec lesdeux axes pr�ec�edents un tri�edre trirectangle direct. On noteraR0 ce r�ef�erentiel.Soit S une sph�ere creuse homog�ene, pesante, de masse m, de rayon R, decentre C, en contact avec le plan �. On d�esigne par{ � l'abscisse du point C,{ � = �(C;�!Z );��!CM� o�u ��!CM est un rayon vecteur de la sph�ere contenu dansle plan (O; ~x; ~z) et (C;�!Z ) est parall�ele et de même sens que (O;~z),{ I le point de contact du plan avec la sph�ere.La sph�ere reste en contact avec le plan � et le mouvement de C a lieu dansle plan (O; ~x; ~z). Le plan inclin�e est �xe et R0 est rigidement li�e �a ce plan.

�
� � > 0z Z

CI xyO
Fig. 6.11 - Sch�ema du dispositif.1. Premi�ere phase du mouvement : S est d�epos�ee sans vitesse initiale sur leplan �. �A l'instant initial, C est en O. Le contact a lieu sans frottement.a) Donner l'expression du moment d'inertie I de S par rapport �a l'unquelconque de ses diam�etres.b) �Ecrire les �equations di��erentielles du mouvement. Quelle est la naturedu mouvement dans cette phase?



344 Chapitre 62. Deuxi�eme phase du mouvement : �a l'instant t0, la sph�ere arrive dans unezone o�u le coe�cient de frottement de glissement avec � ne peut plus êtren�eglig�e. On d�esignera par{ f le coe�cient de frottement de glissement entre le plan et la sph�ere,{ �!F = T~x+N~z la r�eaction du plan � sur S.On prendra comme nouvelle origine des temps l'instant t0. On notera t0les instants compt�es �a partir de cette nouvelle origine.a) �Etablir l'expression de ~v(I;S=R0) en fonction de _� et _�.Donner le signe de T �a l'instant t0 = 0, ainsi que la relation qui lie Tet N tout au long de cette seconde phase.b) �Ecrire le th�eor�eme de la r�esultante cin�etique et le th�eor�eme du momentcin�etique. En d�eduire les valeurs de l'acc�el�eration du point C et del'acc�el�eration angulaire de S.c) Quelle est la vitesse de I 2 S �a l'instant t0 ?�A quelle condition (portant sur f et �) le glissement ne s'arrêtera-t-iljamais?d) On suppose que cette condition n'est pas satisfaite. �A quel instant t01le glissement cessera-t-il?e) Entre les instants t0 = 0 et t0 = t01, quel est le travail des forces decontact? Montrer qu'on peut l'�evaluer de deux mani�eres di��erentes.On d�esignera par �1 la distance parcourue par le point C pendant laseconde phase. Solution1.a) Par d�e�nition du moment d'inertie, on aI = Z� r2 dm;o�u r est la distance au diam�etre par rapport auquel on calcule I. �Etant donn�eela sym�etrie sph�erique de �, on peut laisser de côt�e la dimension transverse eton se ram�ene �a l'int�egration sur des couronnes circulaires de rayon rDiam�etre �r M



M�ecanique du solide 345o�u chaque point M est a�ect�e de la masse dm de l'anneau qu'il repr�esente soitdm = m dSS= m4�R2 (2�r) � (Rd�).Dans ces conditions, comme r = R cos � on obtient en reportantI = mR22 �2Z��2 cos3� d�et �nalement I = 23mR2 .Il y avait dans ce cas pr�ecis une technique plus astucieuse : soient Dx, Dyet Dz trois diam�etres de la sph�ere de directions respectives ~ex, ~ey, ~ez, ces troisvecteurs formant un tri�edre direct. Les moments d'inertie de la sph�ere parrapport �a ces axes sontIx = Z� (y2 + z2)dm et permutations circulaires.De plus, par sym�etrie, les trois diam�etres sont �equivalents, donc les trois mo-ments sont �egaux, et �egaux au moment I recherch�e. En les sommant, on a dece fait 3I = Z� 2(x2 + y2 + z2)dm= Z� 2R2dm:Comme R est une constante, l'int�egration des dm sur l'ensemble de la surfaceredonne la masse totale de la sph�ere, soit comme avec la pr�ec�edente m�ethodeI = 23mR2.1.b) On applique la relation fondamentale de la dynamique (R.F.D.) �a lasph�ere dans le rep�ere R0. En l'absence de frottements, cette derni�ere n'estsoumise qu'�a deux forces qui sont d'une part son poids �!P , et d'autre part lar�eaction du sol qui est normale : �!R = �!T +�!N ;�!T = �!0 .On exprime cette relation de la dynamique dans le rep�ere (O; ~x; ~z) pourobtenir les �equations di��erentielles du mouvement(m�� =mg sin�0 =mg cos��N .



346 Chapitre 6Au vu de ce syst�eme, on peut dire que la sph�ere e�ectue au cours de cettepremi�ere phase un mouvement uniform�ement acc�el�er�e. Sa position aucours du temps est donn�ee par la double int�egration de l'�equation de ��� = g sin� t22 +At+B.Les constantes introduites lors de ce calcul se d�eterminent au moyen des condi-tions initiales du mouvement qui sont( �(t=0) = 0 (C en O)_�(t=0) = 0 (~v = 0 en O)pour conduire �a l'expression de l'abscisse du centre de gravit�e C de la sph�eredurant cette premi�ere phase �(t) = g sin�t22 .2.a) Pour trouver la vitesse de glissement de la sph�ere sur le plan (c'est-�a-dire comme le plan inclin�e est immobile dans le rep�ere consid�er�e, la vitesse dupoint I appartenant �a S) on utilise le torseur des vitesses de la sph�ere qui lieles vitesses de I et de C par la relation~v(I;S=R0) = ~v(C) +�!IC ^ �!
 .La vitesse du point C est donn�ee par ~v(C) = _� ~x, et le vecteur rotation instan-tan�ee, d'apr�es la convention de signe choisie pour �, a pour expression :�!
 = _� ~y.Le produit vectoriel s'e�ectue sans di�cult�es en prenant �!IC = R~z et conduit �a~v(I;S=R0) = � _� �R _�� ~x .En l'absence de frottements, la sph�ere S, initialement sans rotation autourde l'axe ~y est toujours dans cette con�guration �a l'issue de la premi�ere phasedu mouvement, et donc _�(t0=0) = 0.Notons avant de poursuivre qu'il peut parâ�tre troublant de voir une bille avan-cer sans rouler... Pourtant cela n'a rien de surprenant pour quiconque est ama-teur de billard, et notamment de billard fran�cais pour lequel les boules sontplus massiques et donc se conforment assez bien aux lois de la m�ecanique sansfrottements. Essayez donc de frapper une de ces boules exactement selon undiam�etre horizontal, de mani�ere �a ne pas lui communiquer de rotation ini-tiale, mais uniquement de la translation ; vous devriez constater que pendantquelques secondes la boule avance sans rouler ! �Evidemment, les frottements



M�ecanique du solide 347sur le tapis ne sont dans ce cas de �gure jamais nuls et la boule �nit toujourspar tourner, mais cela permet de se convaincre de la possibilit�e de la chose dansle cas o�u les frottements deviennent faibles |une bille d'acier poli sur un pland'acier.Au commencement de la seconde phase du mouvement, la vitesse de glisse-ment se r�eduit �a ~v(I;S=R0)(t0=0) = _�(t0=0) ~x.La vitesse de la sph�ere �etant continue, sans quoi il faudrait faire intervenirdes acc�el�erations |donc des forces| in�nies, ce qui n'a physiquement pas desens, _� en t0 = 0 est �egal �a _� en t = t0, c'est-�a-dire que la vitesse est orient�eevers le bas et la sph�ere descend. Les lois empiriques du frottement solide nouspermettent d'en d�eduire le sens de la r�eaction tangentielle, et le lien qui existeentre les modules de �!T et �!N .Le frottement de glissement s'oppose au glissement ce qui implique que lavaleur alg�ebrique de la r�eaction tangentielle v�eri�eT (t0=0) < 0 .De plus il existe un coe�cient f appel�e coe�cient de frottement de glissementtel que les modules des deux composantes de la r�eaction du sol sont li�es parune relation de proportionnalit�ek�!T k = fk�!N k .Les lois que nous venons de donner sont ph�enom�enologiques : elles sont pos�ees aposteriori de fa�con �a rendre compte des ph�enom�enes observ�es. Elles sont aussiappel�ees loi du glissement de Coulomb (voir les rappels de cours).2.b) Tout comme �a la question 1., appliquons la R.F.D., avec cette fois uner�eaction tangentielle non nulle. Un terme additionnel apparâ�t dans la premi�ere�equation du syst�eme (m�� =mg sin�+ T (1)0 =mg cos��N (2) .Pour compl�eter ce jeu de deux �equations, on applique comme le sugg�ere l'�enon-c�e, le th�eor�eme du moment cin�etique par rapport �a l'axe �, passant par C, et devecteur directeur ~y. Dans ces conditions, en reprenant la notation de l'�equation(5) des rappels de cours, on a la relationd��dt = ��.L'axe � ainsi d�e�ni �etant un diam�etre de la sph�ere, on utilise le r�esultat de laquestion 1.a) pour exprimer le membre de gauche de la pr�ec�edente �equationd��dt = I ��.



348 Chapitre 6Le moment des forces par rapport �a l'axe s'exprime quant �a lui de la mani�eresuivante (I est le point d'application de la r�eaction du sol et C celui du poids)�� = h�!CI ^ (�!T +�!N )i � ~y + h�!CC ^ �!P i � ~y= Rh~z ^ T~x+ ~z ^N~zi � ~y +�!0= �RT:En recombinant les deux membres ainsi exprim�es, on obtient une troisi�eme�equation I �� = �RT (3) .En utilisant (2) ainsi que les relations ph�enom�enologiques sur le frottementde glissement, il vient T = �mfg cos�;ce qui donne une fois ins�er�e dans les �equations (1) et (3) les expressions res-pectives de l'acc�el�eration du point C et de l'acc�el�eration angulaire�� = 3g2Rf cos� et �� = g(sin�� f cos�) .2.c) D'apr�es l'expression de la vitesse de glissement trouv�ee en 2.a), nousavons besoin de connâ�tre non pas les acc�el�erations, mais les vitesses �a la foisangulaires et du point C. Elles s'obtiennent en int�egrant les r�esultats de laquestion pr�ec�edente 8<: _� = 3g2Rf cos� t0 + _�(t0=0)_� = g(sin�� f cos�)t0 + _�(t0=0)et nous permettent une fois report�ees dans la formule de la vitesse de glissementd'obtenir ~v(I;S=R0)(t0) = ~v(I;S=R0)(0) + gt0(sin�� 52f cos�)~x .Les consid�erations pr�ec�edentes nous ont donn�e pour valeur de la vitesse deglissement au commencement de la deuxi�eme phase du mouvement~v(I;S=R0)(t0=0) = _�(t0=0) > 0.De ce fait, si le second terme de l'expression de la vitesse de glissement est�egalement positif, cette derni�ere ne s'annulera jamais |elle s'annulera dansle cas contraire grâce au facteur t0 qui peut devenir in�niment grand. Cettecondition de signe s'�ecrit sin�� 52f cos� > 0



M�ecanique du solide 349soit pour le coe�cient de frottement de glissement f :f < 25 tan� .2.d) On se place dans le cas o�u le glissement va s'annuler au bout d'untemps �ni t01. Cette condition s'exprime en utilisant la question pr�ec�edentev(I;S=R0)(t01) = 0 , gt01(sin�� 52f cos�) = �v(I;S=R0)(t0=0).De l'expression trouv�ee en 1.b) pour la position du centre C de la sph�ere, ond�eduit par simple d�erivation temporellev(I;S=R0)(t0=0) = _�(t0=0)= _�(t=t0)= g sin� t0;d'o�u pour t01 t01 = 15f2 tan� � 1 t0 .On peut remarquer �a titre de v�eri�cation, qu'avec la condition prise sur f et �,ce temps t01 est positif, c'est-�a-dire que l'annulation de la vitesse de glissementa e�ectivement lieu.2.e) Pour calculer le travail des forces de frottement entre les instants t0 = 0et t0 = t01, utilisons tout d'abord la m�ethode la plus g�en�erale �a savoir le th�eor�emede l'�energie cin�etique. Celui-ci nous donnedEcin.dt = Pforces ext. et int..Les forces en pr�esence �etant le poids de la sph�ere, qui d�erive d'une �energiepotentielle, et la r�eaction tangentielle du sol |la composante normale, partoutnormale au d�eplacement, ne travaille pas| cette expression se transforme endEcin.dt = �dEpot.dt + PT ;o�u PT d�esigne la puissance des forces de contact. L'�energie potentielle de pe-santeur a pour expressionEpot. = �mg � sin�+Cte.Finalement le th�eor�eme de l'�energie cin�etique prend pour formedEcin.dt = mg sin� _� + PT .Exprimons par ailleurs l'�energie cin�etique du solide au moyen du th�eor�eme deK�nig qui stipule queEcin.(S=R0) = Ecin.(C=R0) +Ecin.(S=RC);



350 Chapitre 6o�u RC est le r�ef�erentiel du centre de masse. Autrement dit, l'�energie cin�etiquetotale du solide se d�ecompose en une �energie li�ee �a la translation (premierterme), et une �energie li�ee �a la rotation propre (deuxi�eme terme).Ainsi d�ecompos�ee, l'�energie cin�etique s'�ecritEcin.(S=R0) = 12m _�2 + 12I _�2soit, apr�es d�erivation et substitution de I :dEcin.dt = 23mR2 _��� +m _� ��.De plus, la question 2.b) nous donne pour les d�eriv�ees secondes8<: �� = 3g2Rf cos��� = g(sin�� f cos�)qui en reportant conduisent �aPT = �fmg cos�( _� �R _�).Pour le travail de la force, il ne reste plus qu'�a int�egrer en utilisant pour _� et _�les expressions temporelles trouv�ees au d�ebut de 2.c)WT = �fmg cos� Z t010 _�(0) +�sin�� 52f cos�� gt dtsoit en fonction du temps t01WT = �fmg cos�" _�(0)t01 +�sin�� 52f cos�� g t0122 # .La deuxi�eme m�ethode quant �a elle consiste �a calculer directement le travailde la force au moyen de l'expression litt�erale de celle-ci, obtenue �a la question2.b). En e�et, le travail associ�e �a un d�eplacement �el�ementaire s'�ecrit�WT = �!T � �!dl .Le point d�elicat �a ce niveau, est la fa�con dont s'exprime le d�eplacement �el�emen-taire : il s'agit d'une distance sur laquelle la sph�ere a gliss�e ce qui comprend �ala fois une distance suivant �, mais aussi une distance due �a la rotation |si lasph�ere tournait sur place, les forces de frottement travailleraient sans que pourautant l'abscisse � varie. L'expression du travail est alors�WT = �!T � ~v(I;S=R0)(t0)dt0;soit PT = �fmg cos�� _� �R _�� ;expression identique �a celle obtenue avec la m�ethode pr�ec�edente.



M�ecanique du solide 3516.3.2 Introduction �a l'e�et gyroscopique Universit�e Paris VIDur�ee 2 hAucun document n'est autoris�e.A. Cin�ematique :Un solide ind�eformable (S) est constitu�e :{ d'un disque homog�ene (D), de masse m, de rayon R, de centre B{ d'une tige AB de longueur l (avec l > R), de masse n�egligeable. On pose�!BA = l~z et le rep�ere orthonorm�e direct (A ; ~x ; ~y ; ~z ) est li�e �a (S) (cf.�gure 6.12.A).Par rapport au rep�ere galil�een Rg (O ; ~xo ; ~yo ; ~zo ), avec ��!Ozo vertical ascen-dant, le solide (S) est en mouvement de fa�con que :{ le point A soit �xe, avec �!OA = R ~zo ;{ le disque (D) soit en contact ponctuel en I avec une plaque (P ) en mou-vement, dans le plan (xoOyo), de rotation autour de ��!Ozo, �a la vitesseangulaire !(t), fonction donn�ee du temps t (cf. �gure 6.12.B).On d�esigne par (B ; ~x 0 ; ~y 0 ; ~z 0) le rep�ere li�e au solide (S) d�eduit du rep�ere(A ; ~x ; ~y ; ~z ) par la translation �l~z. On choisit la ligne des n�uds des anglesd'Euler du mouvement de (S) autour de son centre d'inertie B, de fa�con quel'angle de nutation � = (~zo; ~z) soit �egal �a �=2 (cf. �gure 6.12.C). L'angle depr�ecession est  = ( ~xo; ~u) et l'angle de rotation propre est ' = (~u; ~x0) o�u~u = ~zo ^ ~z:1. D�eterminer le vecteur-vitesse de rotation instantan�ee �!
 de (S) dans lemouvement par rapport au rep�ere Rg , par ses composantes sur la baseorthonorm�ee directe (~u ; ~zo ; ~z). En d�eduire que le vecteur-vitesse de Iappartenant �a (S) est : ~vS(I) = �R _'� l _ � ~u:2. D�eterminer, par ses composantes sur la base (~u ; ~zo ; ~z), le vecteur-vitessede rotation instantan�ee de (P ) dans le mouvement par rapport au rep�ereRg. En d�eduire le vecteur-vitesse de I appartenant �a (P ).3. D�eterminer, par ses composantes sur la base (~u ; ~zo ; ~z), le vecteur deglissement de (S) par rapport �a (P ).
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Fig. 6.12 - Description du gyroscope



M�ecanique du solide 353B. Cin�etique :Dans le mouvement par rapport au rep�ere galil�een, d�eterminer, par leurscomposantes dans la base (~u ; ~zo ; ~z), successivement:1. les �el�ements de r�eduction en B du torseur cin�etique de (S) en fonction desdonn�ees, des angles d'Euler et de leurs d�eriv�ees par rapport au temps ;N.B. On utilisera les notations a et c pour les constantes d�e�nies par:a = mR2=4 +ml2 ; c = mR2=2:2. les �el�ements de r�eduction en A du torseur cin�etique de (S) en fonctiondes mêmes �el�ements ;3. les �el�ements de r�eduction en A du torseur dynamique de (S).C. Dynamique :Les seules forces donn�ees, ext�erieures �a (S), sont la pesanteur, d'acc�el�eration~g = �g ~zo (g > 0). La liaison en A est sph�erique et parfaite (liaison rotule). Laliaison en I entre (P ) et (S) est ponctuelle, de r�esultante :�!R = T~u+N ~zo:1. �Etablir, �a partir du th�eor�eme du moment dynamique en A appliqu�e �a (S),trois �equations di��erentielles du mouvement de (S), ne comportant queles donn�ees, les angles d'Euler et leurs d�eriv�ees par rapport au temps etles composantes de �!R .On suppose que le mouvement a lieu, dor�enavant, sans glissement.2. D�eduire de la relation de non-glissement en I une relation entre _', _ et!.3. Trouver alors l'expression de � , de �' et de T en fonction de d!=dt.4. Les conditions initiales (�a t = 0) du mouvement sont telles que !(0) = 0,_'(0) = 0, _ (0) = 0. Calculer _'(t) et _ (t) en fonction de !(t).5. D�eterminer N en fonction de !(t). On suppose que !(t) est une fonctioncroissante du temps pour t > 0. Montrer qu'il existe une valeur !� de!(t) pour laquelle N s'annule et calculer !�. Expliquer intuitivement cequi se passe lorsque !(t) > !�.SolutionA.1. On travaille dans le rep�ere galil�een Rg . En d�ecomposant le mouvementde (S) sur la base orthonorm�ee directe (~u ; ~zo ; ~z), il apparâ�t que :�!
 (S=Rg) = _ ~zo + _'~z :



354 Chapitre 6En appliquant la relation cin�ematique liant la vitesse du solide (S) au point Iet au point A : ~vS(I; Rg) = ~vS(A;Rg) +�!IA ^ �!
 (S=Rg);on obtient l'expression : ~vS(I; Rg) = �R _'� l _ �~ucar la vitesse du point A est nulle dans le r�ef�erentiel galil�een Rg .A.2. La même d�emarche et des notations analogues �a celles utilis�ees pr�ec�e-demment conduisent �a : �!
 (P )=(Rg) = !~zo :En appliquant la relation cin�ematique liant la vitesse du solide de la plaque(P ) au point I et au point O (qui est immobile dans le r�ef�erentiel Rg), il vient :~vP (I; Rg) = �l!~u :A.3. La vitesse de glissement de (S) par rapport �a (P ) est d�e�nie par larelation : ~vg(S=P ) = ~vS(I; Rg)� ~vP (I; Rg):En reportant les r�esultats des deux questions pr�ec�edentes, elle se met sous laforme : ~vg(S=P ) = hR _'� l( _ � !)i ~u :B.1. Par d�e�nition, les �el�ements de r�eduction du torseur cin�etique de (S)dans le r�ef�erentielRg sont le moment cin�etique de (S) en un pointN , ~LS(N;Rg)et la r�esultante cin�etique de (S) ~pS(Rg) =M~vS(G;Rg), o�u M est la massede (S) et G son barycentre. Par rapport au point B, le moment cin�etiques'exprime, grâce au th�eor�eme de K�nig, sous la forme :~LS(B;Rg) = ~LS(B;R�) +�!BG ^M~vS(G;Rg);o�u R� est le r�ef�erentiel barycentrique li�e au solide (S). Or, la barre AB estsuppos�ee sans masse. G est donc confondu avec le point B, barycentre dudisque (D), M = m et les grandeurs cin�etiques ne se rattachent plus qu'audisque (D).Dans R�, de rep�ere associ�e (B ; ~xo ; ~yo ; ~zo ), le mouvement est compos�ed'une rotation autour de l'axe � = (B;~z) �a la vitesse angulaire _'~z et d'unerotation autour de l'axe �0 = (O; ~zo) �a la vitesse angulaire _ ~zo. Les deux axes� et �0 �etant �xes, on a la relation :~LS(B;Rg) = ~LS(B;R�) = I� _'~z + I�0 _ ~zo



M�ecanique du solide 355o�u I� et I�0 sont les moments d'inertie du solide (S) respectivement par rapportaux axes � et �0.
�0�(D) B

Fig. 6.13 - Les deux axes d'inertie � et �0 du solide (S).L'axe � passant par le centre B du disque (D) �etant perpendiculaire �a (D),on a I� = mR2=2 = c.Pour le calcul de I�0 , on peut utiliser la relation 2I�0 = I� (�a d�emontrer,par exemple en s'inspirant de la question 1.a) du probl�eme 6.3.1). Cette relationest valable en n�egligeant l'�epaisseur du disque (D) devant son rayon, et conduit�a I�0 = c=2.En regroupant les di��erents termes, il vient :~LS(B;Rg) = c� _'~z + 12 _ ~zo� :La r�esultante cin�etique se calcule quant �a elle en utilisant la relation cin�e-matique entre le point G = B et le point I du solide (S) :~pS(Rg) = m~vS(B;Rg) = m �~vS(I; Rg) +�!BI ^ �!
 (S=Rg)� ;ce qui donne : ~pS(Rg) = �ml _ ~u:Les �el�ements de r�eduction du torseur cin�etique de (S) au point B sont donc :~LS(B;Rg) = c� _'~z + 12 _ ~zo� et ~pS(Rg) = �ml _ ~u :Remarque : si l'on n'utilise pas le th�eor�eme de K�nig, un calcul directdonne ~LS(B;Rg) = ZM2D ��!BM ^ ��!
 (S=Rg) ^��!BM� dmpuisque la barre AB est sans masse. Par ailleurs,��!BM ^ ��!
 (S=Rg) ^ ��!BM� = BM2�!
 (S=Rg) ����!BM ��!
 (S=Rg)���!BM;



356 Chapitre 6d'o�u ~LS(B;Rg) = c�!
 (S=Rg) + _ Z �=R�=0 Z '=2�'=0 �2�cos' sin'~u� sin2 '~zo� m�R2 � d� d'= c�!
 (S=Rg) � _ Z �=R�=0 mR2 �3 d�~zo= c ��!
 (S=Rg) � 12~zo _ �= c� _'~z + 12 _ ~zo� :B.2. Les �el�ements de r�eduction du torseur cin�etique au point A sont pard�e�nition :� ~LS(A;Rg) = ~LS(B;Rg) +�!AB ^ ~pS(Rg)� ~pS(Rg):On arrive, en utilisant le r�esultat de la question pr�ec�edente, �a l'expression des�el�ements de r�eduction du torseur cin�etique au point A :~LS(A;Rg) = c _'~z + a _ ~zo et ~pS(Rg) = �ml _ ~u :B.3. Par d�e�nition, les �el�ements de r�eduction au point A du torseur dy-namique de (S) sont le moment dynamique de (S) ~DS(A;Rg) et la r�esultantedynamique de (S) M~aS(G;Rg) o�u ~aS(G;Rg) est l'acc�el�eration au point G dusolide (S) dans Rg .Le point A �etant �xe dans le r�ef�erentiel galil�een, on a :~DS(A;Rg) =  d ~LS(A;Rg)dt !(Rg) :Avec cette derni�ere relation, on d�eduit les �el�ements de r�eduction du torseurdynamique au point A :~DS(A;Rg) = c h �'~z + _' _ ~ui+ a � ~zo ; m~aS(G;Rg) = ml h( _ )2~z � � ~ui ;car les vecteurs ~u et ~z sont des vecteurs tournants autour de l'axe (Ozo), ce quiimpose les relations 8<: d~udt = _ ~zo ^ ~u = � _ ~zd~zdt = _ ~zo ^ ~z = _ ~u:



M�ecanique du solide 357C.1. L'application du th�eor�eme du moment dynamique au point A, ausolide (S) dans le r�ef�erentiel galil�een donne :~DS(A;Rg) = �!M(A; ext) = �!M[A; poids] +�!M[A; (S)�A] +�!M[A; (S)� (P )]o�u - �!M[A; poids] est le moment en A du poids- �!M[A; (S)�A] est le moment en A des e�orts de contact de la liaison aupoint A- �!M[A; (S) � (P )] est le moment en A des e�orts de contact en I entre laplaque (P ) et le solide (S).La liaison en A est suppos�ee parfaite : il y a possibilit�e de pivotement enA sans frottements de pivotement et de roulement en A sans frottements deroulement, ce qui implique �!M[A; (S)�A] = �!0 .De même, au point de contact I entre (P ) et (S), la liaison est suppos�eeponctuelle : le roulement s'e�ectue sans frottements de roulement. On en d�eduit�!M[I; (S)� (P )] = �!0 . D'o�u :�!M[A; (S)� (P )] = �!M[I; (S)� (P )] +�!AI ^ �!R= l(N ~u� T ~zo) +RT ~z:De même, la tige AB �etant sans masse,�!M[A; poids] = �!M[B; poids]| {z }= �!0 car B=G�mgl ~u:On obtient ainsi les trois �equations di��erentielles du mouvement de (S) :c _' _ = �mgl+ l N (1)a � = �l T (2)c �' = RT (3) .C.2. L'hypoth�ese de mouvement sans glissement conduit �a ~vg(S=P ) = �!0 .D'apr�es la question A.3., on a alors la relation :_' = lR ( _ � !) : (4)C.3. La combinaison des �equations (2) et (3) de la question C.1. fournitune relation entre �' et � : Ra � + lc �' = 0: (5)



358 Chapitre 6La combinaison des �equations (4) et (5) permet d'aboutir aux relations deman-d�ees : � = l2cR2a+ l2c d!dt et �' = � alRR2a+ l2c d!dt :L'expression de T en fonction de d!=dt s'obtient alors �a partir de l'�equation(3) par exemple : T = � aclR2a+ l2c d!dt :C.4. �A l'instant initial t = 0, toutes les vitesses angulaires sont nulles. Lavitesse angulaire �etant une fonction continue en t = 0 (sinon, cela conduirait �ades acc�el�erations et donc �a des forces (( in�nies )), ce qui n'est pas acceptabled'un point de vue physique), l'int�egration des relations pr�ec�edentes conduit �a :_' = �� alRR2a+ l2c� !(t) et _ = � l2cR2a+ l2c� !(t) :C.5. D'apr�es l'�equation (1), on peut d�eterminer l'expression de N en fonc-tion de !(t) : N = mg � aR� cl!(t)R2a+ l2c�2 :Puisque !(t) est une fonction croissante de t, positive pour tout t, il existe !�tel que N = 0 pour ! = !� (a > 0 et mg > 0). L'expression pr�ec�edente de Ndonne alors l'expression de !� :!� = �l + aR2cl �rmgaR :Pour ! = !�, la composante verticale de la r�eaction du support (P ) sur lesolide (S) s'annule et change de signe. Ainsi, pour ! > !�, le solide (S) vad�ecoller du plateau, tout en continuant �a tourner sur lui-même et autour del'axe (Ozo), puisque _' 6= 0 et _ 6= 0 pour tout ! 6= 0. Le solide (S) va donc,pour ! > !�, se comporter comme une toupie : il va tourner sur lui-même etavoir un mouvement de pr�ecession autour de l'axe de (Ozo).6.3.3 Mouvement d'une planche pos�ee sur deux rouleaux ;�etude d'une persienne en m�ecanique des 
uidesUniversit�e Paris VIDur�ee : 3 hAucun document n'est autoris�e.Les (( calculettes )) sont interdites.Les deux probl�emes sont ind�ependants.



M�ecanique du solide 359Probl�eme I : M�ecanique du solide rigide (not�e sur 10)L'objet du probl�eme est d'�etudier le mouvement d'une planche parall�el�e-pip�edique (P) homog�ene, d'�epaisseur n�egligeable, pos�ee sur deux rouleaux cy-lindriques homog�enes, identiques, (C1) et (C2), reposant sur un plan (�) nonhorizontal.La premi�ere partie est consacr�ee �a une �etude cin�ematique du syst�eme lorsqueles contacts entre les rouleaux et le plan (�) d'une part, les rouleaux et laplanche (P) d'autre part, sont sans glissement : pour des conditions initialesbien choisies, on �etablira que le mouvement du syst�eme consid�er�e ne d�ependque d'une seule fonction inconnue du temps.La deuxi�eme partie est consacr�ee �a l'�etude dynamique du syst�eme plac�e dansle champ de la pesanteur : on d�eterminera la fonction du temps mentionn�ee ci-dessus et les e�orts de contact.Premi�ere Partie : Cin�ematiqueSoit (R) un rep�ere orthonorm�e direct (O ; ~x ; ~y ; ~z ) tel que (�) soit dans leplan (O ; ~x ; ~y).1. On consid�ere (Figure 6.14.A) un cylindre de r�evolution, homog�ene (C)de rayon a, de centre d'inertie C, d'axe (C; ~X ) en contact le long d'uneg�en�eratrice not�ee (�) avec le plan (�) : ~X � ~z = 0 et �!OC = x~x + y~y + a~z.(Rw) d�esigne le rep�ere (O ; ~X ; ~w ; ~z ) tel que ~w = ~z ^ ~X.On pose :{ (~x; ~X ) = (~y; ~w ) =  (t) mesur�e autour de ~z.{ (C ; ~X ; ~Y ; ~Z ) d�esigne un rep�ere orthonorm�e direct li�e �a (C).{ (~w; ~Y ) = (~z; ~Z ) = �(t) mesur�e autour de ~X.�A l'instant initial, t = 0;  = 0.a) �Ecrire la condition de roulement sans glissement pour deux points M1et M2 de (�). En d�eduire que �!
 (C=R) est colin�eaire �a ~X : on pose�!
 (C=R) = !(t) ~X. D�emontrer que !(t) = _�(t) et  (t) � 0.b) �Etablir que ~v(C=R; t) = �a!~y (on d�esigne parK le point tel que��!CK =�a~z). En d�eduire _x(t); _y(t) en fonction de !(t) et des donn�ees.2. On consid�ere deux rouleaux cylindriques (C1) et (C2) identiques au cy-lindre (C) de la question pr�ec�edente, en contact sans glissement avec (�).On pose �!OC i = xi~x+ yi~y + a~z (i = 1; 2).�A l'instant initial, t = 0; ��!OC1 = �l=2 ~y + a~z; ��!OC2 = l=2 ~y + a~z (lconstante strictement positive donn�ee) et les axes des cylindres sont pa-rall�eles �a ~x (Figure 6.14.B).Montrer que : 8<:�!
 (Ci=R; t) = !i(t) ~xxi(t) � 0 pour i = 1; 2_yi = �a!i



360 Chapitre 6
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Fig. 6.14 - D�e�nition des di��erents syst�emes �etudi�es



M�ecanique du solide 3613. Soit (P) une planche parall�el�epip�edique homog�ene, d'�epaisseur n�egligea-ble, de longueur 2l, de centre d'inertie G, en contact sans glissement avecles rouleaux introduits en 2.. On note J1 et J2 les points g�eom�etriquestels que ��!C1J1 = ��!C2J2 = a~z et I1 et I2, les points g�eom�etriques tels que��!C1I1 = ��!C2I2 = �a~z.Soit R�(G ; ~X� ; ~Y � ; ~z) un rep�ere orthonorm�e direct li�e �a P .On pose :{ (~x ; ~X�) = (~y ; ~Y �) =  �(t) mesur�e autour de ~z.{ �!OG = �(t)~x + �(t)~y + 2a~z�A l'instant initial, t = 0; �!OG = 2a~z;  � = 0 (Figure 6.14.C) et lesdonn�ees du 2. sont valables.a) Montrer que le roulement sans glissement entre (P) et (C1) d'une part,entre (P) et (C2) d'autre part impose : �!
 (P=R) = �!0 (on pourra uti-liser les r�esultats des questions pr�ec�edentes pour �etablir ce r�esultat).b) Calculer ~v(Ji � Ci; Ci=P ; t) (i = 1; 2).En d�eduire : � _�(t) = �2a!i(t)�(t) � 0c) Montrer que � y1(t) = �(t)=2� l=2y2(t) = �(t)=2 + l=2d) Montrer ��!J1G = (l=2 + �=2) ~y et ��!J2G = (�l=2+ �=2) ~y. Quelle conclu-sion vous inspirent les r�esultats obtenus?Deuxi�eme Partie : DynamiqueDans cette partie, les cylindres (C1) et (C2) de même masse m et la planche(P) de masse M sont pesants. Soit ~z0 le vecteur unitaire de la verticale as-cendante : ~g = �g~z0 est l'acc�el�eration de la pesanteur. Le plan (�) est un planinclin�e, on pose : ~z0 = � sin�~y + cos�~z (0 < � < �=2 ; � = constante). Lerep�ere (R) d�ej�a introduit est suppos�e galil�een.�A l'instant initial, (Figure 6.14.D) les donn�ees en position sont celles de lapartie cin�ematique et toutes les vitesses initiales sont nulles.On sch�ematise les e�orts de contact de (�) sur (Ci) par un glisseur (Gi) demoment nul en Ii, de r�esultante �!Ri = Xi ~x+ Yi ~y +Ni ~z (i = 1; 2).On sch�ematise les e�orts de contact de (P) sur (Ci) par un glisseur (G�i ) demoment nul en Ji, de r�esultante �!Ri� = X�i ~x+ Y �i ~y +N�i ~z (i = 1; 2) .1.a) Appliquer le th�eor�eme de la r�esultante dynamique �a (P) et en d�eduire 3�equations scalaires (en projetant sur ~x ; ~y ; ~z). On notera (E) l'�equationcontenant ��.b) Appliquer le th�eor�eme du moment cin�etique en G �a (P).c) En combinant les r�esultats pr�ec�edents, calculer X�i , N�i en fonction de� et des donn�ees.



362 Chapitre 62. Appliquer le th�eor�eme de la r�esultante dynamique �a (Ci) et en d�eduireNi, Xi en fonction des donn�ees et une �equation contenant �� not�ee (Ei).3. Appliquer le th�eor�eme du moment cin�etique �a (Ci) en Ci et en d�eduireune �equation contenant �� not�ee (Fi).4. En combinant les �equations (E), (E1), (E2), (F1), (F2) calculer �� enfonction des donn�ees et en d�eduire � en fonction du temps.5. Achever la d�etermination des e�orts de contact introduits.6. Aurait-on pu obtenir plus rapidement le r�esultat du 4.?Nota Bene On rappelle que le moment d'inertie d'un cylindre de r�evolutionhomog�ene, de rayon a, de masse m, par rapport �a son axe de r�evolution estI = ma2=2.Probl�eme II : M�ecanique des 
uides (not�e sur 10)On consid�ere une (( persienne )) constitu�ee d'un grand nombre de plaquesplanes Pn ; n = �1;�2; : : :, parall�eles, normales au vecteur unitaire ~y, se d�e-duisant les unes des autres par la translation T de vecteur h~y, h �etant uneconstante positive (Figure 6.15.A). Ces plaques ont pour largeur a et pourlongueur b avec b tr�es grand par rapport �a a (b� a).Le rep�ere orthonorm�e direct (O ; ~x ; ~y ; ~z ) est choisi de sorte que O soit lecentre de sym�etrie de la plaque P0 et que le plan (O ; ~x ; ~y) coupe la plaque Pnselon un segment Pn (Figure 6.15.B) d'�equations :8<: z = 0y = nh n = �1;�2; : : :�a=2 � x � a=2On suppose qu'�a travers la persienne s'�ecoule un 
uide parfait, incompressible,de masse volumique � constante, dont le mouvement est plan dans le plan(O ; ~x ; ~y) et stationnaire. Le 
uide est suppos�e non pesant.On suppose que tr�es loin en amont (x! �1) l'�ecoulement est uniforme devitesse �!V 1 = U1(~x + tan�1 ~y), et que tr�es loin en aval (x! +1) l'�ecoulementest �egalement uniforme de vitesse �!V 2 = U2(~x+ tan�2 ~y). On suppose que lespressions en amont et en aval sont aussi uniformes, de valeurs respectives p1 etp2. On admet que toute grandeur attach�ee �a l'�ecoulement (pression, composan-tes de la vitesse, ...) est une fonction de x et de y, la d�ependance en y �etant dep�eriode h.On aura �a consid�erer dans la suite un domaine plan �L admettant pourfronti�eres, d'une part le pro�l de persienne P0, et d'autre part une courbeferm�ee 
L constitu�ee de deux arcs rectilignesM 01M 02 et M1M2, le premier �etantd�eduit du second par la translation T , et de deux segments rectilignesM1M 01 et
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364 Chapitre 6M2M 02 d'abscisses x1 = �L et x2 = +L, L �etant une longueur arbitrairementgrande (Figure 6.15.C).On note VL le volume parall�el�epip�edique cylindrique de g�en�eratrices paral-l�eles �a (O; ~z ), de section droite le domaine plan �L et limit�e par les deux plansz = �H=2 et z = H=2 (H > b). En�n on note SL la surface limitant VL (Figure6.15.D).1. Pour l'�ecoulement stationnaire du 
uide d�e�ni dans l'�enonc�e, �ecrire sousforme vectorielle l'�equation d'Euler traduisant la loi fondamentale dela dynamique, puis d�emontrer le th�eor�eme de Bernouilli. On admettraque pour toute quantit�e scalaire Q d�e�nie dans l'espace de l'�ecoulement,l'�equation ~u � ��!gradQ = 0 signi�e que Q est constante le long des lignes decourant.Appliquer ce th�eor�eme et en d�eduire une relation entre les grandeurs del'amont, celles de l'aval et la masse volumique �.2. Soit f(x; y) une fonction p�eriodique en y de p�eriode h. V�eri�er queZM1M2 f(x; y)ds = ZM 01M 02 f(x0; y0)ds0o�u s et s0 sont respectivement les abscisses curvilignes le long de M1M2et de M 01M 02.3. Calculer le 
ux de masse �a travers la surface SL et montrer que U1 = U2.Dans la suite on d�esignera par U cette valeur commune.4. On note �!F = Fx ~x+Fy ~y la r�esultante des e�orts exerc�es par le 
uide surla partie de la persienne P0 int�erieure �a VL (pour des raisons de sym�etrieil n'y a pas de composante Fz sur ~z ).En appliquant le th�eor�eme du bilan global de quantit�e de mouvement(partie r�esultante) au 
uide contenu dans VL, montrer que le calcul de �!Fse ram�ene �a celui d'int�egrales curvilignes sur M1M 01 et M2M 02.5. Montrer que les composantes Fx et Fy s'expriment �a l'aide de h, H , U ,�1, �2 et naturellement de la masse volumique �.6. Montrer que la force �!F est orthogonale au vecteur�!V m = 12 (�!V 1 +�!V 2):Repr�esenter sur une même �gure les vitesses �!V 1, �!V 2, �!V m et la force�!F . Quel est l'e�et de la force �!F ?



M�ecanique du solide 365RAPPEL : ~nDtDDT ZDt ��!U dv = ZDt @@t(��!U )dv + ZSt ��!U (�!U :~n)dS St
SolutionProbl�eme IPremi�ere Partie1.a) Soient M1 et M2 deux points de (�). La condition de roulement sansglissement du rouleau (C) par rapport au plan (�) impose :~vg(C=�) = �!0 :Comme le plan (�) est immobile dans le r�ef�erentiel galil�een R, on peut �ecrire :~vC(M1;R) = �!0 = ~vC(M2;R) ;o�u la notation ~vS(M;R) d�esigne la vitesse du point M appartenant au so-lide S dans le r�ef�erentiel R. On en d�eduit, en utilisant la relation du torseurcin�ematique liant les points M1 et M2 du rouleau :�!0 = ~vC(M1;R) = ~vC(M2;R)| {z }�!0 + ����!M1M2| {z }(M1M2)�!X ^�!
 (C=R);d'o�u : �!X ^ �!
 (C=R) = �!0 :Par cons�equent, �!
 (C=R) est colin�eaire �a �!X .On peut poser �!
 (C=R) = !(t)�!X . Or, d'apr�es les notations utilis�ees, on aaussi �!
 (C=R) = _ ~z + _� ~X, ce qui conduit �a :� _� = !(t) (t) = 0car _ = 0 et  (t = 0) = 0 d'apr�es les conditions initiales.1.b) Le point C est le centre d'inertie du rouleau (C) consid�er�e. La relationdu torseur cin�ematique, pour les points C et K du rouleau, donne :~vC(C;R) = ~vC(K;R) +��!CK ^ �!
 (C=R):



366 Chapitre 6Or, le roulement a lieu sans glissement, ce qui signi�e que ~vC(K;R) = �!0puisque le point K appartient �a la g�en�eratrice (�). On peut donc �ecrire~vC(C;R) = �a!(t)~z ^ �!X ;ce qui conduit �nalement �a :~vC(C;R) = �a!(t)~y :~v(C;R) s'exprime, en fonction des variables du probl�eme, sous la forme :~vC(C;R) = _x ~x+ _y ~y:On en d�eduit : � _x = 0_y = �a!(t) :2. Un raisonnement analogue �a celui de la question pr�ec�edente donne, pourchaque rouleau Ci : ��!
 (Ci=R) = !i(t)~x_yi = �a!i(t) :On a �egalement la relation _xi = 0, qui s'�ecrit, en vertu des conditions ini-tiales : xi = 0 .3.a) Supposons que le mouvement de la planche (P) et des deux rouleaux(Ci) s'e�ectue sans glissement, ce qui se traduit math�ematiquement par :~vg(P=Ci) = �!0 :En introduisant les points g�eom�etriques Ji, on peut �ecrire la relation pr�ec�edentesous la forme : ~vCi(Ji;R) = ~vP (Ji;R):La relation du torseur cin�ematique pour le rouleau Ci donne :~vP(Ji;R) = ~vCi(Ji;R) = ~vCi(Ci;R)| {z }�a!i~y +��!JiCi ^ �!
 (Ci=R) = �2a!i~y:De même en ce qui concerne la planche (P)~vP (J1;R) = ~vP (J2;R) +��!J1J2 ^ �!
 (P=R):Puisque ~vP(Ji;R) et ��!J1J2 sont colin�eaires �a ~y, il vient :��!J1J2 ^ �!
 (P=R) = �!0 :Par ailleurs, la planche reste en contact avec les rouleaux, ce qui astreint sonvecteur rotation �a être suivant ~z uniquement. Par cons�equent :�!
 (P=R) = �!0 :



M�ecanique du solide 367On a ~vP(J1;R) = ~vP(J2;R), ce qui permet de trouver une relation suppl�emen-taire : !1 = !2 , qui sera utilis�ee de fa�con implicite �a la question suivante.3.b) La planche (P) et le rouleau (Ci) sont en contact sans glissement. Ona donc : (~vC1(J1;P) = �!0~vC2(J2;P) = �!0 :De plus, ~vP (G;R) = ~vP (J1;R) +�!
 (P=R) ^ ��!J1G = ~vP(J1;R):D'apr�es les calculs e�ectu�es �a la question 3.a), il s'ensuit que~vP (G;R) = �2a!i~y = ddt ��!OG�R :Compte tenu de la condition initiale � = 0 nous en d�eduisons :� � = 0_�(t) = �2a!(t)o�u on a pos�e !1(t) = !(t) = !2(t).3.c) D'apr�es la question 2., on a _yi = �a!. �A l'aide de la question pr�ec�e-dente, on en d�eduit la relation : _y1 = _�2 = _y2:Avec comme conditions initiales�(t = 0) = 0; y1(t = 0) = �l=2; y2(t = 0) = l=2;l'int�egration de ces deux �equations conduit �a :8><>: y1 = �(t)2 � l=2y2 = �(t)2 + l=2 :3.d) On peut �ecrire par exemple :��!JiG = ��!JiCi +��!CiO +�!OGpour i = 1; 2, ce qui permet d'obtenir :8><>:��!J1G = � l2 + �2� ~y��!J2G = �� l2 + �2� ~y :On constate que ��!J1J2 = l~y d'o�u l'on conclut :les deux rouleaux (C1) et (C2) restent �a une distance constante lau cours du mouvement du syst�eme.



368 Chapitre 6Deuxi�eme Partie1.a) La planche (P) est soumise �a son poidsM~g et aux e�orts de contact�!R �iavec chacun des deux rouleaux (Ci). Le principe fondamental de la dynamique,appliqu�e �a la planche (P) dans le r�ef�erentiel R suppos�e galil�een, donne :M 0@d2�!OGdt2 1AR =M~g ��!R �1 ��!R �2:D'apr�es la question 3. de l'�etude cin�ematique, on a :�!OG = �~y + 2a~z:On en d�eduit par projection sur les axes ~x; ~y; ~z, les �equations :M �� = Mg sin�� Y �1 � Y �2 (E)0 = X�1 +X�2 (1)0 = Mg cos�+N�1 +N�2 (2) :1.b) Le th�eor�eme du moment cin�etique, appliqu�e au point G et �a la planche(P) dans le r�ef�erentiel R suppos�e galil�een, donne :ddt ��!L P(G;R)�R = �!Mpoids(G) +�!M(�~R�1)(G) +�!M(�~R�2)(G):Or, �!Mpoids(G) = �!0 puisque G est le centre d'inertie de la planche (P).Les e�orts de contact de (P) sur (Ci) sont mod�elis�es par un glisseur demoment nul en Ji, d'o�u :�!M(�~R�i )(G) = �!M(�~R�i )(Ji)| {z }=�!0 +��!GJi ^ (��!R �i ):Le calcul du moment cin�etique �!L P(G;R) peut être men�e en utilisant le th�eo-r�eme de K�nig entre les r�ef�erentiels R et R� :�!L P(G;R) = �!L P(R�) + �!GG|{z}=�!0 ^M~vP(G;R):Or, la planche (P) est immobile dans le r�ef�erentiel R�. On a donc :�!L P(G;R) = �!0 ;ce qui permet d'�ecrire le th�eor�eme du moment cin�etique sous la forme :��!GJ1 ^ �!R �1 +��!GJ2 ^ �!R �2 = �!0 :



M�ecanique du solide 369En d�eveloppant cette expression sur les axes ~x; ~y; ~z, on arrive �a(l=2 + �=2)N�1 = (l=2� �=2)N�2 (3)(l=2 + �=2)X�1 = (l=2� �=2)X�2 (4) :1.c) La combinaison des �equations (1) et (4) donne :X�1 = 0 = X�2 :Les �equations (2) et (3) permettent quant �a elles d'�ecrire :8><>:N�1 = (�� l)Mg cos�2lN�2 = �(�+ l)Mg cos�2l :2. Chaque rouleau Ci est soumis �a son poids m~g et aux actions de contact�!R �i de la planche et �!R i du plan (�). On peut �ecrire, en appliquant le th�eo-r�eme de la r�esultante dynamique au rouleau (Ci) dans le r�ef�erentiel R suppos�egalil�een : m0@d2��!OCidt2 1AR = m~g +�!R i +�!R �i :En projetant sur les axes ~x; ~y; ~z, on obtient :m ��2 = mg sin�+ Yi + Y �i (Ei)m �xi = Xi +X�i0 = �mg cos�+Ni +N�i :En utilisant les r�esultats de la question pr�ec�edente et de la question 2. de l'�etudecin�ematique, on trouve �nalement8>>>>>><>>>>>>:X1 = 0X2 = 0N1 = g cos� �m�M (�� l)2l �N2 = g cos� �m+M (�+ l)2l � :3. Le th�eor�eme du moment cin�etique appliqu�e au rouleau (Ci) au point Cidans le r�ef�erentiel R galil�een s'�ecrit :ddt ��!L Ci(Ci;R)�R = �!Mpoids(Ci)| {z }=�!0 +�!M(~R�i )(Ci) +�!M(~Ri)(Ci):car Ci est le centre d'inertie du rouleau (Ci).



370 Chapitre 6Le moment cin�etique �!L Ci(Ci;R) peut se calculer comme �a la question 1.b),en utilisant le th�eor�eme de K�nig et en remarquant que dans le r�ef�erentielbarycentrique attach�e au rouleau (Ci), le mouvement est une rotation autourde l'axe �xe �i = (Ci; ~x ) �a la vitesse !i :�!L Ci(Ci;R) = I �!!i = ma22 !i~x:L'expression des moments des actions de contact au point Ci est obtenuecomme �a la question 1.b), en introduisant les points Ji et Ii :ddt �ma22 !i�R ~x = ��!CiJi ^ �!R �i +��!CiIi ^ �!R i:D'apr�es les questions 2. et 3.c) de l'�etude cin�ematique, on a les relations :!i = � _yia = � _�2a ;ce qui permet, apr�es projection sur les axes ~x; ~y; ~z, d'obtenir :m4 �� = Y �i � Yi (Fi) :On remarque que l'une des �equations obtenues apr�es la projection redonne larelation X�i = Xi, ces quantit�es �etant nulles d'apr�es la question 1.c.4. On a d�esormais �a notre disposition 5 �equations :8><>:M �� = Mg sin�� Y �1 � Y �2 (E)m��2 = mg sin�+ Yi + Y �i (Ei) i = 1; 2m��4 = Y �i � Yi (Fi) i = 1; 2et cinq inconnues �a d�eterminer : ��, Y1; Y2; Y �1 et Y �2 . Les combinaisons (E1)+(F1) et (E2) + (F2) permettent de d�eterminer une expression de Y �1 + Y �2 enfonction de ��. L'utilisation de cette expression dans l'�equation (E) conduit �a :�� = 4(M +m)4M + 3m g sin� :Puisqu'�a t = 0, _� = 0 et � = 0, on obtient par int�egration :� = 2(M +m)4M + 3m (g sin�)t2 :5. La d�etermination compl�ete des e�orts de contact s'e�ectue en rempla�cant�� par son expression dans les di��erentes �equations de la question 4.. On trouve



M�ecanique du solide 371en d�e�nitive : 8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

X1 = 0 = X2X�1 = 0 = X�2Y1 = �mg sin�3m+ 4M �m+ 3M2 � = Y2Y �1 = �mg sin�2(3m+ 4M) = Y �2N1 = g cos� �m�M (�� l)2l �N2 = g cos� �m+M (�+ l)2l �N�1 = (�� l)Mg cos�2lN�2 = �(�+ l)Mg cos�2l6. D'apr�es l'�etude cin�ematique men�ee dans la premi�ere partie, le probl�eme�etudi�e ne comporte qu'un seul degr�e de libert�e : la seule donn�ee de �(t) (d�e�nipar �!OG = �(t)~y + 2a~z) su�t pour connâ�tre le mouvement du syst�eme (S),compos�e de la planche (P) et des deux rouleaux (C1) et (C2). Il est alors tentantd'appliquer le th�eor�eme de l'�energie cin�etique dans un r�ef�erentiel (R0) :dEc(R0)dt = P(R0)int + P(R0)ext ;car ce th�eor�eme est particuli�erement e�cace dans le cas de syst�emes, mêmecomplexes, ne comportant qu'un seul degr�e de libert�e. Cependant, il faut choisirconvenablement le r�ef�erentiel (R0) et le syst�eme auquel on applique le th�eor�eme,a�n de s'a�ranchir du calcul des puissances des forces inconnues (ici les actionsde contact).Un premier syst�eme serait la planche (P) seule dans le r�ef�erentiel R. Onconstate cependant en �ecrivant les di��erentes puissances mises en jeu qu'il estn�ec�essaire de connâ�tre les actions de contact �!R �i entre la planche et les deuxrouleaux.On peut alors consid�erer le syst�eme (S) d�e�ni pr�ec�edemment. Les forcesext�erieures �a (S) sont le poids et les actions de contact entre les rouleaux etle plan (�). Les forces int�erieures au syst�eme sont les actions de contact dela planche sur les rouleaux, et des rouleaux sur la planche, dont la puissancen'est a priori pas nulle. Le th�eor�eme de l'�energie cin�etique, appliqu�e dans ler�ef�erentiel galil�een R �a (S) a pour expression :dEc(R)dt = P(R)int + P(R)ext= P(R)P$C1 + P(R)P$C2 + P(R)�!C1 + P(R)�!C2 + P(R)poids:



372 Chapitre 6Les hypoth�eses de contact sans glissement et de moment des e�orts de contactnul au point de contact (cette derni�ere hypoth�ese �etant �equivalente �a la possi-bilit�e de roulement sans frottement de roulement) permettent d'�ecrire :P(R)P$C1 = �!R �1 � ~vg(C1=P)| {z }�!0 +�!M�1(J1)| {z }�!0 ��!
 (C1=P) = �!0P(R)P$C2 = �!R �2 � ~vg(C2=P)| {z }�!0 +�!M�2(J2)| {z }�!0 ��!
 (C2=P) = �!0P(R)�!C1 = �!R 1 � ~vC1(I1;R)| {z }�!0 +�!M 1(I1)| {z }�!0 ��!
 (C1=R) = �!0P(R)�!C2 = �!R 2 � ~vC2(I2;R)| {z }�!0 +�!M 2(I2)| {z }�!0 ��!
 (C2=R) = �!0 :Le th�eor�eme de l'�energie cin�etique se r�esume ainsi �a :dEc(R)dt = P(R)poids;ce qui va nous permettre de retrouver de fa�con plus simple le r�esultat de laquestion 4..Le calcul de l'�energie cin�etique du syst�eme peut s'e�ectuer par :Ec(R) = 12M( _�)2 +Ec(R)C1 +Ec(R)C2 :En utilisant le th�eor�eme de K�nig, on obtient :Ec(R)Ci = 12m( _yi)2 +Ec(R�i )Cio�u R�i est le r�ef�erentiel barycentrique attach�e au rouleau (Ci). Dans son r�e-f�erentiel barycentrique, le mouvement du rouleau (Ci) est un mouvement derotation autour de l'axe �xe �i = (Ci; ~x ) �a la vitesse angulaire !i. On a donc :Ec(R)Ci = 12m( _yi)2 + 12I!2i = 12(I +ma2)!2i = 3ma24 !2d'apr�es la relation _yi = �a! d�eduite de la partie cin�ematique. En utilisant deplus la relation _� = �2a! provenant de la question 3.b) de la premi�ere partie,il vient : Ec(R) = 4M + 3m8 ( _�)2:Quant �a la puissance du poids, on peut la d�eterminer en d�ecomposant lesyst�eme en ses di��erents �el�ements :P(R)poids = M~g � ~vP(G;R) +m~g � ~vC1(C1;R) +m~g � ~vC2(C2;R)



M�ecanique du solide 373= g sin� _� [M +m] :L'application du th�eor�eme de l'�energie cin�etique permet d'�ecrire, en simpli�antmembre �a membre par _� qui est non nul au cours du mouvement :�� = 4g sin�(M +m)4M + 3m :Remarque : on aurait pu �egalement calculer l'�energie cin�etique de cha-cun des deux rouleaux en utilisant le mouvement h�elico��dal tangent de chaquerouleau, qui est une rotation d'axe �xe (Ii; ~x ) et de vitesse angulaire !i. L'ex-pression du moment d'inertie par rapport �a cet axe peut être obtenue grâce auth�eor�eme d'Huyggens �a partir du moment d'inertie par rapport �a �i que l'onconnâ�t. Cette remarque est d'ailleurs valable pour l'ensemble des calculs des�el�ements cin�etiques des rouleaux e�ectu�es dans ce probl�eme.Probl�eme II1. Dans le cas le plus g�en�eral, l'�equation d'Euler s'�ecrit :� �@~v@t +�~v � �!r�~v� = ���!grad p+�!F extpour un 
uide de masse volumique � soumis �a des forces ext�erieures de r�esul-tante �!F ext. L'op�erateur gradient est not�e indi��eremment ��!grad ou �!r . Dansle cas qui nous int�eresse, le 
uide est suppos�e non pesant et n'est soumis �aaucune force ext�erieure ; on se place de plus en r�egime stationnaire. L'�equationd'Euler se met alors sous la forme :��~v � �!r�~v = ���!grad p:Le 
uide consid�er�e �etant incompressible, sa densit�e est constante, ce qui permetd'�ecrire : �~v � �!r�~v = ���!grad �p�� :La d�emonstration du th�eor�eme de Bernouilli n�ecessite l'utilisation de la for-mule d'analyse vectorielle :�~v � �!r�~v = 12��!grad (~v2) + ��!rot~v� ^ ~vqui permet d'exprimer l'�equation d'Euler sous la forme :��!grad �~v22 + p��+ ��!rot~v� ^ ~v = �!0 :



374 Chapitre 6Comme ~v ? h��!rot~v� ^ ~v i, nous pouvons aussi �ecrire :~v � ��!grad �~v22 + p�� = 0;d'o�u la forme usuelle de la relation de Bernouilli :�~v22 + p = constante le long d'une ligne de courant :L'application du th�eor�eme de Bernouilli n�ecessite de choisir une ligne decourant dans l'�ecoulement consid�er�e. Dans le cas qui nous int�eresse, on peutchoisir n'importe quelle ligne de courant joignant la zone (x! �1) en amontde la persienne �a la zone (x ! +1) en aval de la persienne. Pour cette lignede courant, le th�eor�eme de Bernouilli donne :��!V 212 + p1 = ��!V 222 + p2ce qui peut encore s'�ecrire, en fonction des donn�ees du probl�eme :�U212 (1 + tan2 �1) + p1 = �U222 (1 + tan2 �2) + p2 :2. En e�ectuant le changement de variables x0 = x et y0 = y + h, il vient :ZM1M2 f(x; y) ds = ZM 01M 02 f(x0; y0 � h) ds0;avec (ds0)2 = (dx0)2+(dy0)2 = dx2+dy2 = ds2. La fonction f �etant p�eriodiqueen y de p�eriode h, on a :ZM1M2 f(x; y) ds = ZM 01M 02 f(x0; y0) ds0avec les mêmes sens d'orientation pour les arcs M1M2 et M 01M 02.3. Soit �m le 
ux de masse �a travers SL. Il s'�ecrit, par d�e�nition :�m =
ZZSL ��!V � �!dS =
ZZSL ��!V � ~n dSo�u ~n est orient�e vers l'ext�erieur de la surface SL, le vecteur ��!V �etant le vecteurdensit�e de courant de masse.En d�eveloppant l'int�egrale pr�ec�edente conform�ement aux notations des �-gures 6.15.C et 6.15.D, on a :�m = Z z=H=2z=�H=2 dz Z
L ��!V � ~n ds = Z H=2�H=2 �dz �ZM1M2 �!V � ~n1 ds1



M�ecanique du solide 375+ ZM2M 02 �!V � ~n2 ds2 + ZM 02M 01 �!V � ~n3 ds3 + ZM 01M1 �!V � ~n4 ds4#o�u ~ni; i = 1; 2; 3; 4 est un vecteur unitaire perpendiculaire �a l'arc d'int�egrationconsid�er�e, dirig�e vers l'ext�erieur de SL. dsi est orient�e positivement selon lesconventions de la �gure 6.16 (~n2 et ~n4 sont parall�eles �a Ox).
OM1M 01 M2M 02P�1

P1 x
y ~n2s2~n1s4~n4 s1 s3P0~n3

Fig. 6.16 - Les orientations des vecteurs unitaires ~ni et des abscisses curvi-lignes le long de la courbe 
L.Les grandeurs consid�er�ees sont toutes p�eriodiques en y de p�eriode h, d'o�u :ZM1M2 �!V � ~n1 ds1 + ZM 02M 01 �!V � ~n3|{z}= �~n1 ds3 = ZM1M2 V? ds1� ZM 02M 01 V? ds3|{z}= �ds1= ZM1M2 V? ds1 � ZM 01M 02 V? ds1= 0d'apr�es la question 2..De plus, L est une longueur tr�es grande devant toutes les autres longueursdu probl�eme. On peut alors consid�erer que l'on a :( sur l'arc M2M 02, �!V ' �!V 2sur l'arc M 01M1, �!V ' �!V 1:Ainsi, �m = Z H=2�H=2 �dz ZM2M 02 V2xds2 + Z H=2�H=2 �dz ZM 01M1(�V1x)ds4puisque le long de l'arc M2M 02, ~n2 = ~ex et le long de l'arcM 01M1, ~n4 = �~ex, lesgrandeurs ds2 et ds4 �etant orient�ees conform�ement �a la �gure 6.16. Le 
ux de



376 Chapitre 6masse �a travers SL s'�ecrit donc :�m = Hh�(U2 � U1) :En r�egime stationnaire, la conservation de la masse contenue dans le volumeVL entour�e par SL, impose la relation :0 = dmdt = �m;o�u m est la masse de 
uide contenue dans le volume VL. On en d�eduit :U1 = U = U2 :4. Les forces ressenties par le 
uide contenu dans VL sont ��!F exerc�ee parla persienne P0 et �p�!dS sur chaque �el�ement de surface dS de SL. Ce dernierterme r�esulte des forces de pression exerc�ees par le 
uide ext�erieur sur le 
uideint�erieur au volume VL avec �!dS orient�e vers l'ext�erieur du volume VL.Le th�eor�eme du bilan global de quantit�e de mouvement, appliqu�e au 
uidecontenu dans VL, donne :DDt �ZZZVL ��!V d�� = ��!F +
ZZSL �p�!dS:Or, d'apr�es le rappel, on a, en r�egime permanent :DDt �ZZZVL ��!V d�� = ZZZVL @@t ���!V �| {z }= �!0 +
ZZSL ��!V ��!V � ~n� dSce qui conduit �a l'expression de �!F :�!F = �
ZZSL ��!V ��!V � ~n� dS �
ZZSL p dS ~no�u ~n est orient�e vers l'ext�erieur du volume VL.Le calcul des di��erents termes s'e�ectue selon une m�ethode analogue �a celleutilis�ee �a la question 3. :� 
ZZSL ��!V (�!V � ~n) dS = Z H=2�H=2 dz "ZM1M2 ��!V (�!V � ~n1) ds1 ZM2M 02 ��!V(�!V � ~n2) ds2 + ZM 02M 01 ��!V (�!V � ~n3) ds3 + ZM 01M1 ��!V (�!V � ~n4) ds4#avec les orientations de la �gure 6.16. Cette expression se simpli�e com-posante par composante pour les mêmes raisons qu'�a la question 3., cequi permet d'�ecrire :
ZZSL ��!V (�!V �~n)dS =�H "ZM2M 02 �!V (�!V � ~ex)ds2 + ZM 01M1 �!V (�!V � (�~ex))ds4#
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ZZSL p dS~n = Z H=2�H=2 dz "ZM1M2 p~n1 ds1 + ZM2M 02 p~n2 ds2+ ZM 02M 01 p~n3 ds3 + ZM 01M1 p~n4 ds4# :Cette expression se simpli�e �egalement par un traitement analogue �a celuide la question 3. :
ZZSL p dS~n = H "ZM2M 02 p~ex ds2 � ZM 01M1 p~ex ds4# :En regroupant �nalement les di��erents termes, il vient :�!F = ZM 01M1 H �p~ex + ��!V (�!V � ~ex)� ds4 � ZM2M 02 H �p~ex + ��!V (�!V � ~ex)� ds2 :5. On peut consid�erer, comme �a la question 3., que( sur l'arc M 01M1, �!V ' �!V 1 et p ' p1sur l'arc M2M 02, �!V ' �!V 2 et p ' p2:Par projection sur ~ex et ~ey de la relation obtenue �a la question pr�ec�edente, eten utilisant l'expression de la quantit�e (p2�p1) d�eduite la question 1., il vient :8<:Fx = �HhU22 �tan2 �2 � tan2 �1�Fy = �HhU2 (tan�1 � tan�2)On peut s'�etonner de trouver que la force d�epend de H qui est le côt�e a prioriarbitraire du volume de contrôle VL. Le probl�eme vient de ce que l'on a sup-pos�e �a la question 4. que les int�egrales curvilignes sur M1M 01 et M2M 02 sontinvariantes par translation d'axe z. Cela n'est correct que pour H ' b (avectoujours H > b), c'est-�a-dire H � b � H . Dans ces conditions, F d�ependlin�eairement de H , c'est-�a-dire de b.6. Le vecteur �!V m = (1=2) (�!V 1 +�!V 2) a pour composantes sur la base ~exet ~ey : 8<:Vmx = 12(U1 + U2) = UVmy = U2 (tan�1 + tan�2):Le calcul du produit scalaire �!F � �!V m montre que �!F est bien orthogonale �a�!V m.
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Fig. 6.17 - Les directions des vitesses ~V1, ~V2, ~Vm et de la force ~FL'e�et de la force �!F est de fermer la persienne, c'est-�a-dire de positionnerles plaques Pn perpendiculairement �a la direction moyenne de l'�ecoulementdu 
uide, ce qui correspond bien au rôle protecteur d'une persienne. En touterigueur, il faudrait calculer le moment des forces plutôt que la r�esultante�!F pourpouvoir conclure quant au rôle protecteur des persiennes: : :


