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W. Doeblin

1)
Recherches sur I'équation de Kolmogoroff {)

Définition de I'’équation de Kolmogoroff

Considérons une particule mobile se mouvant aléatoirement sur la droite (ou sur un segment
de droite). Supposons qu'il existe une probabihtér, y; s,t) bien définie pour que la particule
se trouvant a l'instant dans la position: se trouve a l'instant (> s) a gauche deg, probabilité
indépendante du mouvement antérieur de la particule. Nous suppog&rans s,t) mesurable
(B) par rapport a, s ett et solution de I'’équation fonctionnelle

+oo
F(way;&t):/ F(z,y;u,t)dF.(z, z; 5, u).

— 00

Nous supposons de plus que les limites suivantes existent (sauf pour certains points « singu-
liers » variant d’une facon continue avec le temps et en nombre fini dans tout intervalle fini)

Q) lim L

t—st— 8

/ ) \<1(y —z)dF(x,y;s,t) =a(z,s)

(}) cf.C. R. 1938.

Note delarédaction : on a préservé la numérotation des pages et des paragraphes telle qu’elle figure d:
le manuscrit, les pages sont insérées en encadré et sont indiquées en italique entre pafEn(@gsets.
Bien entendu, les notes de bas de page sont celles de Doeblin.
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W. Doeblin

(2)
. 1 2 2
2 lim (y —2)*dF(z,y;s,t) =0 (x,s),
t—sst— s _
ly—z|<1
3) %im dF(z,y;s,t) =o(t — s), quelque soity.
T ly—x[>n

Si x est un point singulier a I'instant, on a seulement (3). Nous supposons que les limites (1)
et (2) ont lieu uniformément et quez, s) et o?(z, s) sont continues par rapportaet s en tout
intervalle fini ne contenant pas de points singuliers, (3) ayant lieu uniformément par rapport a
Nous supposons de plus qu'on a

lim lim [1—F(z,y;s,t)](t—s)""=0

t—s r—o00

lim lim  F(z,y;s,t)(t—s)"'=0

t—s r——o00

Si toutes ces conditions sont satisfaites nous disons que le mouvement est régulier. Nous
n'envisagerons que des mouvements réguliers.

2) La position de la particule & l'instastsera dénoté& (s). SoitY (s) = X (s)/(1 4| X (s)]).
PROPOSITIONI. — La fonctionY (t) est presque-srement continé(¢) pas nécessairement

Remarque— L'énoncé doit étre compris de la fagon suivant&s) étant donné,
S(t1,ta,...,t,) étantun ensemble

3)

fini d'instants de(s,t), la probabilité pour qu’il existe un couple d'instar(ts,¢;) de S avec
[t —t;| <ecet|Y(t;) —Y(t;)| > est<n(e, e, s,t) quelque soit I'ensemble firfi, n(e,<’, s,t)
tendant ver$), sic — 0. [n(e, ', Y (s),t), Y(s) rayd

Démonstration— Nous allons prouver qu'on a
Pri{lY(t)-Y(t')|>¢e/2} <A’ —1t)

quel que soitY(t) si |t — t| < n, n pouvant étre pris arbitrairement petitAiest suffisamment
petit, la proposition en découlera en vertu d'un raisonnement bien connu. Or par hypothése

lim Tm [1- F(z,y,tt)]({ —t) =0

t'—t T—00
et nous supposons que cette limite a lieu uniformément par rappdPranons

Yy 9

]_——:
1+y 2
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Sur I’équation de Kolmogoroff

nous pouvons prendreet A’ tel que silt’ — ¢t| < A’ on ait
F(—JZ, -Y, t7tl) +1-— F(.Ii,y, tvtl) < A/(tl - f)

siz >7. D'autre part s <z <7Z, onasijt’ —t| < A"
Pr{|X(t) —X()|> %} <A —t)

donc a fortiori
Pri{lY(t)-Y(t')|>¢e/2} <A’ —1t)

Prenons) = min(A’, A”) on a bien

Pr{|Y(t) - V()| >/2} < A(t — 1) c.q.f.d.

(4)

Nous allons montrer qu& (¢) peut étre discontinue.
Considérons un mouvement ayant lieu sur la demi droitecde$ défini par

Yy
F(x,y;s,t)=/ p(x,z,5,t)dz
0

e 209 4 e 20— (1)

(z—=)2 _ (z42)?
p(x,Z, S,t) = :|

woeer ]

a(r,s) =0, o(x,s)=1 (pourz > 0)

[rayéc’est le mouvement] Si I'on considére une particule soumise au mouvement brownien sur la
exp |:_ (y—$)2:|)
27 (t — s) 2(t—s)
et si I'on replie la droite sur elle-méme a l'origine on obtient le mouvement sur la demi droite
définie par (1).fayéPosonsZ(t) = X (t) + 1/ X (¢)]

droite illimitée (p(x,y, s, t) =

X (t) est visiblement continu, mais a une probabilité positive de s’annuler, plus exactement la
probabilité pour qu'il y ait unX(u) < ¢ dans l'intervalle de tempsés,t) est fayé positive]
>a(X(s),t—s)>0.

Posons = z+1/x, on obtient un mouvementdans l'intervalle o), toujours régi par I'’équation

de Kolmogoroff et on a

Z(t) = X(t) +1/X(t)

est discontinu avec probabilité positive. C.q.f.d.
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(5)
3) Mouvement gaussien local.

Supposons( (s) = z, x étant un point régulier des données a l'instant(z, s) étant~ 0.
Envisageon$X (t) — X (s)]/+/t — s. Nous pouvons écrire

n

X(s+A)—X(s):Z(X(s+%A) —X(s+i;1A)>

1

Si A est suffisamment petit la probabilité pour qu'il y ait un f#XS(s + L A) — X(s)‘ > ¢ est
n
< €/2 et nous pouvons trouvertel que la probabilité pour qu’on ait un des
' i —1 :
‘X(er%A) —X(s+ ZTA)‘ > e¢A soit< €. Posons

Aizx(s+%A)—X(s+%A)

. —1 _ _
Si ‘X(s + ZT A) — X(s)| <A, posonsA; = A; si|A;| <eA
=0 dans le cas contraire

> A, nous prenons pouf\; une variable quelconque dont

si ‘X(s + %A) — X(s)

. o A [A -~ A?
'espérance mathématique est:, s) —, I'écart-typeo (z,s) 1/ — avec]E\Af| <e—o2,
n n n

On a quel que soit X (s + =1 A)

n
_ A
A = la(z, s) + 1) -

B[ = [0%(a,9) 47 -

E/

E'[AY] < eAE[A?]
E’ indiquant I'espérance mathématique évalué& és 72 A) est déterminée; ety étant
n

extrémement petits. Il résulte alors facilemehtque la fonction caractéristique de

() (cf.p. ex. S. BernsteinMath. Ann, t 1927)

(6)
n t2
[z A; — Aa(z, s)} A~1/2 tend siA — 0 verSexp{—a2(x, s) 5}. [rayé: la loi de probabilité
1
de]
3" A; ne differe d&)~ A; que dans des cas de probabilité arbitrairement petite, la loi de probabilité
1 1

de [ZAi — Aa(z, s)} A~1/2 tend donc siA — 0 vers la loi de Gauss avec I'écart-typér, s).
1
On peut dire :
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Sur I’équation de Kolmogoroff

Si 0(X(s),s) est différent ded, le déplacement locah X résulte de la superposition d'un
déplacement non-aléatoire avec la vitesée, s)A et d’'un mouvement aléatoire gaussien dont
I'écart-type estr(z, s)v/A (nous appellerons(z, s) 'amplitude du mouvement gaussien) et dont
la moyenne est nulle.

Localement le mouvement non aléatoire, étant de I'ordre\dest négligeable par rapport
au mouvement gaussien. Il n'en est pas ainsi lorsfjueesse d’étre infiniment petit. Il est a
remarquer que la décomposition du mouvement indiqué ci-dessus n’est pas invariante lorsqu’on
fait un changement de variablaayé: Y = ¢(X), t' = ¢, ouY =], méme si celui ci n'a que la
forme simpler’ = (), vy’ = ¢(y), t' =t, s’ =s.

Sioc=0,[X(s+ A) — X(s)] est, en dehors de cas de probabilEa), 0(A).
[Z que D. dessine comme un rectangle veut dire tend vers zéro sans idée {l'ordre

[Pages rayéeg, 8, 9 ; voir notes]

(10)

3) La particule mobile décrit dans le pldm,¢) une courbe dont 'équation est= X (¢). Etant

donné une courbe continue= z(t), pouvons-nous parler de la probabilité pour que notre particul

partant du pointz, s) franchit @) resp. atteigne la courbe= z(u) avantl'instant ?
S=85(t1,...,tn), (s <t1 <ty--- < t, <t), étant un ensemble fini d’instants, sdit la

probabilité pour qu'il y ait unX (¢;) > z(t;). Soit P la borne supérieure dés lorsque I'ensemble

fini S varie. Soit P la limite inférieure de la probabilité’s pour les ensemble$' lorsque

t1 —5—0,...,t;—t;_1 — 0, ..,t—t, — 0. Prouvons que® = P.

D

Nous pouvons trouver un ensemistéty, ..., t,) tel que|P — Ps| < n. Nous pouvons alors
trouvern’ tel que la probabilité?}, pour qu’on ait unX (¢;) > z(t;) + n/, satisfasse &% — P| <
21.

D’autre part quel que soif” nous pouvons prendi® tel que|Ps: — P| < n et queS’ contient
des nombres, avec|t; —t;| < n". Sin” est suffisamment petit on aure’(i) en dehors de cas de
probabilité< n, |Y'(¢;) — Y (¢;)| <’ pour touti. Déterminons;”’ de telle sorte que

M) z(s) > X (s)!

(11)

X(t:) > z(ti)+ 7', [Y(t:) = Y ()| <n' entraineX (¢;) > z(¢). La probabilité fayé pour que]
Ps, est évidemment au moins égale a la probabilité pour qu'il y aikyt) > z(t;), probabilité
gue nous appellerors On a alors :

Pin>Ps>q>Ps—n>P-3y

ce qui prouve bien que = P
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Nous pouvons donc parler de la probabilité pour que notre particule franchit la courbe continue
z = z(u) avant l'instant: et nous la poserons P.

P. étant la probabilité pour que la particule franchisse la coufbe z(t) — ¢, la probabilité
pour que la particule atteigne= z(t) sera évidemment la limite dB. lorsques tend vers zéro.

4) Dans certains cas on a a envisager I'espérance mathématiqué(ide—- X (s) ou de
[X (t) — X (s)]? sachantqu'ona p. & (s) = z et| X (¢') — z| < 1, pour toutt’ [rayé: inférieur &]
compris entres et¢. Appelons H I'hypotheseX (¢') — z| < 1, pour toutt’ (s <t' < t).

(12)
On peut écrire

/I |<1(y_x)idyF(x’y’s’t):PY{H}EH[@—x)i]+9[1—Pr{H}}, <<l

Sit—s:Pr{H}—1,et

/ Kl(y—w)dyF[x,y,s,t]za(x,s)(t—s)+o(t_s)

/| B |<1(y - $)2dyF[$,y,S,t] = 0'2(33,8)(t —s)+o(t—s)

i Eg[X(t) — 2] — a(z, s), % Ey[X(t) — z]? — o?(z, )

[5) rayévoir notes].
5) Sio eta sont continues et > 0 poura < = < 3, 0 <t < T, la probabilité pour qu’on ait un
X (t)> g pourt < A, tend versl si X (0) — S.

DémonstrationOn peut trouver une fonctiop(t) — 0 si ¢ — 0 telle que la probabilité pour
gu’on ait| X () — X (0)| > ¢(¢) pour unt < A tend vers zéro sh — 0

(13)
[Partie rayéevoir notes]

[soit e trés petit], si| X (0) — 8| < €. t1, ta,...,t, étantn instants ( < t1 <ty < -+ <t, < A),
on peut écrire

Pr{X(t;)>p,i=1,...,n} >Pr{X(t1) > 8} + [1 - Pr{X(t1) > 8}
—Pr{X(t1) <B—e—¢(t1)}] Pr' {X(t2) > B}
+Pr{B—e—o(t) <X(t;) <B,i=1,2} Pr'{X(t3) > B} + -

Pr’{X(tj) > ﬁ} indiquant la probabilité pour que&(t;) > 4 sous I'hypothése qu'on a eu
B—e—p(t) <X(t:) <B.
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Sur I’équation de Kolmogoroff

Sio<t <t <A, B—ec—p{') < X(t') <[ etqueA ete sont assez petits, la loi de probabilité
de X (t") — X (t')/o]0,0]v/t" — t’ est trés voisine de la loi de Gauss et nous pouvons prédkidre
tel que sivt” —t/ > K|[p(t') + €] la probabilité pour queX (¢") > 3 soit > 1/3.

Prenons alorg/t; > K ¢, \/ta — t1 > K[p(t1) + €], - /T — tn—1 > K|p(tn-1) + £].

(14)
Cela sera possible i restant fixeg est pris suffisamment petit.
Soit P, =Pr{X(t;)<fB,i=1,...,5}.0na

2 2
Pj+1 P3+PI‘{X <6 (p( )}<Pj§+€

2 n
P, < <§) + 3¢
Pr{X(t)<B, t<A}<Pr{X(t;)<p,i=1,...,n} < <§>n+3a (14.1)

Si e tend vers0, n peut étre pris arbitrairement grand, la formule (14.1) prouve donc la
proposition.
On démontre analoguement la

PROPOSITIONS.b. —Sio(z,s) eta(z,s) sont continues au point, s et sic > 0, presque-
slrement siX (s) = x on aX (¢) = z pour une infinité de tendant vers.

6) Considérons le processus suivah, (“Z(t) est égal aX (t fo u]du si I'on a eu
| X (t)| <1 pourtoutd < u < t. Si X (u) = =1, & partir de I mstanu Z(t ) ( NE>t >u)
est régi par la loi de Gauss de moyenne zéro et d’écartetyfle— ', 7 étant une constante 0.
C’est un processus qui ne satisfait pas a I'équation de Chapman—-Kolmogoroff.

(1) o eta étant continus et étant> 0, X (0) = 0.

(15)

[rayéNous allons établir d’abord quUE{ X (¢)] existe et est= 0. Si]

La variableZ(t) ainsi obtenue est presque-siirement continue. La probabilité pouzZguée
dépasselt + 1 + z, A étant le maximum de(z,s) pour—1 <z < 1,0 < s < t, z étant> 0, est

~© 1 o2 _ . N .

< / e 272t dz, puisque I'hypothésgZ (t)| > At + 1+« implique qu'il y a unu avec
Varto

|Z(u)| = 1. E[Z™(t)] existe par conséquent quel que soit 0.

Nous allons établir maintenant qliéZ (¢)] = 0. [rayéNous pouvons écrire]

) 1—1
En admettant qu'on f) Z(— t) ‘ < € pour toutn, on n’exclut que des mouvements

ayant une probabilité totale tendant vers zére sk oo et on peut méme prendre pautne suite
en tendant vers zéro suffisamment lentement sans que le résultat soit altéré. Supposons donc qu’on
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) — 1 . .
a ’Z(% t) - Z(ZT t) ‘ < € quelque soit et évaluons la valeur moyenfié[Z ()] de Z(t) sous
cette hypothese.

/ _ / i _ i—1
EZ(t) =Y E {Z(nt) Z( . z‘)}
Si X (t;) etZ(t;) sontconnus poui < 7, E'[AZ] devient une fonctiop; [ X1, ..., X;_1, Z(t1),
o aZ(tj—1)]

(16)

et nous avons donc a étudier la valeur moyenne de

Zcp [(X(t1),..., X (tim1), Z(t1), ..., Z(ti—1)].

[rayé Deux cas sont possibles] Supposons gl ), ..., X (t;—1) sont tous dans l'intervalle
(=1 +¢&,+1 — ¢). Comme fayé nous avons supposé qu’'on a en dehors de cas de probabilité
négligeable] par hypothése on|& (t') — X (t")| <e si |t/ —¢'| <1/n, on aX(t) <1 pour
t.

0<t<t; etZ(tl-) — Z(ti_l) est égal éX(tl) — X(ti_l) —/ ” CL(X(U),U) du.

ti—1
ti
D'autre part I'espérance mathématique a&gt;) — X (t;i—1) — / a(X(u),u)du sous
ti—1

'hypothése queéX (¢;) — X (t;—1)| < e pour toutt (¢; >t > t;—1) est en vertu du numéro 4adyé
précédent] et de la continuité déz, s) :

bt o) - batsocic o) o)
cestadirep; [X(th),..., X (t;i 1), Z(tr),..., Z(ti_1)] :o(%).

Ceci posé, nous pouvons distinguer deux cas
1) OnalX(t)|<1l—epouri=1,...,n
2) OnaunX(t;)| >1—¢,|X(t1)],-..,| X (tiz1)| étant< 1 —e.

n
Dans le premier cas_ ; = Z(n).
1

n
Dans le second ¢ds, p; = Z(n) + 3 ¢;.
1 j=i

(17)

D’autre part si|X (¢;)| > 1 — ¢ la probabilité est trés voisine dg =1 — =(¢), qu'on a
| X (t; +t)| > 1 —e pourunt < A. On peut si,, — 0 prendres =¢,, et A = A,, — 0 tel que la
probabilité pour qu’on ait unX (¢; + t)| > 1 pour unt < A,, soit> 1 — &/, [rayé D’autre part]
et siA,, est suffisamment petiy,, = m/nt, |Z(¢; + m/nt) — Z(¢;)| < E[A,], en dehors de cas
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Sur I’équation de Kolmogoroff

de probabilités[A,,]. En négligeant donc des mouvements ayant une probabilité Btale on
adansle cas 2

n i+m
Y oi=Em+Y e+ >
j=1 j=i j>i4+m

+m

>0 =E[Z(ti+m/nt) — Z(t:)] =E(n)

si d’autre part; > t; +t, ona,Z(t;41) — Z(t;) suivant un processus gaussien,
1 .

E'[Z(tj41) — Z(t;)] = o(—) , donc aussi dans le cas 2
n

Z@?ZE

Les mouvements que nous avons exclus ayant une probabilité tendant versizéresj nous
concluons que

E[Z(t)]=0 c.qg.f.d.

(18)

VII. 1l résulte de la démonstration précédente que I'espérance mathématigié:deous
I'hypothese M gu'on a ey X (u) — X (s)| < n, pour toutu < ¢, est fayéégal]

/Sta(X(u),u) du]

En [X(t) — X(s)] =En

on adonc
! / (y —x)dyF(z,y,s,t) =Pr{H'} {a(X(s),s) +} + (1 — Pr{H'})
t=5 Jly—z|<1
Oue=  max la(y,u) — a(z, s)|
z—nLy<T+n
2
et Ex [X(t) — X(s) 2=EH,[ZX(@)—X(@,1)}

NEH/ZU ti_ 1 ti_ 1](t —ti1 —|—22EH/ X(t')—X(ti_l))(X(t)—X(ti))]

~ [/UQ(X(U),u)du] +2EH//a[X(u),u](/uta[X(u’),u’] du’) du

=(t—s)[0?[X(s),s] + A(t — s) + €]

A étant le maximum de(y, u) ete’ celui de|o?(y,u) — o?(z,s)| pours <u <t,
r—n<Ly<LT+n.
Par conséquent

1

t—s

/ Kl(y—x)zdyF(x,y,s,t):Pr{H’}{UQ(X(S),S)+E’+A(t—s)}+0(1—Pr{H’})
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(19)
VIII. Soité(r) 'instant aléatoire auquel on a dans le processus précédent
/09 o?[X (u),u]du=rT
resp. sion aeliX (t)| =1 pour la premiére fois & l'instant; aléatoire et que
/Ou1 o?[X (u),u]du < T
l'instant auquel on a
/Ou1 02X (u),u]du+72[0(1) — u1] =

LEMME. —Quel que soitZ[#(A)] pourA <7
E[z(0

Démonstration— Nous pouvons écrire

Z@@»:Jﬁ;iﬁ{zg}_zvgw}w

=1

—1 . ,—1
! ,:OS|0(T)>Z
n

ouyp; =1,si6(r) <
n

Epﬂmﬂﬂ:Jg&giE{Pﬂ%}_ZV;luw%
oot o5

quel que soitZ(t) pourt < (i — 1)/n,on a
E[Z(6(r))] =0

et comme

donc aussE [Z(0(7')) — Z(6(7))] = 0 et on vérifie sans peine que cette formule reste vraie $

I'on connait les valeurs de

(20)

Z(0(7;)) ou deX (8(r;)), quel que soit 'ensemble fini d'instants < 7'.
On prouve aussi facilement que

E[2(6(r) — Z(0(r')]* =7 — 7.
IX LEMME. —La loi de probabilité de
[Z(0(1)) = 2(0("))] /T =1
est la loi de Gauss réduite quel que sBif(7')].
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Sur I’équation de Kolmogoroff

Démonstration— La fonctionZ[0(7)] est une fonction continue de puisqueZ(t), () et
7(0) le sont.
On a en effet

10(r) —0(r")]

T—1

A< <B

.1 1 . .
si 5 < 72, 0%(z,8) < T Donc commeZ(¢) est p. s. continuZ[f(r)] I'est aussi.
Nous pouvons écrire

Z(0(7)) = Z2(0(r) =Y _{Z(0(r)) — Z(0(r5-1))}
j=1

our,=7,70=7,7—Tj1=n"(r—1).

En dehors de cas de probabilités = Z(n), | Z(6(;)) — Z(6(7;1))| sera< e pour toutj.
Si nous posons

{ Z(0(1j)) — Z(0(75-1)) si |Z(0(75)) — Z(6(7j-1))| <e
0 si [Z(0(7))) — Z(6(7j-1))| > €

les fonctionsZ et Z coincident en dehors de

(21)

cas de probabilité z. H étant une hypothese quelconque concerdar; )], i <j — 1,
[rayéon a

En[AZ;)=E[Z(0(r)))] — E[Z(0(7j-1))]
E[Z(0;)— Z(6;-1)]

(
En {[2(00m))] - [200;-1))] } =0=Pru{Z ]
il résulte de ce qui a été dit au numéro précédent que
EnlAZ,] = B [2(07)) ~ 2(0(7;-1))] +o(~) =o(2)

et
’

ExlaZ =" + o(%)

EH[A7J3] <€]EH[AZ?]

Nous pouvons alors appliquer une proposition de M. S. Bernstein et nous concluons que la loi
de)" AZ, tend vers la loi de Gausssi— oo, et commeZ et Z sont identiques en dehors de cas
de probabilité=(n), il résulte le lemme.]
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(22)

X THEOREME LOCAL DU LOGARITHME ITERE — Siz est un point régulier du mouvement a
linstants et X (s) =z, p. s. sit > s:
— X(t)—X
—  |X{O) - X(s)|
= St ) lgy(t—5) L
Démonstration— Supposons d’abord # 0. Nous pouvons supposeret s = 0. Définissons

Z(0(1)) comme aux numéros précédengs(f(r)) [rayé —Z[0(r')] ] suivant un processus
brownien il résulte d’'un théoreme de M. Khintchine que

T _Z00(r) _

Or si T est suffisamment petit, en dehors de cas de probailit¢

=Vv20(x,s) (22.1)

0()
Z(9(T))—Z(0)=X(9(T))—X(0)—/O a(X(t),t)dt
etp.s.

Comme

o.s. Im Z200(1) _ g X(0(7)
T%O\/Tlgzﬁ 94)\/@

T =7(0) étant la fonction inverse d¥r)

(23)

p.s. lim X(6(r)) = Tim __XO)
=0 \/7(0)1g, T(0)"L 0-0,/0201g, 01
En abandonnant I'’hypothésé(s) = 0, s = 0, [rayéon obt on tire la f] (22.2) devient donc (22.1).
c.qg.f.d

Supposons maintenamt= 0. Posons
Z't)=Z(@t)+Y()

Y (t) étant une fonction aléatoire & accroissements indépendants, indépendafite 48" (¢) /v At
suivant une loi de Gauss symétrique avec I'écart-type
Désignons paf(7) maintenant I'instant aléatoire ou

0(r)
/ 0?(X(s),s)ds +e20(r) =7
0
resp. sion aeliX (u)| =1 pour la premiére fois a l'instant; , soité(r) I'instant ou

/Ou1 02(X(s),s) ds+52(9(7) —uq) +€29(T) =T
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On a,M? désignant le maximum de® + a2 + <2, pour|z| < 1,e < 1
1 (") -0 1
L (7') = 6(7) oL
g2 -7 M?2

La fonctionZ’[0()] suit toujours un processus stochastique gaussien & accroissements indépen-
dantsetona

|2t — Z’(O)‘
m :\/56
=0[ \/tlg,t1

(24)
[rayéD’autre part supposons que]@)X(t)/\/W était> o > 0 avec probabilité> 3 > 0,
il y aurait avec cette probabilité un instartres petit tel que
X(t)/\/tggt ' > %
Comme la loi de probabilité dE (¢) est symétrique, la probabilité pour qu’au méme instant on ait
‘ Z'(t) — Z'(0) ‘ a

Vit |

est> 1/2. Donc on aurait

—|Z'(t)—Z'(0) ‘ a} I¢]
Pr lim | ———> = > —
{ t=0| |\ /tlg,t—1 2

2
ce qui entraing = 0. Il en résulte le théoréme dans le eas: 0. c.qg.f.d

XI La probabilité des grandes valeurs.
Soit p un nombre positif assez grand. Supposai®) =0 eto £ 0 pourO u<T. Soit M
le maximum der pour|z| < p et0 < u < T. PosonsZ(t) = X (t) —/ a[X (u),u]du sil'on

0
aeu|X(u)| <ppourtoutu <t (<T). Si|X(u)|=ppourt’, t” > u, la loi de probabilité de
[Z(t") — Z(t")]
a1
Soit M le maximum deo, (¢ = M). La loi de probabilité deZ(6(r)) est la loi de Gauss. La
probabilité pour qu'on ait un < 6(r) avec|Z(t)| > x est fayépourt < 6(7)]

est la loi de Gauss réduite. Il en sera de méng ¢’ > T

-5 d
m/ v
(25)
D’autre part fayési] 6(r) est> 7/M, la probabilité pour qu'on ait u& (u) (0 < u < t) avec

2 o0
Z(u)| >z estdonc <—/ e
17(w) N

[rayéD’autre part. SiZ(u)| < z etz + At <p, X (u) <]

1071



W. Doeblin

Soit A le maximum dex(x, s) pour|z| <p,t <T,si|Z(u)| <z, z+ At<pona
| X (u)] <+ At.
La probabilité pour queX (¢)| <y estdonc

< — e 2 du
v S
siy <p.

Supposons maintenant qaepuisse s’annuler. Considérons la somme
Z't)=Z(@t)+Y()

ou Y (¢) indépendant de&Z(¢) suit un processus brownien gaussien symétrique avec I'écart-type
eVt. Z(0(t)) suit la loi de Gauss réduite quel que sgitionc aussi si = 0. Il en résulte :

PROPOSITION —Sio(z,s) eta(z,s) sont bornés pat (resp A) la probabilité pour qu'il y
aitunu, s <u <t,avec|X (u) — X(s)| >y est

2 o 7&
\/_/ At > du

VtM

(26)

Xl THEOREME SUR LA CONTINUITE DEX (¢). (Extension d'un théoreme de M. P. Lévy). —
Sio(z,s) eta(z,s) sont bornés pouS < s < T, —oo <z < 0o, & est supérieur a la borne
supérieure der(x, s) dans le méme domaine, presque srement il y a (aiéatoire) tel que

[t—t|<7m, S<t,t'<T

entrainent

X ()~ X(0)] < /282t — t]g]t — ¢!

Démonstration— En partant du théoréme connu de M. P. Lévy sur le processus brownien|on
obtient le théoreme ci-dessus en procédant exactement de la méme fagon que pour déduire le
théoreme X du théoreme de M. A. Khintchine.

(27)

XIIl Probabilité des grandes valeurs

Supposons, ¢ et1/c bornés. Dans ce cas la fonctidf(¢) est p. s. continue et par conséquent

/Sta(X(u),u)du et /StUQ(X(u),u)du

existent. Nous pouvons écrire
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L'hypothése

X(T)—X(S)—/Ta(X(u),u)du

< K pours < 7 < t entraine

| X (1) — X(s)| < K+/ a(X (u),u)du
Soit A[z,u, X (s)] la borne supérieure de(y,u)| pour|y — X (s)| <z
Ut)= / la(X (u),u)|du < /A(K +U(u),u, X(s))du
SoitU(s,t, K, X (s)) la solution de I'équation différentielle
U'(t)=A[U(t),t, X (s)]
se réduisant & a l'instantt = s. On a toujours dans I'hypothése indiquée
| X (1) = X(s)| <U(s,t, K, X(s))
Soitz |z, u, X (s)] le maximum des(y, w) pour|y — X (s)| < z,
t
Vs, t, K, X(s)] :/ 72 [U(s,u, K, X (s)),u, X(s)] du
Soit¢, I'instant aléatoire ou
tr
/ o?[X (u),u]du=1

La probabilité pour qu'a I'instant. ou

(28)

= W[s,t, K, X ()] on ait| X (6) — X (s) — /ea(X(u),u) du

(%)

oud —\/_ est la probabilité pour que dans le processus brownien normé on ait
P

max |X(u)| < K.
o<u<r

Nous allons maintenant montrer que sous I'hypothése H :

< K pour toutd < ¢, est

‘X(H) ~ X(s) —/Sea(X(u),u) du| < K

ona

/StJQ(X(u),u)du<T

donct < ¢,. En effet si on avait > ¢, on aurait

r= /tr o[ X (u), u]du < U[s, t,, K, X(s)] < ¥[s, t, K, X (s)]
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ce qui est impossible vu la valeur de On a par conséquent aussi pour teut 6 < t, avec la

probabilitéd (%)

|X(0) — X(s)| <U(s,t, K, X(s))
Affranchissons nous maintenant de I'hypothése bltesoit borné. Posons
Xit)=X@)+Y(¥)

Y (t) indépendant d& (¢) suivant un processus a accroissements indépendaftsetant= 0,

(29)
Y (t1) — Y (t2) étant régi par une loi de Gauss symétrique a écart-{yipe— t;. Soitt, I'instant
ou

T=e(t; —t) —|—/ ' o (X (u),u)du

La loi de probabilité de

Y(ts) + X(t) — X(s) — /:T a(X (u), ) du]/\/F

est la loi de Gauss réduite.

Supposons trés petit, alors en dehors de cas de probabilitth a|Y (¢)| < n pours < u < t.
Ul(s,t, K,X(s)) et ¥ ayant la méme signification que tout a I'heure, prenons

T=U(s,t, K +1n,X(s))

La probabilité pour qu’on ait, pour toét< ¢.,,

0
Xl(ﬁ)—Xl(s)—/ a(X(u),u)du| < K

est

= [K/\/\I/(S,t,KJr?%X(S))}

En dehors de cas de probabilité- 1 — ® on a pours < § < minlt, ¢,]
[%
‘X(G) ~X(s) - / a(X (u),w) du| < K +1

Je dis que sous I'hypothése indiquée

t<t,
En effet si on avait > ¢ dans cette hypothése, on aurait

= /tT (X (u),u)du+e2(ty — s) <e2(t—s) + U(s, 6, K +1,X(s)) =7

(30)
ceci est impossible, on a donc dans des cas de probabilité
®[K /[W(s,t, K +1,X(s)) +e2(t —5)]/*]e’
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max [ X(0) — X(s)| <n+U(s,t, K +n,X(s))
En faisant tendre vers zéro on voit que la probabilité pour que
max |X(0) — X (s)| > U(s,t, K,X(s))

s<O<t

est<1—®[K/\/U(s,t,K,X(5))] (})
On se débarrasse facilement comme auxhde la restrictiona et o bornés (nous supposons
toujours quer eto sont bornés a distance finie) et on obtient en définitive le :

THEOREME — Supposons: et o continues par rapport ¥z, s). Soit A[z,u, X (s)] (resp.
7lx,y, X (s)]) le maximum déa(y, u)| (resp.o(y,u)) Si

y<X(s)<uwz
SoitU (s, t, K, X(s)) la solution de I'équation différentielle
U'(t) = A[U (1), . X (5)]
=K pour t=s.

Soit
\Il(s,t,K,X(s)):/ (U (u), u, X (5))

La probabilité pour qu’on ait
(h carU(s,t. K +n,X(s)) = U(s, t, K, X(s)).

(31)

max | X(0) —X(s)|<U(s,0,K,X(s))

s<OLt

pour toutd < ¢ est

>0 [K/v/U(st K, X (5)]

Remarque— Si U est infini I'énoncé est évidemment trivial. Il est a remarquer que sous nos

hypothésed est< oo si U I'est. Seulement il est possible quim T tKK X()) # 0
—00 S, t, s S

COROLLAIRE. —Si quels que soiert’, X (s), s ett, ona
U(s,t, K, X(s)) <0

et

la fonction X (s) est p. s. continue. Il en sera ainsi en particuliepsest[rayéebornég = O(z?)
etla(z,u)| < alz| [rayéa < 1].
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(32)

XIV THEOREME —La probabilité pour qu’il y ait unr > 0 inférieur aA avec
|X(s+7)— X(s)| > KvV/Ao(X(s),s)) tend, quandr (X (s), s)) # 0, vers

1—®(K)
SiA — 0.

Démonstration— Supposons d'aborg, « et1/0 bornés.
En dehors de cas de probabilité, on a| X (1) — X (s)| < e, pours <t < s+ A, donc

s+A
o?[X (s),s]A(1 — e2) </ o?[X (u),u] du

et
s+t

a(X (u),u)du| < AA

S

A étant une constante. Seit 6(v) I'instant pour lequel
546 (v)
v:/ o?[X (u),u] du

Prenonsy = 0?[X (s), s]A(1 — e3). En dehors de cas de probabilitéon ad(v) < t. Avec une

I AA
probabilitél — & (K + NG
max {X(u) - X(s)— /SJrua(X(u) u) du] > \/E(K + %)
s<u<s+0(v) s ’ NG
Donc dans des cas de probabilité

AA
>1—(I)(K+W>—E

) [rayéil y a un]

il y auntinférieur as + A pour lequel
|X(t) — X(s)| > Kvv=K'V1—¢ey0(X(s),s)

On voit de méme facilement que la probabilité pour qu'il y aittyn < ¢t < s + A) avec

(33)
| X(t) — X(s)| < Kv/1+e20(X(s),s)

R A

¢ eteo pouvant étre pris arbitrairement petitAi— 0 et comme on peut supprimer facilement
'hypothése quer, a et1/0 sont bornés il en résulte le théoréme.
On démontre aussi

Si o(X(s),s) # 0, la probabilité pour que_max X(t) — X(s) > KVA tend, siA — 0,
vers e

est

2 > 7ﬁd
— e 2 Uu.
\/27T/K

De plusonala
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PROPOSITION — Si a(u,y) et o sont continues poufy — z| < a, s<u<s+ 3, si A=
max |a(u,y)|, B= ‘ max |o%(u,y)|, X(s) =z, 7 <,
o =

ly—z|< y—z|<a
s<u<s+f s<u<s+f
Pr¢ max |X(u)—z|>yp<(t—s t—s
{s<u<t<xs+ﬁ| (u) — 2| 7} ( )#a.8( )
ou

i pan(t=9)=0

Remarque— Supposon®r{X (t) <z — a} < b, [rayé pour touts’ compris entre] sic — ¢ <
X (s") < pour touts’ compris entres et¢. Supposons (s) quelconque> z. X (u)/1 + | X (u)]
[page intercalée non numéroiée
étant p. s. continu, sX (t) < x — a, il y a nécessairement uki (s’) compris entrec — ¢ etz (quel
que petit que soit) et la probabilité sous cette hypothése pour §uUe) < x — a est< b.
Il en résulte

Pr{X(t)<xz—a} <b

siz —e < X (s). Appliguons cela dans notre cas.
Supposong eto continus pouty — z| <, s <u<s+ 3,SiA= max |a(u,y)l,

ly—z|<a
s<u<s+pf
B= max o%(u,y),X(s)>z,7<aq,
ly—z|<a
s<u<s+f

P i X(u)—wx<—yp<(t-— t—
: {s<ur<nt1£s+ﬁ (u) z ’7} ( S) SDA,B( S)

ou lim ¢ap(t—s)=0
t—s—0 ’

(34)

XV Changements de variables

Soitplx, t] une fonction croissante decontinue par rapport@e, t). Posond’ (t) = ¢[X (¢), t].
Soit G(z,y,s,t) la probabilité pour qu'on ai’(¢) < y, si a l'instants on a euY(s) = y.
G(z,y,s,t) est égale a la probabilité pour qigt) < v’ lorsqu’on a euX (s) = z’.
On vérifie facilement qué&:(z, vy, s,t) vérifie I'équation de Chapmam, variant entrep(—oo, s)
et (400, s). Mais pour queG vérifie I'équation de Kolmogoroff, il est nécessaire de faire des
hypothéses supplémentaires guNous supposons qug,, ¢’ ety; existent et que’, ety!” sont
continues par rapportiaet x.
Appliquons la formule des accroissements finis

Y(t+A)=Y(t)=o[X(t+A),t+A] —p[X(1),t+ A] + o[ X(t),t+ A] — o[ X (¢),t]
=L [X (1), t+ Al (X(t+A) - X(t)) + %Lp;’(X’,t+A)(X(t+A) —X(t))2

+ o[ X (1), t + Al = [ X(2),1],
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X' étant compris entré& (t) et X (¢t + A). Donc
[ Gy =o@)
ly—z|>e

uniformément dans toute région du plant) image par la transformation= o[z, t| d'une région
du plan(z, t) ne contenant pas de points singuliers et dans laquélkt ¢!’ sont bornées.

(35)

De méme fayé également uniformément]

1

A=—
A Jyi<e

[z =Y (#®)]d.G(Y(t),2,t,t + A)
=¢'[X(t),t] a(X (1), 1) + @, [X (1), 1] + %@H[X(t)vt] o? +E(A)

72— 1 = YR LG (1), 21,1+ A) = G2[X (1), ] 02[X (1), 6] +

A [z—Y|<e

[1]

(A)

Les [rayélimites] expression&(A) des formules précédentes tendent eamniformément dans
toute région ne contenant pas de points singuliers dans lagigllg/, et ¢} sont bornées ep’,
¢!l continues par rapportta

Cas particulier important— Soit

X gy
v =X - [

Supposons que; existe ainsi que’, et ques’, soit continu par rapport& On a alors
a(x,t) e 1,
A= ——— —~dx— =
o /0 o? 9 7s
72 =1

Remarque— On peut envisager des changements de variables plus compliqués en introdu|sant
au lieu def etz des fonctions(¢, x), etc. Nous n’en aurons pas besoin.

(36)

[page rayée

XVI PROPOSITION —Siy(t) satisfait une condition de Lipschitz,&iz, t), o etl/o sont continus
dans une bande positive entourant la cougbe y(t), la probabilité pour que la particule mobile
franchisse la courbg = y(¢) avant l'instants + A tend versl si X (s) — y(s).]
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37)
§2

XVI Soienty; = y1(t) etys = y2(¢) deux fonctions de a dérivées bornées avec < y», définies
pour S <t < T. Considérons une particule mobile qui ne se meut qu'aux inst%ﬁts. . tSZZZ,
la probabilité pour que la particule, étant a I’instajﬁ‘t) enz, se trouve a I’instantg.") a gauche

dey, ne dépendant pas de la position de la particule avant I’insﬁ.’éfr,liest
Fo [,y 67, 67]

Supposons qumaxtf.i)l — " S oetquesi™ — s

1 N
S / (y — 2)dy Fy [z,y, 6 0] — a(z, )
tivy— 4 Jly—el<1

1 N
EOO) / (y — )2y Fy [y, 17 60 ] — 0%(x,5)
tiy1 — 1t ly—z|<1
1 (n) 4(n)
0 m / dyFufe,y. " 1] —0
tiv1 =t Jly—el>n

quel que petit que sotj, les 3 limites existant uniformément par rappott &i (x, s) se trouve a
l'intérieur de la région

yi(s) —e<x <ya(s)+e, S<s<T

(38)

PROPOSITION — Si, ¢ > 0 étant donné arbitrairement petifrayé la probabilit§] si n est
suffisamment grand et la distance du po@mttf.")) a la courbey(t) suffisamment petite: &',
la probabilité pour qu’a un des instant§”) [rayé (j > i)] compris entrefg") et tE") + A on ait

(X() () (X () (™)) <0
est>1—e¢.

La démonstration estdyédu me] fondée sur le méme raisonnement que celledu n

XVII THEOREME —S'il existe une solution(z, s) de I'équation aux dérivées partielles
Ov Ov n 1 5 0%
e a2l
0s or 2 Ox2
tendant verd si (z,s) — (y1(s),s), (s <t)ou sis — ¢, x <y, vers0 si (z,s) — (y2(s),s) pour
s<tousis—t, x>y réguliere dans le domain@ (voir figurel);
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sin — oo, tén) — s, t% — ¢, la fonction
H, (w.y.16" )

somme de la probabilité pour qu’on a_X(té”)) étant= z,

s

Figure 1

(39)

X(tﬁ,’f)) <y ety (tz(.")) < X(tz(.")) < Yo (tf.")), (i=1,...,m) et la probabilité pour qu’'on ait
pour uni X (£") < yi (¢) et X (1) < g (1), X () < w2 (£8™)), (1) tend vers
v(z, s).

() \ 2(0)

x, 10 ™

Démonstration — Nous pouvons prendrg inférieur at assez voisin de pour qu’on ait
v(r,s)<esiz>y+e, >1—csix<y—e, ettt <s<t Dautre part si’ est suffisamment
petiton av(z, s) > 1 — e si(z, s) se trouve dans la bandegh(s) <z <yi(s) +¢’, S<s<t)et
aussiv(x, s) < € si (z, s) se trouve dans la bande Po(s) — &’ < x < ya(s)). Si(z,s) se trouve

2

v 0%v v
dansla zone lllg;(s) + &' <z <ya(s) — €', S<s<t), ‘%‘ <K, ‘@ <K, ‘% <K, et
0%v v . , .
—— et — y sont uniformément continues.
0x? Oz

Commey; (u) etys(u) sont fayéuniformément] dérivables il résulte de la proposition 16 que,
¢ étant suffisamment petit, i-,#.") se trouve dans

(1) c’est a dire la probabilité de toutes les trajectoires partant deatteignant une partie de la
frontiére deGG dessinée en trait ininterrompu avant d'atteindre la frontiere représentée en hachpres
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(40)

7 7
n est suffisamment grand.
v étant réguliére danS on a si(:c,tl(.")) appartient a lll

[, on aHn(x,y,t(”),tSZZ)) >1—¢,si (a:,t(”)) se trouve dans Il, on &, (a:,y,tf."), Sﬁf)) <e,Si

n n n 8 n ]‘ 82’0 n n n
O v(x,tl(- ))—v(;v,tl(-+)1)—a(x,tl(- )) %v(x,tl(-_&)—502(95,5)@(95,64_)1) :o(t§+)1—t§ ))

et0 < v < 1. [rayéNous pouvons prendre= 1 pourz < y(t), = 0 pourz > y(t)]
Ceci étant posé, envisageons la différence
oy [EER (n) () ,
v(z, ;") —/ v(z, ;1)) d.G(z, 2,8, , ;")) [les bornes de l'intégrale sont raydes
Yy

L)

Supposon:ﬁx,tf.")) dans Ill,n < &', on peut écrire/vdG :/

+/
lz—x|<n lz—z|>n

[ edG=o(ty, - 4”)
[z2—z|>n

et par hypothese

1 82’U n n n
+ 3 (z —x)? [@ (u7tz('+)1):| o } d.G(z, Zatz(‘ )7t§+)1)

z' étant compris entre — n etz + r. Nous pouvons prendrg< ¢’ suffisamment petit pour que,
pour tout(z, s) de lll, on ait

(41)
G| - [Th )] <o
Onaalors sjz, s) € 1l o u=
v(x, 8™ _/U(Z’ti('i)l)de:
o(, ™) = oz, i) — % [v(x,tfi)l)} a(z,t{V) % % (0. )) 0% (0.10) +

ou encore en utilisant ()
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R’ et R” pouvant étre pris arbitrairement petit uniformément dans ltlj”i%l - t(.") — 0.

(z,s) étant a l'intérieur d&7 si &’ est suffisamment petit et, t%g“) — s, (=, t(")) se trouvera
pourn > Ny a l'intérieur de lll. Dés lors nous aurons

(n) ya (¢{™) () ) ,(n) ) )
(;v to ) / o (21, )dzlG(x z1,t 5t ) (tl —t§ )
Yy1(ty

[rayéremplagons;(z,tﬁ")) par la valeur () sk € lll7, il vient]

v2(t{") yi (84’ y2 (") Y2 (t") ¢’
/ U(zl,tgn))dzlG: vdzlG—i—/ vdzlG—i—/ vd,, G
Yy y

(™) v (") y2 (") —e’ L)+

(42)

Si z; appartient a Il nous remplaceronzs{zl,tg”)) par la valeur () siz [rayé € IIl] est
y(té")) +e€,0n av(zl,tgn)) >1—¢,siz est> y(tgn)) —e.
Donc

/ (z1,t1 d,, G / / zg,tQ )d., G(z, zl,té ") t“)) dZ2G(z1,22,t( ) té”))

—oo<z2<00 z1 €Il
+Pr {Xl (t) <y (t77) + s} (1—6¢)+0 Pr {X(tﬁ”)) > o (117) - s} e+ 0" (17 —1§)
et finalement

U(x,tén)) = / / v(zm, 5n )dzlG(x zl,t(") t”))d G(Zl,Zg, (”),tg"))

—00<2m <00 Z1,...,2m—1€I1l

: 'dzm G(Zm 15 %m; t(n) (n))

m—1"m

+ 0" (t—s)+ (1 —02) P (e, ') + 0 Qn(e', 1)

P,(¢',t") (Q.) étant la probabilité pour que la particule franchisse la ligne

y=u(t)+e (y=y2(t) —¢)

avant I'instant’ et avant d’avoir atteint la ligne
y=y2(t) =" (y=w(t) +¢)
Supposons quélf) —t' quen — oo, €, ¢’ restant fixe
v(x,té”)) =v(z,8) +E(n) < Pu(e', V') + R, (e, 1)

+/ Aoy G, 2, 187, 8) - d G (21, 2, £, 80)
(t(7 ))<zm <y+te
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(43)

etv(a:,té”)) >/ //---+P+R;(s’,t’,s)
1 (t)) <zm<y—e

R’ et R tendant vers zéro ¢i ete’ — 0 quel que soit etn > N(t',&’).
Il est facile de voir que pour la probabilifé, (z, y, tg"), tﬁ,’f)) on a une expression analogue.

On en déduit le théoréme.

XVIII COROLLAIRE. — Considérons une particule mobile dont le mouvement est régi par la
solution réguliere de I'équation de Kolmogordff{z, y, s,t | a,o) a coefficients continus et avec

o non nul. La probabilité des trajectoires partant (e, s) et atteignant la partie”; du contour
dessinée en trait ininterrompu avant d’atteindre la paxie du contour représentée en pointillé
estv(z, s), solution réguliére dan&’ de I'’équation aux dérivées partielles

_@— @4_1 2&
0s ‘oz 27 922

prenant la valeurl sur[rayéla partie noird C;

(44)
la valeur0 sur C5. Ceci est vrai dans le3 cas ci-dessous

- =™ - - T7T 77 \ r

Cl N / 1 !

Cf. A. Khintchine pour ce 8.

(45)

XIX THEOREME — S'il existe une solution de I'équation de Kolmogoréf{z,y,s,t | a,0)
tendant vers zéro si — oo, vers1 si x — —oo, uniformément par rapport a, [S1 < s, t < Ss]
avec des dérivées partielléd"/0x, 92 F/0x? continues et bornées a distance finie lorsques
est borné inférieurement, 8j o et1/0 sont continues.

1) Cette solution est la seule solution réguliere avec les coefficieats

2) elle satisfait a I'équation

o
0z?

oF oF 1 ,
—E—a(x,s) o + 57 (z,s)
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3) Sia, eto, tendent vers eto uniformément par rapport &, s) a distance bornée
Fn[x,y,s,t | anagn] - F[w,y,s,t | a,a]

en touty point de continuité de’, F,, désignant une solution quelconque de I'équation de
Kolmogoroff avec les coefficients eto,,.

4) Sin — oo, f(”) — s, t™ ¢, la fonction Gn(a:,y,t(()n) ban ) [voir n° XVI] tend vers
F(z,y,s,t|a,0)

Démonstration— La proposition (2) est bien connuef.(Kolmogoroff et Feller). En ce qui
concerne les propositions (1), (3), (4) on confrontera avec

(46)

Kolmogoroff Ubertragungssatz et Khintchigegebnisse
Nous allons démontrer 4 ; 3 et 1 étant des corollaires de 4 se trouveront ainsi également établis.

La démonstration de 4 sera absolument analogue a celle du théoréme précédent. Le role de
sera joué par’, y; (t) seraremplacé par K, y»(t) par+ K.

Nous aurons encore &%) — ' < t, t{" —

F(z,y,s,t|a,0) / / zm/,y, m/, ]dzlG(x zl,fén) t(n))

. d G(me/—lyz’m.vt(n)

m/—1

o tim)

+ (1 =) Py (2, t) +nQpn(x,t') +Z(1/n)

oun—0siK — oo (carl — F(—K,y,s,t) - 0si K — oo et F(K,y,s,t) — 0si K — o).
D’autre part

Pt a6 2)
/ / zm,y, m , ]dzlG(;v zl,t(") t(")) --dzmG(szl,zm,tfg,)_l,tgs,))

+pPo(2,t') + qQn(z,t')

p resp.q étant les probabilités pour qué(¢) < y sous les hypothéses dont les probabilités sont
resp.P, et@,,. Donc

(47)

oo

(47.1)  Flz,y,s,t|a,0]= / Flz,y 150,41 dG (2,15 £07)) + E(n) + 2(Pu + Q)

— 00
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Soit K’ un nombre suffisamment grand pour que
Flo,K' s,t|— Flz,—K',s,t] >1—¢
Prenongk > K’ suffisamment grand pour qu’on ait

F[-K,+K',u,t]>1—¢ quelque soit <u <t
FIK,+K' u,t]<e 4 "

On a alors en appliquant la formule (47.1)

K K
1—€</ / dzlG'"dsz+P7L+Q7LE_Pn(1_€)+E(1/n)
-K -K

c'est a dire
K K
/ / d,,G---d,, G=1—(P,+ Q) >1-3c+E(1/n)
-K -K
P, +Qn<3+E2(1/n)d)
Donc
’F(az,y,s,t |a,o) —/ F[z,y,tgff),t} dGn(a:,z,tén),tsg)) <3e+Z(1/n)

Si t,(ﬁ) est suffisamment voisin deon aura

F(z,y,s,t|a,0) <Gy(z,y+ sl,té”),tsr’f)) +3e+E(1/n)+E(t— tg,’f))

(1) LexpressionZ(1/n) de la formule tend vers zéro sk reste fixe et(t — t,(lf)) borné
inférieurement.

(48)

et
(48.1) F(z,y,5,t] a,0) > Gy (,y — ', 1" 40)) = 3c + 2(1/n) + E(t — t0V)
¢’ restant fixe, nous pouvons preno{t& t,(ff)) suffisamment petit compris entre et1/2¢4 pour

que les expressiors(t — 5,’5)) des formules (47.1) et (48.1) soieats en valeur absoluerdyé
prenons alors] et assez grand pour que les expressifis/n) soient< . &’ étant arbitraire, il
en résulte 4.

C.qg.f.d.
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(49)
8

XX Toute solution réguliérd’[x, y, s, t] de I'équation de Kolmogoroff est continue par rapport a
t ety en tout point(y1,t1) ola, o etl/o sont continues.

Démonstration— Occupons nous d’abord de la continuité par rappgrtRosonsr (y1,t1) =
o1. € étant donné sjv — y1| < e1(e) et |u — t1] < e1(e) on a|o(v,u) — o(y1,t1)| < € et
la(v,u)| < K, K étant p. ex]a(y1,t1)| + 1. Il résulte du théoreme du’rl3 ques, étant donné
arbitrairement petit, on peut trouvey tel que si| X (u) — y1| < e1/2, u1 < u < ¢, la probabilité

3 . .
pour que max |X (¢') —y1| > — €1 est< e, et qu’on ait aussi
u<t'<t 4

61} < €9

= =

Pr{|X<t>—y1| <

Si| X (u) —y1| >¢€1/2, (1)
Si|lz—yi|<er/20naf <u<t)

1 Y —2)? Kvt—u €
F[Z’y’“’t]zg—/ exp{—(‘gi)}dwﬁ[ T te
V2o (t—u1) J-co ot (t—wu) o1 o7 —¢
[rayéNous pouvo Sjz — 1| > 1/2 €1, 0N a/ dy F(z,y,y1,t1) < e2]
ly—y1|<er

(1) La différencet — u; est fonction dek, deoy, dee, dee; et des,.

(50)

Siz<y1 —e1/2,0naFz,y,u,t1] >1 —eyquandy > y; —e1/4. Siz >y +€1/2,0n a
F[Zvyaulatl] < €2 quandy <y + 51/4_

[rayéEnvisageons] Supposohs— y1| < e1/4 alors

Flz,y,s,t1] :/ Flz,y,u1,t1] A F[z, 2z, 5, u1]

[z—y1]|<e1/2 l[z—y1|>e1/2

y1+e1/2
—Flon—a1/2sul+ [ Flagunt]dFlezs ] + 0z
y1—e1/2
g étant un nombre arbitrairement petitd, prenong ., e2, € etu; tels que I'expression
_ | KVt—u €
= [ + = —|—€2:|
01 oy — ¢

de la formule (pagé49)) soit < £/4, quess < £/4. Nous pouvons alors prendréassez petit pour
que

‘F[Zvyaulatl] _F[Zvyhulatl” <§/2
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sify -y <7'.
Si|y — y1] < 7', on aura donc

‘F[az,y,s,tl] —F[x,yl,s,tlﬂ <E.

(51)

Nous avons ainsi prouvé la continuité Bér, y, s, 1] par rapport & poury = y;.

ly — y1| étant< n’/2 envisageons la différend€|x, y, s,t] — F|x,y1, s, t1], t €tant trés voisin
det;. [rayéSupposons d'abort> t4]
Alors si|t — t1] < ey, il résulte du corollaire a la proposition dd XIV qu'onasiz > y; + 7/

/ /

F{z,yl + %,t,tl} (resp. F[z,yﬁ— %,tl,t}) <E

etsiz<y; — 7/

' n
F[z,yl — E,t,tl} (resp. F[z,yl — E,tl,t}) >1-=¢

Il résulte alors facilement de I'équation de Chapman

/ /

§+F[$,y1+77/,8,t1]>F|:$,y1+%,8,t:| >F[2791—%757t} >F[33a2/1—77/55at]_§

Or |F[x,y1 +1/,s,t1] —F[x,yl,s,h” <E.
Donc sis <u1, |y —y1| <n'/2, [t —t1] < eq4

‘F[xvyasat] _F[xvylasatlH < 25
c.qg.f.d

(52)

En revoyant les calculs on voit qu’'on a le

THEOREME — Soit7(e) une fonction positive— 0 si e — 0. Si|o(v,u) — o(y1,t1)| < n(e)
Si|v—y1| + |u—ti| <epoure <ep, etot(y1,t1) < K, o(y1,t1) < K, |a(v,u)| < K pour
[v— 11|+ |u — t1] < g0, il existep(e) = i n(e' / n(e),e0) tendant vers zéro s — 0, telle que
pourt; —s>h

|F[$7yasat] _F[x7y7817t1” <§0(5)

Si|s—s1|+ |t —t1] <e.
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Sur I’équation de Kolmogoroff

(53)

XX Supposons, ¢ et 1/c continues pourx < z < 3, 11 < s < 7». Considérong particules
mobiles dont le mouvement aléatoire est régi par la mémgHoir, y, s,t) }, les deux particules se
mouvant indépendamment 'une de l'autre. SoiEnft) et X (t) les positions des deux particules
alinstantt. Sionaa < o < X1(m1) < Xa2(m1) < ' < 8 la probabilité pour que les 2 particules
se rencontrent avant l'instant tend versl si X (1) — Xa(11) — 0.

Démonstration— [début rayé, voir not20]

(54)
[page rayée, voir not20]

(55)

Supposons(; (11) < Xa(71), s0itZ(t) = X1 (¢t) — X»(t). Sion a pour urt, Z(t) > 0, [rayéon a
eu poururt’ (r; < t’ < t)]les 2 particules se sont rencontrées avant I'instard loi de probabilité
de fayé X1(m) — Xao(m1)] Z(t) — Z(m1) est, sit — 1y est trés petite’ < X;(m1) < Xa(m1) <,
[rayétrés voi]l X1 (1) — X2(71) < ¢, trés voisine d'une loi de Gauss. On démontre alors 21 d’une
facon bien analogue alf b et on vérifie que la probabilité pour que les particules se rencontrent
[rayé tend] avant l'instantr > 7 tend versl uniformément par rapport X;(71) et Xa(m)

(o < X1(m1) < Xa(m) < ') si Xi(m1) — Xa2(m1) — 0. Dans le cas ou on peut prendreet

3 = oo une méthode différente permet de prouver que la probabilité de la question est de la fgrme
1+O[X1(m1) — X2(m1)], ce qui s’étend probablement au cas général.

(56)

XXII PROPOSITION —L'ensemble des fonctiorts(x, y, s, t) continues par rapport & pour « <
x < 8, 11 < s < 12, cOrrespondant a des et o continues par rapport &, s avec|a(x, s)| < A,
By <0?(x,8) < Bypoura <z < 3, 11 < s < 75 est uniformément continu comme fonctions de
x, s par rapport aa eto.

Démonstration— 1) Montrons d’abord que la continuité par rapport &ntraine celle par
rapport as.
En effet sis’ < s

y+e )
[rayé F(x,y,s’,t):/ F(z,y,s,t)sz(x,z,s',s)—|—/ F(z,y,s,t)d,F(x,2,5,5)]
—0o0 y+e
(56.1) F(x,y,s't) <F(x—|—t96,y,s,t)+t9//| | dyF(z,y,s,s)
Yy—x|>€e

etsiat+e<z<fB—¢ 1 <5 <s <, envertu du théoreme 13 le dernier terme tend vers
zéro uniformément par rapportaet s’ (s’ < 7 — ¢’) eta et o [rayé dans le] de I'ensemble
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quands’ — s — 0. Si F(z,y, s,t) est donc continu, on autd(x + e, y,s,t) — F(x,y,s,t)| <
n(e,z,y,s,t), n tendant vers zéro indépendamment«et o de I'ensemble st — 0. Nous
prouverons qu’on peutgyéprendre] remplacey(e, z, y, s,t)

(57)

parn(e,h), ntendantvers zéro si— 0, sia<a' <z <f' <f, 11 <s<7h<T2,t—s>h.
Il en résultera la continuité uniforme déen fonction des par application de la formule (56.1).

2) Prouvons maintenant cette continuité uniformetgar rapport &. Il résulte du numéro XXI
que la probabilité pour qu& (h) et X5 (h) se rencontrent avant I'instatitiorsque

|X1(s) — Xa(s)| <e, 1 <s<Th <2, t—s>h,a <|X1(s)] < Xa(s) < @, [rayétend verdl]
est>1—n(e, h).

Nous pouvons prendre un nombre fini d’'instants . . , ¢,, de l'intervalle ouvert(s, t) tel que
en dehors de cas de probabiliié, h) + ¢’ (¢/ arbitrairement petit) on a au moins unavec
|X1(ti) — Xg(ti)l <e"eta< Xl(ti) < ﬂ, a < Xg(ti) < ﬂ

Appelons G (z1,22,2) la probabilité pour qu'on ait a linstant; pour la premiere fois
| X1(t;) — Xa(t:)] < &” et queX; (¢;) soit< z (mais> «). Nous pouvons écrire

B
F(xlayvsvt):Z/ F(xvyatiat)dGl(xlaI%Z)+R/

OUR' < ¢(e,h) +¢'. D'autre part si

(58)
|X1(ti) - XQ(ti)‘ <&’ et a< Xl(ti) <z<p
ona
F[X5(t:),y,ti,t] = Flz,y,t;,t] + 0"
donc

B
F(z2,y,s,t)= Z/ F(z,y,t;,t)dG1(z1, 22, 2) + 0(¢' + (g, h) + ")

¢’ ete’”” pouvant étre rendus arbitrairement petitayEsi ¢’ ete”’ tend ] il en résulte le théoréme.

(59) raturée (57)

XXl THEOREME —Si F(z,y, s,t) est continu par rapport & pour touty quel que sois, ¢ de
[S,T], si X (t) estp.s. continu pous < ¢t < T quel que soitX (s), F(x,y, s, t) est monotone par
rapportaz.

Démonstration — [rayé Soit X; < X5] Considérons de nouveau 2 particules mobiles dont
le mouvement aléatoire est régi par la méme I, y, s,t), les 2 particules se mouvant
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indépendamment l'une de l'autre. Soielit (¢) et X2(t) les positions des deux particules a
l'instant¢. Supposons(; (s) < X3(s). La probabilitéF (x,y — 0, s,t) est la probabilité pour que
X1(t) soit< y, X;(s) étant=x, F(Xa(s),y — 0, s,t) est celle pour qu&(t) < y. X (u) étant

p. s. continu, 3 cas sont seuls possibf®s (

18" cas : on aX; (u) < X2(u) pour toutu compris entres ett.

2'°M€cas : onapourun < ¢, X (u) = X (u).

3'®MEcas : on aX; (u) < Xo(u) pour toutu < t mais Xy (t) = Xo(t).

Dans le premier et le troisieme casXi(u) est< y, [rayéon a aussilX; (u) est a fortiori< y.
La probabilité pour qu&;(u) < y dans le

(1) en dehors de mouvements ayant une probabilité totale nulle.

(58) (seconde page (58))

cas ou les courbe¥; (u) et X»(u) se rencontrent est — compte-tenu du fait que la probabilité po
qu’on ait max, | X1(u)| ou max, | X2(u)| > K tend vers zéro sk — oo et queF'(z,y, s,t) est
sKuUL sKUL

continu par hypothése par rapport & la méme pouX; (u) et Xo(u).
Il en résulte que

F(x,y—0,s,t)
est monotone par rapportall en est de méme dE(z,y + 0, s, t) et par hypothése
F(z,y,s,t)=F(x,y+0,s,t)
ce qui finit la démonstration du théoréeme.

XXIV THEOREME —Si F(z,y,s,t) est continu par rapport & pour touty quel que soifs, t)
de [S,T1], si X(t) est p. s. continu pouf < t < T quel que soitX (s), si F(—o0,y,s,t) =1,
F(+00,y,s,t) =0 la fonction

Glz,y,t,s]=1— Fly,x,s,t]

satisfait a I'équation fonctionnelle

+oo
(58.1) G(y,z,t,s) = G(z,z,u,s)d.G(y, z,t,u) (t>u>s)
(59) (seconde page (59))
qui devient I'équation de Chapman en postint —t, s’ = —s.

Démonstration— F'(x,y, s, t) étant monotone par rapporta

+oo
Fla,y,s.t) = / F(z,y,u,t) d,F(z, 7,5,u)

— 00
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—+ oo
:F(oo,y,u,t)F(x,oo,s,u)—F(—oo,y,u,t)F(x,—oo,s,u)—/ F(J?,Z,S,U)sz(Z,y,U,,t)
+oo
(59.1) Floast) == [ Ploss) Py
Posong7[z,y,t,s] =1 — Fly,x,s,t]
la formule (59.1) se transforme en (58.1). c.g.f. d.

[rayéXXV]

COROLLAIRE. — Sous les hypothéses du théoréme de la [afda probabilité pour que le
point mobile rencontre la courbe contindg, (1) < X»(7) avant de rencontreX () et avant
l'instant ¢ est une fonction non croissante dell en est de méme de la probabilité pour que le
point mobile rencontre(; (7) avant I'instantt ou se trouve a gauche dea l'instant¢ sans avoir
rencontréX,(7) auparavant.

. . : 0
(Par conséquent(x, s) étant la fonction duh17, 8—; est< 0)

(60)
XXV

8§ Théorémes d’existence.

1ER THEOREME - Les fonctionsi(z, s), o(x, s) étant données d’avance continues et bornées
de méme qué/o, il existe une fonctior#'(x, y, s,t) solution de I'équation de Kolmogoroff avec
les coefficients eto.

Démonstration— Soientu,, eto,, une suite de fonctions 4 ou 5 fois dérivables par rapporta
avecla — a,| < 1/n, |0 — 0, < 1/n. D'aprés le théoréme de Felleh) @ a,, et s, correspond
une solution bien définie de I'équation de Kolmogoroff que nous notefipnsontrons que de la
suite des fonctiong), on peut extraire une suite partiel§,, convergeant vers une limite.

Il est d’abord possible d’extraire de la suig une suitel,; telle que

lim  Fy, (x4, i, 56, 1:)

njHOO
existe fayé= F(z;,y:, s, t;)] si les « points {z;, y;, s;, ;) sont en infinité dénombrable.
Il résulte des propositions [xx] qu’'on a
|F (28" ) — Fu(x,y,s,t)| <e
Sile—a'|+|y—vy'|+1|s—s|+ |t —t'| <& ett —s>h,e=¢ey(e’) pouvant étre

(1) Math. Ann. (?) 1936 ou 1937

(61)

pris arbitrairement petit ¢’ tend vers zéro.

[rayé On a donc] Prenons pour I'ensemlile;, y;, s;,t;) 'ensemble des «pointséx, y, s, t)
pour lesquels;, y, s, t sont rationnels. Il résulte de la continuité uniforme des fonctignsque

1092



Sur I’équation de Kolmogoroff

lim F,, (z,y,s,t)

7L_7‘—>OO
existe pour toutr, y, s, t. Soit F'(x,y,s,t) cette limite. F(x,y,s,t) est continu par rapport
a z,y,s,t, monotone par rapport & et y avec F(z,00,s,t) = 1, F(z,—00,s,t) = 0,
F(—o0,z,s,t) =1, F(400,z,s,t) =0, de plusF est lipschitzien par rapporta
Montrons que la fonctioil” est solution de I'équation dedyé Chap] Kolmogoroff. On a

+oo
(611) Fnj(xvyasat):/ Fnj(Z,y,U,,t)sznj(Jf,Z,S,U)

— 00

Fo,(z,y,u,t) = F(z,y,u,t) uniformément et est une fonction continuedéonc

—+oo —+oo
/ Fnj(z,y,u,t)sznj(a:,z,s,u)—>/ F(z,y,u,t)sz(a:,z,s,u)

— 00

et I'équation fayéde Chapman] (61.1) devient I'équation de Chapman—Kolmogoroff pour
Onasilt—s|<e

(62)

1
t—s

/ dyFm (xayvsvt) <€I(€7’r])
ly—=z|>n

ou 1in(1) e’(e,m) = 0 en vertu de la proposition

£—

Donc
lim / dyF(z,y,s,t)=0
t=s t =8 Jly—al>y
et,i=1,2
/ (y_x)ldyFny(xayvsvt)_) (y_x)idyF(xvyaSat)
ly—z|<1 ly—z|<1

il en résulte que

1
t—s

1
/' (v — 2) 4, F(z,y, 5,t) — 0 (@, 5)
ly—z|<1

/)1@—@%F@wﬁﬂ—ﬁd%@
y—z|<

t—s

uniformément par rapportéet s a distance finie.
Ceci finit la démonstration du théoréme.

PREMIERE EXTENSION — Supposonsg, ¢ et 1/o continues par rapport 4z, s), mais non
bornées poulz| — oo. Supposons qu'il existe une suite de fonctidi(s:, y, s,t | an,0,) les
fonctionsa,, eto,
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(63)

eto, ! étant continues et bornées, eto, tendant vers; et o, les solutionsF(z,y, s,t | an,0,,)
satisfaisant a

F(.T, —Y,s,t | anaan) +1- F(x,y,s,t | anaan) < E(x,y,s,t)
avec lim e(z,y,s,t) =0.
Y—00

Sous I'hypothése indiquée les raisonnements d’existence précédents restent valables, avec de
trés Iégers changements, celui-ci s'étend a ce cas.

2E THEOREME D EXISTENCE —Si les fonctiong eto sont continues par rapport @, s), sio
ne s’annule que pour un nombre fini de valeurs; @ sia) o est borné o) si on peut trouver une
suite de fonctions,, eto,, convergeant vers eto pour lesquelles.,, o,, et1/o, sont bornées et

F(.T, _y757t|an70n) +1 _F(xay757t|anaan) <€(x,y,s,t)

lim e(z,y,s,t)=0
Yy—00

il existe une solution régulieré'(x,y, s,t | a,o) de I'équation de Kolmogoroffrayé monotone
par rapport az, continue par rapport &, ¢ en tout point(y;,¢1) ol o(y1,t1) # 0, continue par
rapport az, s]

(64)

avec les donnéeset o, monotone par rapport & pour toutz, s aveco(zx, s) > 0.

Démonstration— Nous pouvons supposer gue s’annule que pour la valetyr de s.
D’aprés un théoréme d’existence antérieur il existe une solutiony, s,t | a,o) réguliére et
continue par rapport a, définie pourt < ¢; ous > t;. Soient

F(z,y,t1,t) = liIItl F(z,y,s,t) (s>t >1)
s—t1

E(l’,y,tl,t): h_m F(xayvsvt)

s—ty

Les fonctionsF et F' sont évidemment des fonctions monotones non croissantes. Supposons
guelconque entre ett; + 7, sin est suffisamment petit, et o étant bornées supérieurement et
continues poux borné, on a

F(xax+€7slvt1+n)_F(xvx_€7817t1+n)>1_6

On a donc, en appliquant I'équation de Chapman

“+oo
F(xayﬂsat): F(Zayatl+n7t)sz(xazasatl+77)

— 00
<F(zx—¢e,y t1+mnt)+e
[rayéD’autre part si] Prenonsg tel que

F(x_€7y7tl+nat)<E($_E7y7t17t)+5
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(65)
On obtient

E(x7y7tlat) <F(x7y7tlat) <E(x_87y7t17t)+€

€ pouvant étre pris arbitrairement petit, il résulte

F(z,y,t1,t) < F(z,y,t1,t) < F(z —0,y,t1,t)
Les fonctionsF et F'(z,y, s, t) coincident donc en tout point de continuité BePosons
F(xayvtlvt) = F(.II - anvtlat)'

Soit w un instant pour lequeb(z,u) est# 0, alors F(z,y,u,t) est continu par rapport a.
L'ensemble des points pour lesquels

F(a:,z,tl,u)séF(x,z,tl,u)

est dénombrable au plus pour chagygrenons un ensemble dénombrabl@e points partout
dense sur la droite, 'ensemblajé dénombrablelr des points: pour lesquelsily a de E avec

F(xazatlvu’) #E(xazatlau)
est dénombrable aussi. Prenons un peiqtii n'appartient pas &. Pour cetr on a

F(x,Z,tl,U) :E(x,Z,tl,U)

pour toutz de E. F et F’ étant monotones par rapportal'égalité I’ = F subsistera pour cet
en toutz point de continuité dé” ou F et

/F(z,y,u,t)dZF:/F(z,y,u,t)dzf

(68)

[rayéNous pouvons prendre un point’appartenant pas@ avecF (z,y, to,t) = F(x,y, to,1)]
Six ¢ G on pourra trouver une suitg;) — t1 (s; > t1) telle que

F(z,2,8:,u) — F(x,2,t1,u) = F(z,2,t1,u)
pour presque tout et que de plus
F(xayvsiat) - F(xayvtlvt)

[rayéOn a donc la f] Par suite

+0o0 +oo
F(xvyasat): F(Zvyau7t)dZF($azaSiat)_) F(Zvyauvt)dzi(xvzvtlat)
On a donc la formule

—+oo
F(xvyatlat): F[zayvuat]dzi(xvzvtlvu)

— 00
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valable pour presque tout. Si x; tend versz par valeurs> x, F(xy,2,t1,u) tend vers
F(z,z,t1,u) et F(x1,y,t1,t) vers F(z,y,t1,1), F[z,y,u,t] étant continu par rapport & on
obtient pourF'(z,y,t1,t) = F(x + 0,y,t1,t) la formule
+oo
F(xvyatlat): F[zayvuat]sz(xazatlvu)

— 00

Il en résulte I'équation de Chapman pdursi s > t;.

Nous pouvons trouver une fonctidi(z, y, s, t)

(69)

solution réguliére de I'équation de Kolmogoroff avec les coefficiergso pourt < t1. Soit

[xayasatl]: /h_m F[xayasatll] (tll <t1)

t1—>t1

F
E[a:ayvsvtl] = h_m F[a:ayvsvt/l] (t/l <t1)

t/1—>t1
On prouve facilement que les 2 fonctions coincident engaqdint de continuité dé’. Posons

F(xayﬂsatl) :F[xay+oasatl]

La fonctionF'(z,y, s, t) satisfait comme on voit facilement poux t; a I'équation de Chapman
et pourt < ¢; a lI'équation de Kolmogoroff. Posons poux ¢1 < ¢

F(z,y,s,t)=F(x,y,s,t1) x F(x,y,t1,t)

On vérifie sans peine que la fonctidghainsi définie est solution de I'équation de Kolmogoroff
avec les donnéeseto.

c.g.f.d.

On étend ce théoréme d’existence de la maniére suivante qui est la plus générale qui puisse étre
envisagée avec nos méthodes.

THEOREME D EXISTENCE — Si les fonctions(z, s) et o(x,s) sont continues par rapport a
(z,s), s'il existe un ensemble partout dense d'instanfour lesquelss(x, s) est différent de)
qguel que soit:

(70)

[Début rayé, voir not@5]
si enfin il existe une suite de fonctions continues et borngess,, aveca,, — a eto,, — o, pour
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lesquelles urf’(x,y, s, t | a,,0,) satisfait a la condition
F(z,—y,s,t|an,0n)+1—F(z,y,s,t|an,0n) <e(y,s,t)
avec
lim e(y,s,t)=0
y—00

il existe au moins une solution réguliére de I'équation de Kolmogoroff avec les coefficients

(71)

XIll 7 Suite de XIl (1) Probabilité des grandes valeurs.

tl
[rayé Si nous avonsmax, X({t)—X(s)— / a[X (u),u] du| < K, nous avons en désignant

par AT (y,u) le maximum deu(y,u) par]

Les limitations obtenues a3 peuvent étre remplacées par d’autres qui dans certains cas
sont plus précises.

Supposons d’'abord, o bornées efX (¢) continu (ce qui est presque sir) et qu'on a

(71.1) ‘X(T) ~ X(s) - /Ta(X(u),u) du| < K

Si X(t) est> X(s) il y a un instantt; > s ou X (t1) = X(s) tel que X(¢') > X (s) pour
t>t > .
Onaenvertude (71.1)

’/:1 a(X (u), u) du| < K

donc

X(1) <X(5)—|—2K—|—/ta(X(u),u)du

ty

et si nous appelongl()(zy,29,u) le maximum demax {0, a(y,u)} pour z; < u < zo (Si
xr1 < .Tg)

=0 si z1 >x9, ONA
X(T)<X(s)+2K+/tA+[(X(s),X(u),u]du

On obtient exactement de la méme fagcon qu'ad dle

THEOREME — Supposonsa et o continues. SoitA*[zi,zo,u] = 0, Si @1 > g,
= max {max{a(y,u),0}} Soit

T1SYST2

(1) Devra étre intercalé entre XIll et XIV
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(72)

A [z, 29,u] =0 Sia =19, = r<m£1 {min (a(y,u),0)} pourz; < z5. Soit
T1XRYXT2
Tlx1,z2,ul = max o(y,u)

T1SYST2
SoitUH)(s,t, K, X (s)) la solution de I'équation différentielle
U'(t) = AM[X(s),U(1), 1]

=X(s)+2K pourt=s
SoitU(~) (s, t, K, X (s)) la solution de I'équation différentielle

U'(t)=AD[U), X(s),1]

se réduisant & (s) — 2K pourt = s.
Soit

U(s,t,K,X(s)) :/ FHU (u), U (u),u] du

oUU~ (u) =U(s,t, K, X(s)), Ut (u) =UD)(s,t, K, X(s)).
SiUM) (s,t, K, X (s)) etU() (s, t, K, X (s)) sont finis, la probabilité pour qu’on ait

U(_)(S,T,K,X(S)) < X(7) <U(+)(5,T,K,X(s))

pour touts < T <t est

> (K /¥ LK X(5))

On démontre aussi la proposition suivante plus générale et plus précise que XllI

THEOREME — SoientA[x1, z2, u] le maximum de(y, u) pourx; <y < xa, Alxy,z2,u] le

(73)

minimum dez(y, ) pourz; <y < 2, 72(21, T2, u) le minimum der?(y, u) pourz; <y < zo.
SoientU (s, t, X (s), K), Uz(s,t, X (s), K) les solutions du systéme

Ui (t) = A[U1(1), Ua(t), 1]
Us(t) = AlU1(t), Ua (1), 1]
avec les condition initiales

Ui(s)=X(s)— K, Us(s)=X(s)+K
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SoitW (s, t, X (s), K) = [ 52Uy (u), Us(u), u] du.
SiU1(t) etUs(t) sont finis, la probabilité pour qu’on ait pour toutcompris entres et

Ui(s,7,X(s), K) < X (1) < Ua(s, 7, X(s), K)

est> @ (K / /U1, X(5), ).

(74)

La monotonie par rapport a a(z, s)

Soienty; (), y2(t) deux fonctions dérivables deavecy; (t) < y2(t). S'il existe une solution
v(z, s) de 'équation aux dérivées partielles
ov v 1 ,0%
"o Yor 27 a2
tendant versl si (z,s) — (y1(s),s) [s < t], ou sis — ¢ x <y, vers0 si (z,s) — (y2(s),s)
pour s <t ou si s —t x >y, réguliere dans le domain€& (voir figure 1), la proba-
bilité H(x,y,s,t | a,0) qu’un point mobile dont la loi du mouvement est déterminée par
F(z,y,s,t| a,0) [rayé se trouve a l'instant a gauche de ou ait rencontré la courbg, (u)
avant l'instantt mais n'a pas rencontré avant I'instanavant d’avoir rencontréHit] des trajec-
toires partant du poirz, s) qui rencontrent la partie du contour a laguelle correspond la valeur
avant de rencontrer le reste du contour est comme om(Sait).

Soita/(z, s) < a(x, s), montrons qu’on a pour tout mouvement régulier avec les coefficiénts
eto

H($7y7s7t | a/’o.) 2 H(x7y7 S)t | a’o.) = ’U(a:’ S)

(75)

(cela est évident si la probabilité(x,y, s,t | a’, o) est aussi deux fois dérivable par rappoit,a
mais nous n’allons pas faire cette hypothése).

Démonstration— Adoptons les notations di A7. Nous pouvons choisir les bandes | et Il assez
étroites pour qu’on ait aussi &t,s) €1 : H(z,y,s,t|a’,0) >1—¢, H(z,y,s,t|a’,0) <e Si
(z,s) el
Si (z, s) € lll on a maintenant

/v(z,s—i—A) d.F(z,z,8,s+A|d,0)

=v(z,s+A)+ A a’(x,s)g—z(x,s) +%02(x,s)7 +o(A)

=v(x,8)+ (a' —a) %A +o(A)
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. R . 0]
Or v étant monotone par rapport:aon a touloursa—v <0, donc
X

v(x,s)</v(z,s—|—A)sz(x,z,s,s+A|a’,0)—|—€A

si A est suffisamment petit. En raisonnant alors exactement comnfelaion obtient, cette fois
€ pouvant étre pris arbitrairement petit

H(x,y,s,t|a,0) =v(z,s) < H(z,y,s,t]d,0)

c.g.f.d.

(76, 77)

[pages rayées, voir notés.

(Page non numérotg¢e

THEOREME —Sous les hypothéses dulvon a sia’(z, s) < a(z,s) < a”(z,s), siF(z,y,s,t |
a',o) etF(x,y,s,t|a”, o) sont deux solutions régulieres de I'équation de Kolmogoroff avec les
données: eto satisfaisant aF (z,y,s,t|a’,0) > 1 —esiz< —K(e) et F(z,y,s,t|a”,0) <e
siz>K(e)ona

F(z,y,s,t|d",0) > F(z,y,s,t|a,0) > F(z,y,s,t|d",0)

Démonstration— Désignons pak (¢), X (t), Xo(t) trois particules mobiles dontle mouvement
est régi patF'(z,y, s,t | a’,0), resp.F(z,y,s,t | a,0) et F(x,y,s,t| a”’,0) et dont la position a
l'instant s estz.

F(x,y,s,t]d,0)=Pr{Xi(t) <y}
F(x,y,s,t|ad",0)=Pr{Xs(t) <y}
F(z,y,s,t|a,0)=Pr{X(t) <y}
Or on peut écrire
Pr{

(Manuscrit interrompu, suivent deux pages de calculs non rédigés sur une feuille Yolante
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