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Avant-propos
Depuis la �n de ma th�ese, e�e
tu�ee sous la dire
tion d'Oriol Bohigas dans le domaine du
haos quantique, mon travail de re
her
he s'est, pour l'essentiel, orient�e vers deux dire
tionsdistin
tes. La premi�ere est la 
ontinuation \naturelle" de mon do
torat. La se
onde, dont il seraessentiellement question dans 
e m�emoire, 
on
erne la physique des stru
tures �ele
troniquesm�esos
opiques balistiques.L'�evolution vers 
e domaine nouveau (pour moi) s'est faite �a l'o

asion des s�ejours de Ro-dolfo Jalabert et de Klaus Ri
hter au sein de la Division de Physique Th�eorique de l'IPN au
ours des ann�ees 1992-1993, et en partie grâ
e �a la mise en pla
e �a 
ette �epoque d'un groupe dedis
ussion se r�eunissant r�eguli�erement ave
 
ertains 
oll�egues du Laboratoire de Physique desSolides d'Orsay, et du Servi
e de Physique de l'�Etat Condens�e de Sa
lay. Il est apparu 
lairementque les 
on
epts d�evelopp�es dans le 
adre du 
haos quantique, (matri
es al�eatoires, formules destra
es semi
lassiques, et
 ...) pouvaient s'appliquer de fa�
on pertinente �a l'�etude des syst�emesm�esos
opiques �ele
troniques. Ce 
onstat a �et�e �a l'origine d'une 
ollaboration fru
tueuse ave
Rodolfo Jalabert et Klaus Ri
hter, auxquels se sont adjoints dans un deuxi�eme temps HaroldBaranger (lors de mon s�ejour de deux ans et demi, de D�e
embre 1994 �a Juin 1997 aux labo-ratoires Bell, New Jersey) et Felix von Oppen, sur le magn�etisme orbital des nanostru
turesbalistiques, et qui se poursuit maintenant par l'�etude du blo
age de Coulomb.Il y a don
 une 
ontinuit�e, au moins pour 
e qui est des te
hniques employ�ees, entre lesth�emes purement du domaine du 
haos quantique, (e�et tunnel assist�e par le 
haos, formuledes tra
es pour les syst�emes presque int�egrables, et
 . . . ) sur lesquels j'ai 
ontinu�e �a travaillerpendant 
ette p�eriode, et l'�etude du magn�etisme orbital dans les mi
rostru
tures balistiques.De même, la question du blo
age de Coulomb que j'ai abord�e r�e
emment en 
ollaboration ave
Harold Baranger et Leonid Glazman est une prolongation assez naturelles de 
es questions demagn�etisme. Cependant, les r�esultats obtenus sur le magn�etisme orbital me semble former unensemble homog�ene, bien d�elimit�e, et, j'esp�ere, suÆsamment fourni. Je n'ai don
 in
lu que 
eth�eme dans 
e m�emoire.Le travail d�e
rit dans 
e m�emoire a �et�e l'o

asion de nombreuses dis
ussions et intera
tions,non seulement ave
 les 
ollaborateurs mentionn�es dans les paragraphes pr�e
�edents, mais aussiave
 di��erents 
her
heurs ave
 qui j'ai pu entrer en 
onta
t au 
ours de 
ette p�eriode. Je pensebien sur aux membres du groupe 
haos du LPTMS : Eug�ene Bogomolny, Oriol Bohigas, ClaudeJa
quemin, Patri
io Leboeuf, Ni
olas Pavlo� et Charles S
hmit, ave
 qui une relation �a la foisami
ale et stimulante intelle
tuellement s'est �etablie de longue date. Mais aussi �a Harsh Mathuret Albert Chang ren
ontr�es lors de mon s�ejour a Bell, ainsi qu'aux a�
ionados des r�eunions
haos-m�esos
opie sur le 
ampus d'Orsay, et en parti
ulier Gilles Montambaux, H�el�ene Bou
hiatet Jean Louis Pi
hard.Gilles Montambaux, H�el�ene Bou
hiat et Laurent L�evy ont jou�e un rôle tr�es parti
ulier dans 
etravail sur le magn�etisme orbital des mi
rostru
tures �ele
troniques. Ils en ont en e�et largement



6 AVANT-PROPOS�et�e �a l'origine, puisque 
'est �a partir d'une dis
ussion ave
 les deux premiers sur une exp�erien
edu troisi�eme qu'a d�ebut�e mon int�erêt sur 
es questions. C'est don
 un grand plaisir pour moiqu'ils aient a

ept�es, ave
 Carlo Beenakker et Hans Weidenm�uller, d'être membres de 
e juryd'habilitation. Je pro�te de 
es lignes pour les remer
ier, ainsi que Joe Imry, qui, même s'iln'a pas pu venir d'Isra�el �a l'o

asion de 
ette soutenan
e, �a a

ept�e de partager ave
 H�el�eneBou
hiat et Carlo Beenakker la lourde ta
he de rapporteur du manus
rit.
Liste des publi
ations
Dans la liste qui suit, les publi
ations in
luses dans 
e m�emoire sont pr�e
�ed�ees d'un label([NOM.ann�ee.℄){ Coding 
haoti
 billiards: I-Non 
ompa
t billiards on a negative 
urvature manifold,M.-J. Giannoni and D. Ullmo, Physi
a D41 (1990) 371-390.{ Dynami
al quasi-degenera
ies, and separation of regular and irregular quantum levels,O. Bohigas, S. Tomsovi
, and D. Ullmo, Phys. Rev. Lett. 64 (1990) 1479.{ Classi
al transport e�e
ts on 
haoti
 levels,O. Bohigas, S. Tomsovi
, and D. Ullmo, Phys. Rev. Lett. 65 (1990) 5.{ Strongly 
haoti
 and mixed systems: Some 
lassi
al and quantum properties,O. Bohigas, M.-J. Giannoni, C. S
hmit, S. Tomsovi
, and D. Ullmo, Comments At. Mol. Phys.25 (1990) 31-48.{ Manifestations of 
lassi
al phase spa
e stru
tures in quantum me
hani
s,O. Bohigas, S. Tomsovi
, and D. Ullmo, Phys. Rep. 223 (1993) 43-133.{ Chaos assisted tunneling,S. Tomsovi
 and D. Ullmo, Phys. Rev. E. 50 (1994) 145.{ Coding 
haoti
 billiards: II - Compa
t billiards de�ned on the pseudosphere,D. Ullmo and M.-J. Giannoni, Physi
a D84 (1995) 329-356.Ullmo95 Orbital magnetism in ensembles of ballisti
 billiards,D. Ullmo, K. Ri
hter and R.A. Jalabert, Phys. Rev. Lett. 74 (1995) 383-387.{ Persistent 
urrents in the ballisti
 regime,R.A. Jalabert, K. Ri
hter and D. Ullmo, Surf. S
i. 74 (1995) 383.{ Semi
lassi
al tra
e formulae of nearly-integrable systems: Resonan
es,S. Tomsovi
, M. Grinberg, and D. Ullmo, Phys. Rev. Lett 75 (1995) 4346-4350.{ Nearly-integrable systems: Resonan
es and semi
lassi
al tra
e formulas,D. Ullmo, M. Grinberg and S. Tomsovi
, Phys. Rev. E 54 (1996) 136-152.{ The level splitting distribution in 
haos-assisted tunneling,F. Leyvraz and D. Ullmo, J. Phys. A 29 (1996) 2529-2551.Ri
hter96a Orbital magnetism in the ballisti
 regime: geometri
al e�e
ts,K. Ri
hter, D. Ullmo and R.A. Jalabert, Phys. Rep. 276 (1996) 1-84.Ri
hter96b Smooth-disorder e�e
ts in ballisti
 mi
rostru
tures,K. Ri
hter, D. Ullmo and R.A. Jalabert, Phys. Rev. B 54 (1996) R5219-R5223.{ Integrability and disorder in mesos
opi
 systems: Appli
ation to orbital magnetism,K. Ri
hter, D. Ullmo and R.A. Jalabert, J. Math. Phys. 37 (1996) 5087-5110.Ullmo97 Semi
lassi
al Approa
h to Orbital Magnetism of Intera
ting Di�usive Quantum Systems,D. Ullmo, K. Ri
hter, H.U. Baranger, F. von Oppen and R.A. Jalabert, Physi
a E 1 (1997)268-273.



AVANT-PROPOS 7Ullmo98 Chaos and Intera
ting Ele
trons in Ballisti
 Quantum Dots,D. Ullmo, H.U. Baranger, K. Ri
hter, F. von Oppen and R.A. Jalabert, Phys. Rev. Lett.80 (1998) 895-899.{ Wireless Propagation in Buildings: A Statisti
al S
attering Approa
h,D. Ullmo and H.U. Baranger, IEEE Tran. Veh. Te
h. 48 (1999) 947.{ Intera
tion and interferen
e in quantum dots: kinks in Coulomb blo
kade peak positionsH.U. Baranger, D. Ullmo and L.I. Glazman, Phys. Rev. B 61 (2000) R2425-R2429.Oppen00 Intera
tion-Indu
ed Magnetization of the Two-Dimensional Ele
tron GasF. von Oppen, D. Ullmo, and H.U. Baranger, Phys. Rev. B 62, (2000) 1935-1942.{ Semi
lassi
al Density Fun
tional Theory: Strutinsky Energy Corre
tions in Quantum DotsDenis Ullmo, Tatsuro Nagano, Steven Tomsovi
, and Harold U. Baranger, Phys. Rev. B63, (2001) 125339.{ Resonan
e-assisted tunneling in near-integrable systemsO. Brodier, P. S
hlaghe
k, and D. Ullmo, Phys. Rev. Lett. 87, (2001) 064101.{ Chaos gives quantum tunneling a hand, A. Mou
het and D. Ullmo, Physi
s World, Sep-tember 2001, p24.{ Intera
tions in Chaoti
 Nanoparti
les: Flu
tuations in Coulomb Blo
kade Peak Spa
ingsDenis Ullmo and Harold U. Baranger, Phys. Rev. B 64 (2001).
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Introdu
tion
Un gaz d'�ele
trons soumis �a un 
hamp magn�etique externe pr�esente une r�eponse qui peutêtre due soit aux spins des �ele
trons (e�et Zeeman), soit �a leur mouvement (magn�etisme or-bital). Pour les h�et�erostru
tures de GaAs/AlGaAs dans lesquelles sont r�ealis�ees l'essentiel desexp�erien
es sur les mi
rostru
tures balistiques, la petitesse de la masse e�e
tive des �ele
trons(m� ' 0:067m) rend l'e�et Zeeman n�egligeable, et la r�eponse magn�etique est enti�erement do-min�ee par son terme orbital. C'est don
 �a l'�etude de 
e dernier que nous allons nous 
onsa
rerau long de 
e m�emoire.L'histoire du magn�etisme orbital remonte au moins jusqu'au th�eor�eme de Bohr-van Leeuwen(1921) [Leeuwen21℄, qui montre qu'un syst�eme de 
harges 
lassiques a une r�eponse magn�etiquenulle : les 
harges �evoluant le long de la fronti�ere 
ompensent exa
tement l'e�et des autres
harges. Ce r�esultat reste valable en pr�esen
e d'une distribution de Fermi (on pourra en trou-ver une d�emonstration rapide dans la se
tion 3 de [Ri
hter96a℄). Il a pour 
ons�equen
e queles e�ets observ�es du magn�etisme orbital sont enti�erement domin�es par des termes d'originepurement quantique, et, en parti
ulier dans le 
as de mi
rostru
tures balistiques, par les termesd'interf�eren
e. Lorsqu'on 
al
ule une quantit�e thermodynamique, 
es derniers, 
ontrairementaux 
ontributions 
lassiques, qui ne d�ependent que du volume d'espa
e de phase, sont sensibles�a la dynamique des syst�emes 
onsid�er�es. En parti
ulier, le 
ara
t�ere plus ou moins r�egulier(int�egrable) ou 
haotique va avoir une in
uen
e notable sur les termes d'interf�eren
e. Comme
eux-
i sont dominants dans le 
as du magn�etisme orbital, on voit qu'on va trouver l�a une si-tuation o�u la dynamique a�e
te non plus des termes 
orre
tifs, mais bien les termes dominants.La r�eponse magn�etique des mi
rostru
tures balistiques va don
 être un endroit privil�egi�e pourappliquer les 
on
epts semi
lassiques d�evelopp�es dans le 
adre du 
haos quantique.En dehors de 
et aspe
t, l'int�erêt r�e
ent de la 
ommunaut�e s
ienti�que pour 
es questions der�eponse magn�etique orbital a deux origines. La premi�ere est asso
i�ee au d�ebat sur les 
ourantspermanents (
f par exemple le 
hapitre 4.2 de [Imry97℄). La se
onde est tout simplement dueaux progr�es impressionnants des te
hniques exp�erimentales dans le domaine de la mi
ro etnanofabri
ation.On sait en e�et depuis d�ej�a quelques temps 
onstruire des points quantiques de taille suÆ-samment petite pour qu'�a des temp�eratures exp�erimentalement a

essibles ( <� 1K) la longueurde 
oh�eren
e de phase des �ele
trons `� ex
�ede 
elle de la mi
rostru
ture (on pourra trouver unebr�eve introdu
tion aux te
hniques de fabri
ation de 
es stru
tures dans le premier 
hapitre de[Imry97℄). Ces points quantiques, bien que pouvant 
ontenir jusqu'�a quelques dizaines de mil-liers d'�ele
trons, sont des objets parfaitement 
oh�erents. Ils ont des propri�et�es signi�
ativementdi��erentes de 
elles des syst�emes �ele
troniques mi
ros
opiques (les atomes) aussi bien que ma-
ros
opiques. Ils rentrent don
 dans la 
lasse des syst�emes m�esos
opiques, et pr�esente une ri
hevari�et�e de 
omportements nouveaux, tant du point de vue des propri�et�es thermodynamiquesque de transport.
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Fig. 1 { (haut) S
h�ema d'une h�et�erostru
ture de GaAs/AlGaAs. (bas) Diagramme d'�energie debande pour un potentiel de grille positif.
Les premiers points quantiques r�ealis�es �etant 
onstitu�es de m�etaux 
ontenant un nombre si-gni�
atif d'impuret�es ou de d�efauts 
ristallins, le libre par
ours moyen des �ele
trons `T restait luisigni�
ativement inf�erieur aux dimensions de la mi
rostru
ture. Ces premiers points quantiques�etaient don
 d�esordonn�es (di�usifs), et leur g�eom�etrie avait peu d'in
uen
e sur leurs propri�et�es.Un progr�es signi�
atif a �et�e obtenu grâ
e �a l'utilisation de gaz d'�ele
trons �a deux dimensions.Ces derniers sont form�es en pi�egeant les �ele
trons �a l'interfa
e entre deux semi
ondu
teurs (ty-piquement GaAs/AlGaAs). Fig. 1 pr�esente un s
h�ema tr�es simpli��e de 
es h�et�erostru
tures(adapt�e de [Buks94℄), qui sera dis
ut�e plus en d�etail juste avant l'arti
le [Ri
hter96b℄ 
onsa
r�eau d�esordre r�esiduel. Ce
i permet une s�eparation spatiale entre les donneurs (i.e. les impuret�es)et le plan dans lequel les �ele
trons �evoluent, et ainsi d'augmenter 
onsid�erablement le librepar
ours moyen des �ele
trons . En 
on�nant 
es gaz d'�ele
trons soit par gravure, soit par despotentiels �ele
trostatiques, on peut �nalement 
onstruire des points quantiques balistiques, 
'est�a dire beau
oup plus petits que `T , de dimensions et de formes extrêmement vari�ees.L'introdu
tion de 
es points quantiques balistiques introduit une tr�es grande ri
hesse dansla ph�enom�enologie des mi
rostru
tures �ele
troniques. En e�et, un point quantique di�usif est
ara
t�eris�e par sa dimension e�e
tive, sa taille, et �eventuellement sa topologie (e.g le 
as desanneaux). Une fois 
es param�etres �x�es, rien ne distingue plus une r�ealisation parti
uli�ere d'uneautre. Dans le 
as des stru
tures balistiques, par 
ontre, la dynamique est d�etermin�ee par lag�eom�etrie, qui peut être 
hoisie �a volont�e. On a don
 une tr�es grande vari�et�e de 
omportementspossibles, et pour peu qu'on en aie une bonne 
ompr�ehension, on peut imaginer dans un pluslong terme pouvoir 
hoisir la forme des points quantiques en vue d'une 
ertaine fon
tionnalit�e.Nous n'en sommes [heureusement℄ pas en
ore l�a, et pour l'instant 
ette ri
hesse apparâ�tplutôt 
omme une diÆ
ult�e �a surmonter, puisqu'il faut pour 
es stru
tures balistiques être
apable de prendre en 
ompte la forme du syst�eme dans l'appro
he th�eorique. Pour revenir ausujet qui nous o

upe, nous allons traiter 
ette question dans le 
adre restreint de la r�eponsemagn�etique de 
es points quantiques balistiques. Nous allons de plus nous limiter �a un r�egime



INTRODUCTION 11de temp�erature (qu'on r�ef�ere parfois 
omme le r�egime proprement m�esos
opique), 
ompris entrel'espa
ement moyen � des niveaux d'�energie �a une parti
ule et l'�energie de Thouless Eth d�e�nie,�a une multipli
ation par �h pr�es, 
omme l'inverse du temps de vol des �ele
trons �a travers lastru
ture.Dans 
e 
adre, nous verrons que l'appro
he semi
lassique fournit les outils n�e
essaires pourmener �a bien 
e programme. De fait, l'essentiel du 
ontenu de 
e m�emoire est 
onsa
r�e �amontrer 
omment. De 
e point de vue 
ependant on distinguera deux parties. La premi�ere
on
erne l'�etude du mod�ele sans intera
tion (arti
les [Ullmo95,Ri
hter96a,Ri
hter96b℄), et dansla deuxi�eme, on abordera un des
ription plus r�ealiste des �ele
trons o�u leurs intera
tions mu-tuelles sera prise en 
ompte (arti
les [Ullmo97,Ullmo98,Oppen00,Ullmo00℄). La premi�ere partieest naturellement plus simple 
on
eptuellement que la se
onde, et 
ontient de plus un arti
lede revue ([Ri
hter96a℄) tr�es d�etaill�e. Je n'ajouterai don
 aux arti
les in
lus qu'une introdu
tionbr�eve et un petit exemple de 
al
ul dans le r�egime di�usif.Dans la partie traitant des intera
tions entre �ele
trons par 
ontre, les arti
les seront pr�e
�ed�esd'une dis
ussion plus d�etaill�ee de 
ertains points abord�es peut être trop bri�evement dans lestextes publi�es. En se
tion 2.1 par exemple, je dis
uterai le 
hoix que nous avons fait pourd�e
rire les �ele
trons en intera
tion : 
'est �a dire des quasi-parti
ules de Landau �evoluant dansun potentiel moyen (
r�e�e par le 
hamp ext�erieur et les autres �ele
trons), et interagissant entreelles �a travers une intera
tion �e
rant�ee (don
 petite) se prêtant bien �a un 
al
ul perturbatif.De même, en se
tion 2.2, je d�etaillerai le formalisme semi
lassique que nous avons utilis�e pour�etudier la r�eponse magn�etique asso
i�ee aux intera
tions. En parti
ulier, j'essayerai de d�e
rireassez 
ompl�etement le 
al
ul �a l'ordre un des perturbations, qui peut être fait sans re
ourir auformalisme diagrammatique, ainsi que de dis
uter plus en d�etail la renormalisation de l'inter-a
tion due aux termes d'ordre sup�erieur de la s�erie de Cooper. L'appli
ation de 
e formalismesemi
lassique �a 
ertaines g�eom�etries parti
uli�eres sera alors e�e
tu�ee dans les arti
les rassembl�esen se
tion 2.3.`
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Chapitre 1
Mod�ele sans intera
tion

La premi�ere partie de 
e m�emoire est don
 
onsa
r�ee �a l'�etude de la r�eponse magn�etique d'unsyst�eme de fermions sans spin et sans intera
tions mutuelles, 
on�n�es par un potentiel ext�erieurarbitraire (�eventuellement un billard). Les �gures 2 et 3 (tir�ees de [Ri
hter96a℄) donnent unaper�
u des r�esultats qui y sont obtenus. Dans le 
as parti
ulier d'un billard 
arr�e soumis �a un
hamp magn�etique ext�erieur uniforme, on y voit d'une part l'�evolution en fon
tion du 
hamp desniveaux d'�energies �a une parti
ule quantique, et d'autre part, toujours en fon
tion du 
hamp, la
omparaison entre un 
al
ul num�erique \exa
t" (quantique) de la sus
eptibilit�e magn�etique etson approximation semi
lassique. On notera tout d'abord, et 
e
i avant même de regarder lesformules 
orrespondantes, la grande simpli
it�e du r�esultat semi
lassique. Ce dernier s'exprimeen fon
tion d'un nombre tr�es restreint de traje
toires, alors que le spe
tre de niveaux quantiquesa malgr�e tout une stru
ture assez 
omplexe. L'autre point remarquable est bien sur la qualit�ede l'approximation semi
lassique.Dans le 
adre d'un mod�ele de fermions sans intera
tions, l'appro
he semi
lassique fournitdon
 une des
ription tr�es simple, tr�es intuitive et tr�es pr�e
ise de la r�eponse magn�etique d'unemi
rostru
ture balistique. C'est 
ette des
ription semi
lassique que nous allons pr�esenter dans 
e
hapitre, en se 
on
entrant tout d'abord sur les e�ets g�eom�etriques (arti
les [Ullmo95,Ri
hter96a℄),et en abordant dans un deuxi�eme temps la question du d�esordre r�esiduel pr�esent même dansles 
avit�es balistiques (arti
les [Ri
hter96b℄). Tout 
es r�esultats �etant bas�es sur les formulesdites \de tra
es", introduites par Gutzwiller [Gutzwiller69, Gutzwiller71℄, et Balian et Blo
h[Balian72℄, je 
ommen
erais par rappeler rapidement pourquoi 
es formules interviennent, et jereproduirais sa d�erivation dans le 
as le plus simple, 
'est �a dire 
elle d'un billard re
tangulairesans 
hamp ext�erieur [Gutzwiller69℄.
1.1 La formule des tra
es dans un 
as simple : le billard re
tan-gulaire

Pour un syst�eme de fermions sans intera
tions 
onne
t�e �a un r�eservoir de parti
ules depotentiel 
himique �, toutes les quantit�es thermodynamiques peuvent être obtenues, �a partirdu grand potentiel

(T; �;H) = � 1� Z dE d(E) ln (1 + exp [�(��E)℄) ; (1.1)
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Fig. 2 { �Evolution des 200 premiers niveaux d'�energie du billard 
arr�e en fon
tion de ' =a2H=�0, o�u H est le 
hamp magn�etique exterieur appliqu�e et �0 = h
=e est le quantum de 
ux.Les unit�es d'�energie sont 
hoisies de fa�
on qu'�a 
hamp nul E = n2x + n2y.

Fig. 3 { Comparaison entre un 
al
ul quantique \exa
t" (ligne pleine) et l'approximation semi-
lassique (ligne interrompue) de l'�evolution de la sus
eptibilit�e magn�etique du billard 
arr�e enfon
tion du 
ux normalis�e '. La sus
eptibilit�e est mesur�ee en unit�e de sus
eptibilit�e de Landau�L = e2=12�m
2. Pour 
haque r�egime de 
hamp (faible, interm�ediaire et fort), on a indiqu�e eninsert la famille de traje
toires 
lassique dominant la r�eponse magn�etique.



1.1. LA FORMULEDES TRACES DANS UN CAS SIMPLE : LE BILLARDRECTANGULAIRE15o�u d(E) =Xn Æ(E � En) : (1.2)est la densit�e d'�etats �a une parti
ule. Don
, �a une 
onvolution pr�es ave
 (i
i une primitivede) la fon
tion de distribution de Fermi, qui en pratique simpli�e le probl�eme en �eliminant la
ontribution des orbites longues, on voit que toute l'information utile est 
ontenue dans la densit�ed'�etat �a une parti
ule d(E). C'est 
ette quantit�e qui peut être exprim�ee semi
lassiquementen terme d'une somme sur les traje
toires 
lassiques, 
e que nous allons illustrer (en suivantGutzwiller [Gutzwiller69℄) dans le 
as d'un billard re
tangulaire.L'id�ee de base est qu'on peut relier d(E) �a la tra
e de la fon
tion de Green G(q;q0;E) (d'o�ula d�enomination de formule de tra
e) pard(E) = � 1� Im G(E) ; G(E) = Z dqG(q;q;E) : (1.3)Ce qui rend le probl�eme parti
uli�erement simple dans le 
as d'un billard re
tangulaire est qu'onpeut utiliser la m�ethode des images et relier la fon
tion de Green exa
te G(q;q0;E) �a la fon
tionde Green libre G0(q;q0;E) parG(q;q0;E) = G0(q;q0;E) +Xqi �iG0(qi;q0) ; (1.4)
o�u les qi repr�esente toutes les images de q par une 
ombinaison quel
onque de sym�etrie parrapport �a un des 
ot�es du billard, et �i = +1 ou �1 selon qu'il faut un nombre pair ou impair desym�etries pour passer de q �a qi. Le terme qi = q de la somme a une singularit�e (logarithmique)quand r! r0, qui donne la partie moyenne [terme de Weyl℄ �d(E) de la densit�e d'�etat. Pour tousles autres termes, on peut utiliser l'approximation asymptotique de la fon
tion de Green libre[Gutzwiller90a℄ G0(qi;q0) ' 1i�h mp2i��h exp(ikjq0 � qij)p�hkjq0 � qij (1.5)(k = p2mE=�h). En appliquant les sym�etries appropri�ees pour ramener la droite joignant qi�a q0 �a l'int�erieur du billard, la somme du membre droit de Eq. (1.4) s'interpr�ete 
omme unesomme sur toutes les traje
toires 
lassiques joignant q �a q0 de termes os
illants impliquantl'a
tion 
lassique (divis�ee par �h) kLi le long de la traje
toire 
lassique (Li est la longueur de latraje
toire) et un pr�efa
teur reli�e �a la dynamique 
lassique au voisinage de la traje
toire.L'appli
ation de Eq. (1.3) donne alorsd(E) =XM 4� mab�h2(2�kLM)1=2 sin�kLM+�4� ; (1.6)
o�u la somme porte sur toutes les orbites p�eriodiques du billard, label�ees par M = (M1;M2) lenombre de rebonds sur les 
ot�es droit et haut du re
tangle, et LM = 2p(aM1)2 + (bM2)2 estla longueur de l'orbite (ave
 a et b la longueur des 
ot�es du billard).La formule de tra
e Eq. (1.6) est don
 une expression semi
lassique qui relie la densit�e d'�etatsquantique du billard re
tangulaire aux orbites p�eriodiques 
lassiques. Ce type de formule va
onstituer la base de notre traitement de la r�eponse magn�etique d'un syst�eme de fermions sansintera
tions. Elles permettent en e�et de traiter n'importe quelle g�eom�etrie puisque 
elle-
i esten quelque sorte en
od�ee sous la forme des orbites p�eriodiques. De plus, nous verrons qu'une foisla densit�e d'�etat exprim�ee sous une forme semblable �a Eq. (1.6), la 
onvolution Eq. (1.1), ainsi
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e en 
hamp magn�etique s'obtiennent tr�es simplement. Même dans les 
as o�uon a une expression expli
ite pour les niveaux d'�energie (e.g. spe
tre de Landau), les formulesde tra
e pour la densit�e d'�etat 
onstituent un meilleur point de d�epart pour �etudier la r�eponsemagn�etique.
1.2 Magn�etisme orbital: e�ets g�eom�etriquesCette se
tion va être essentiellement 
onstitu�ee de deux publi
ations ([Ullmo95,Ri
hter96a℄).La deuxi�eme est en e�et un arti
le de revue tr�es exhaustif qui 
ontient suÆsamment de mat�erielintrodu
tif pour se suÆre �a lui même. Pour r�esumer tr�es rapidement leur 
ontenu, on dirasimplement qu'ils peuvent être vus 
omme une appli
ation du programme que nous avons d�e
rit�a la �n de la se
tion pr�e
�edente, pour di��erents types de g�eom�etries. On y insistera en parti
uliersur la di��eren
e entre dynamique int�egrable et 
haotique. Certains points importants, 
omme ladi��eren
e entre syst�eme individuel et r�esultats moyenn�es sur un ensemble [S
hmid91, Oppen91,Altshuler91℄, ou 
omme la question de l'origine du terme de Landau, y seront aussi dis
ut�es.On notera �nalement que la r�eponse magn�etique des syst�emes 
haotiques a �et�e dis
ut�ee parShapiro [Shapiro93℄, et que le 
as des billards 
arr�es a �et�e abord�e par von Oppen [Oppen94℄.
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Orbital Magnetism in Ensembles of Ballistic Billiards
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We calculate the magnetic response of ensembles of small two-dimensional structures at finite
temperatures. Using semiclassical methods and numerical calculation we demonstrate that only short
classical trajectories are relevant. The magnetic susceptibility is enhanced in regular systems, where
these trajectories appear in families. For ensembles of squares we obtain a large paramagnetic
susceptibility, in good agreement with recent measurements in the ballistic regime.

PACS numbers: 05.45.+b, 03.65.Sq, 05.30.Ch, 73.20.Dx

A free electron gas at temperatureT and magnetic field
H such thatkBT ¿ h̄w (w ­ eHymc) exhibits a small
orbital diamagnetic response [1]. This behavior persists
when the electrons are placed in periodic or weak-disorder
potentials [2]. When the system is constrained to a finite
volume, the confining energy appears as a relevant scale
giving rise to finite-size corrections to the Landau suscep-
tibility. These corrections have been the object of sev-
eral theoretical studies in the last few years for the case
of clean [3] and disordered [4] systems, and received re-
newed interest with recent experiments of Lévyet al. [5]:
Measurements on anensembleof 105 microscopic, phase-
coherent, ballistic [6] squares lithographically defined on
a high mobility GaAs heterojunction yielded a large para-
magnetic susceptibility at zero field, decreasing on the
scale of approximately one flux quantum through each
square. These experiments have been important in orient-
ing the theoretical studies toward the physically relevant
questions associated with the magnetic response of small
systems. In particular, the role of finite temperature and
the necessity of distinguishing individual from ensemble
measurements appear as important ingredients that have
been overlooked in some of the theoretical literature.

In this Letter we calculate the orbital magnetic suscep-
tibility of noninteracting electrons at finite temperatures in
regular geometries (i.e., squares and circles) for individual
systems as well as for ensembles. We use a semiclassical
approach treating the magnetic fields involved by classi-
cal perturbation theory and confirm the validity of our as-
sumptions and analytical results with numerical quantum
calculations. We show that regular microstructures exhibit
strongly enhanced susceptibilities with respect to the Lan-
dau value due to large modulations in the density of states
caused byfamilies of periodic orbits. Finite temperature
induces a cutoff on the length of the relevant trajectories,
and therefore clean systems provide a good description of
the ballistic regime. These are the experimental condi-
tions of Ref. [5], and therefore our model yields results in
good agreement with the measurements. We compare the
results for ensembles of regular geometries with those of
chaotic billiards, finding important quantitative differences
which should be experimentally observable.

We consider an ensemble of isolated two-dimensional
systems at temperatureT . For each member of the
ensemble (withN electrons and areaV ) the magnetic
susceptibilityx is given by the change of the free energy
FsT , N , Hd under the effect of a magnetic field,

x ­ 2
1

V

µ
≠2F

≠H2

∂

N ,T

. (1)

The necessity of using the canonical ensemble for isolated
mesoscopic systems, and the physical differences with
the grand-canonical ensemble (GCE, where the system
responds to the magnetic field with a fixed chemical
potential m), are some of the important concepts that
recently emerged in the context of persistent currents
[7]. On the other hand, calculations in the GCE are
more easily performed due to the simple form of the
thermodynamic potential

VsT , m, Hd ­ 2
1

b

Z

dE rsEd lns1 1 expfbsm 2 Edgd ,

(2)
in terms of the single particle density of statesrsEd ­

2s2ypdImgsEd. The factor of 2 takes into account spin
degeneracy,b ­ 1ykBT , and gsEd is the trace of the
Green functionGEsr0, rd, i.e.,

gsEd ­

Z

dr GEsr, rd . (3)

Separatingr into a mean and an oscillating part,
rsEd ­ r0sEd 1 roscsEd, we define a mean chem-
ical potential m0 from N ­

R

dE rsEdfsE 2 md ­
R

dE r0sEdfsE 2 m0d. (f is the Fermi-Dirac distribu-
tion function.) Considering thatrosc ø r0, it has been
shown that [8]

FsNd . F0 1 DFs1d 1 DFs2d, (4)

whereF0
­ m0N 1 V0sm0d and DFs1d

­ Voscsm0d. We
define V0 and Vosc by using, respectively,r0 and rosc

instead ofr in Eq. (2). The second-order term is [8]

DFs2d
­

1

2r0sm0d

∑
Z

dE roscsEdfsE 2 m0d

∏2

. (5)

F0 is field independent to leading order in a semiclassical
expansion. Higher order terms inh̄ give rise to the two-
dimensional diamagnetic Landau susceptibility2xL ­

0031-9007y95y74(3)y383(4)$06.00 © 1995 The American Physical Society 383
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2e2ys12pmc2d (as can be shown even for constrained
geometries [9]).DFs1d gives the susceptibility in a GCE
with chemical potentialm0. In disordered systems it
vanishes under impurity average, and we will show that
it is also the case within the energy and size averages of
our model. We therefore have to consider the next order
term DFs2d.

To obtain a semiclassical expression forDFs1d, DFs2d,
and their magnetic field derivatives we calculaterosc

from the semiclassical expansion of the Green function.
Except for a logarithmic singularity whenr0 ! r, which
yields the smooth partr0 of r, the semiclassical Green
function has the generic form [10]

Gsc
E sr0, rd ­

X

t

Dt exp

Ω

i

∑

St

h̄
2

µ

ht 2
1

2

∂

p

2

∏æ

, (6)

where the sum runs over all classical trajectoriest joining
r to r

0 at energy E. St is the action integral along
the trajectory. For billiards without magnetic field we
simply haveStyh̄ ­ kLt , where k ­

p
2mEyh̄ and Lt is

the length of the trajectory. The amplitudeDt takes care
of the classical probability conservation, andht is the
Maslov index.

Within our semiclassical approach, the free energy
corrections are given as sums over classical trajecto-
ries, each term being the convolution in energy of the
semiclassical contribution (oscillating askLt) with the
Fermi factor (smooth on the scale ofb21). It can be
seen [9] that the contribution of a given trajectory to
DFs1d at finite temperature is reduced with respect to
its T ­ 0 counterpart by a multiplicative factorRsTd ­

sLtyLcd sinh21sLtyLcd, with Lc ­ h̄2kFbyspmd. A factor
R2sTd is needed forDFs2d. At high temperaturesRsTd

yields an exponential suppression of long trajectories.
Thereforex is dominated by trajectories withLt # Lc,
which will be the only ones considered in our analysis.
Lc provides a cutoff length in the semiclassical expansion
Eq. (6), in a similar way as the phase-coherence length
LF associated with inelastic processes. IfLc or LF are
much smaller than the shortest classical orbit,x reduces
to the Landau susceptibility independently of the nature
of the classical dynamics.

The standard route to obtainrosc from G
sc
E is to evaluate

the integral of Eq. (3)) by stationary-phase approximation.
This selects the trajectories which are not only closed
in configuration spacesr0 ­ rd, but also closed in phase
space (p0

­ p), i.e., periodic orbits. When these latter
are [well] isolated the Gutzwiller trace formula [10] is
obtained. For integrable systems, periodic orbits come in
continuous families corresponding to the rational invariant
tori (Balian–Bloch and Berry–Tabor formulas [11,12]).
For regular geometries theH ­ 0 dynamics is integrable.
However, x is the response to a perturbing magnetic
field which usually breaks the integrability. Thus using
the Berry-Tabor formula is certainly inadequate. On the
other hand, forH ! 0 the remaining periodic orbits are
not sufficiently well isolated to apply the Gutzwiller trace

formula. Therefore, a uniform treatment of the perturbing
field is needed, where not only orbits that are closed in
phase space are taken into account, but also trajectories
closed in configuration space which can be traced to
periodic orbits whenH ! 0.

In squares (of sidea), due to the simplicity of the
geometry, such a uniform treatment is possible since
we can perform the corresponding integrals exactly.
For H ­ 0, ht is twice the number of reflections, and
Dt ­ ayskLtd

1y2 with a ­ 2mys
p

2ph̄2d. One way to
obtain this result is to use the method of images writing
GEsr0, rd ­ G

0
Esr0, rd 1

P

r
0
i
eiG

0
Esr0i , rd, where G

0
E is the

free Green function,r0i are the mirror images ofr0 by any
combination of symmetries across the sides of the square,
and ei ­ 61 depending on the number of symmetries
needed to mapr0 on r

0
i. The long-range asymptotic

behavior of the two-dimensional free Green function
G

0
Esr0i , rd . a expfiskjr0i 2 rj 2 py4dgyskjr0i 2 rjd1y2 can

be used for the images [13].
For sufficiently weak magnetic fields, one may keep

in Eq. (6) the zero-order approximation forDt and use
the first-order correctiondS to the action. For a closed
orbit enclosing an algebraic areaA, classical perturbation
theory yields dS ­ seycdHA for low fields and high
energies, such that the cyclotron radius of the electrons
is much larger than the typical size of the structure.

We now specify the contributionr11 [to rosc] of the
family of closed trajectories which, forH ! 0, tends to
the family of shortest periodic orbits with nonzero en-
closed area. We note it (1,1) since the trajectories bounce
once on each side of the square (upper inset, Fig. 1).
Their length isL11 ­ 2

p
2 a. This family gives the main

contribution to the experiment of Ref. [5] sinceLc ø 2a

at T ­ 40 mK. Therefore, to simplify the discussion of
the results, we shall in the following also consider that
Lc # L11. We stress, however, that the contributions of
other families can be obtained in essentially the same way
as the (1,1) contribution. Moreover, strong flux cancella-
tion occurring for other primitive orbits makes their con-
tribution irrelevant in the case of the square, even for very
low temperatures [9,14].

In order to calculate the trace integral of Eq. (3) we use
as space coordinatesx0, which labels the trajectory (see
inset, Fig. 1) ands the distance along the trajectory. Then
the area is simplyAesx0d ­ e2x0sa 2 x0d, with the index
e ­ 61 specifying the sense of motion. InsertingA
in Eq. (3) we haver11sHd ­ r11sH ­ 0dC sHd, where
r11sH ­ 0d ­ 2s8ypda2a sinskL11 1 py4dyskL11d1y2 is
the unperturbed contribution and

C sHd ­

1

a

Z a

0

dx0 cos

µ
2e

h̄c
Hx0sa 2 x0d

∂

­

1p
2w

fcosspwdCs
p

pwd 1 sinspwdSs
p

pwdg .

(7)
C and S are, respectively, the cosine and sine Fresnel
integrals, andw ­ FyF0 is the total fluxF ­ Ha2 inside
the square measured in units ofF0 ­ hcye.
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FIG. 1. Magnetic susceptibility of a square as a function of
kFa at zero field and a temperature equal to 10 level spacings,
from numerical calculations (dashed), and from semiclassical
calculations (solid). The periodpy

p
2 indicates the dominance

of the shortest periodic orbits enclosing nonzero area with
length L11 ­ 2

p
2 a (upper inset). Lower inset: amplitude of

the oscillations (inkFL11) of x as a function of the flux through
the sample from Eq. (8) (solid) and numerics (dashed).

To obtain the contribution of the family (1,1) to
DFs1d

­ Voscsm0d and DFs2d we have to evaluate the
energy integrals of Eq. (2) and Eq. (5) usingr11sHd for
the density of states. AtT ­ 0, the Fermi distribution
is a step function. Sincer11 is a rapidly oscillating
function without any stationary-phase point the integrals
are dominated by the boundary contribution at the Fermi
energy. For finite temperatures the smoothing of the
Fermi function results in the factorRsTd previously
introduced. For the susceptibilityx s1d arising fromDFs1d

one obtains in leading order inkFa

x s1d

xL

­

3

s
p

2 pd5y2
skFad3y2 sin

µ

kFL11 1
p

4

∂

d2C
dw2

RsTd .

(8)
Therefore, the susceptibility of a given square can be
paramagnetic or diamagnetic (Fig. 1), and its typical
magnitude is much larger than the Landau susceptibility
xL. Clearly,x s1d vanishes under average if the dispersion
of kFa across the ensemble is of the order of2p. The
averagex is then given by the contribution of the (1,1)
family to DFs2d

kxl

xL

­ 2
3

s
p

2 pd3
kFa

d2C 2

dw2
R2sTd . (9)

The average susceptibility (solid line, Fig. 2) is paramag-
netic atH ­ 0 and for low fields it oscillates with an over-
all decay of1yw. For ensembles with a wide distribution
of lengths (in the experiment of Ref. [5] the dispersion
in size across the array is estimated between 10% and
30%) the dependence ofC on a (through w) has to be
considered. Since the scale of variation ofC with a is
much slower than that ofsin2skFL11d, we can effectively

FIG. 2. Thin solid curve: average magnetic susceptibility for
an ensemble of squares from Eq. (9). Thick solid curve:
average over an ensemble with a large dispersion of sizes (see
text). Thick dashed curve: average from numerics. The shift of
the numerical with respect to the semiclassical results reflects
the Landau susceptibility [due toF0 in Eq. (4)] not included
in the latter. Inset: average susceptibility as a function ofkFa
for various temperatures (4, 6, and 8 level spacings) and a flux
w ­ 0.15, from Eq. (9) (solid) and numerics (dashed).

separate the two averages and obtain the total mean by
averaging the local mean given by Eq. (9). The low-field
oscillations ofkxl with respect tow are suppressed under
the second average (performed for a Gaussian distribu-
tion with a 30% dispersion, dashed line, Fig. 2), while the
zero-field behavior remains unchanged.

We checked the semiclassical results by calculation of
the first 1500 eigenenergies of a square in a magnetic
field by direct diagonalization. AtT ­ 0 the free energy
reduces to the total energy andx is dominated by
big paramagnetic singularities at the level crossings of
states belonging to different symmetry classes and at
small avoided crossings between states with the same
symmetry [3]. These peaks are compensated once the
next state is considered, and therefore disappear at finite
temperature where the occupation of nearly degenerate
states becomes almost the same. Temperature regularizes
the T ­ 0 singular behavior, and, of course, describes
the physical situation. We include it by calculating
the partition functionZ ­ expf2bFg from a recursive
algorithm [9,15].

The results for individual squares are in excellent agree-
ment with Eq. (8), the oscillations as a function ofkFL11

andw clearly shown in Fig. 1. The oscillations inw can
be regarded to be analogous to the well known de Haas-
van Alphen oscillations of the bulk susceptibility due to
quantized electronic cyclotron motion. However, the for-
mer explicitly reflect the finite size of the microstruc-
ture. At the level of the averages the quantum values also
nicely agree with our analytical findings (Fig. 2).

Reference [5] yielded a paramagnetic susceptibility at
H ­ 0 with a value of approximately 100 (with an un-
certainty of a factor of 4) in units ofxL. The two
electron densities considered in the experiment are1011

and 3 3 1011 cm22, corresponding to approximately104
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occupied levels per square. Therefore our semiclassi-
cal approximation is well justified. For a temperature of
40 mK the factor4

p
2ys5pdkFaR2sTd from Eq. (9) gives

zero-field susceptibility values of 60 and 170, respec-
tively, in good agreement with the measurements. The
field scale for the decrease ofkxswdl is of the order of one
flux quantum through each square, in reasonable agree-
ment with our theoretical findings.

Squares constitute a generic example of an integrable
system perturbed by a magnetic field. It is interesting
to compare our results with two extreme cases: circles
(which remain integrable under the perturbation) and
completely chaotic systems. Expressing the Hamiltonian
of a circle (of radiusa) in action-angle variables [16],
rosc can be written as a sum over families of periodic
trajectories [12]. Within our finite-temperature approach
we restrict ourselves to the shortest ones, the whispering-
gallery trajectories who turn only once around the circle
in coming to the initial point afterM bounces. Their
contribution torosc is

rwgsHd ­

X̀

M­3

rMsH ­ 0d cos

µ
eH

h̄c
AM

∂

. (10)

rM sH ­ 0d ­

p
8 mL

3y2
M ys

p
ph̄2k

1y2
F M2d sinskFLM 1 py4 2

3pMy2d and the length of theMth trajectory is
LM ­ 2Ma sinspyMd, while the enclosed area is
AM ­ sMa2y2d sins2pyMd. The susceptibilityx s1d oscil-
lates as a function ofkFa with an amplitude proportional
to skFad3y2 (consistent with Ref. [17]) and vanishes under
ensemble average.kxsH ­ 0dlyxL . 5.3kFa. The sums
over M are rapidly convergent, indicating the dominance
of the first few periodic orbits.

Squares and circles give the same dependence on
kFa for x s1d and kxl. This is the generic behavior for
integrable systems [9] and can be traced to theskFad21y2

dependence ofrosc. For chaotic systems (of typical
length a) with hyperbolic periodic orbits the Gutzwiller
trace formula provides the appropriate path to calculate
roscsE, Hd. For temperatures at which only a few short
periodic orbits are important,x can have any sign, and its
magnitude is of the order ofskFadxL [18]. Extending this
analysis to the case of an ensemble of chaotic systems,
we obtain kxl ~ xL. The individual x are larger, by
a factor skFad1y2, in regular geometries than in chaotic
systems [19]. Forkxl the difference is even of the order
of kFa. These differences are due to the large oscillations
of r in regular systems induced by families of periodic
trajectories.

The different magnetic response according to the ge-
ometry does not arise as a long-time property (linear vs
exponential trajectory divergences) but as a short-time
property (family of trajectories vs isolated trajectories).
This assures that small variations in the geometry will
not be relevant since they affect only long trajectories.
For the same reason the effect of weak disorder scatter-
ing in the ballistic regime can be treated as a correction
to our results for clean systems [9].

The different kFa dependence predicted for the sus-
ceptibility in regular and chaotic cases should result in
an order of magnitude effect. Therefore measurements
in different geometries will be of high interest and pro-
vide a crucial test of the applicability of our noninteract-
ing model to actual microstructures.
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104 CHAPITRE 1. MOD�ELE SANS INTERACTION1.3 E�et du d�esordre r�esiduelDans un semi
ondu
teur dop�e usuel, 
e qui limite la mobilit�e des �ele
trons est en g�en�eral lesdonneurs eux-même, puisque leur pr�esen
e, indispensable pour avoir des �ele
trons libres, 
r�eedes d�efauts dans le r�eseau atomique du mat�eriau. Sur l'�e
helle de la longueur d'onde de Fermi,
es d�efauts peuvent le plus souvent être 
onsid�er�es 
omme pon
tuels, et di�ra
tent de mani�ereisotrope la fon
tion d'onde des �ele
trons. Les tr�es grand libres par
ours moyens typiquementobtenus dans les h�et�erostru
tures de GaAs/AlGaAs, l'ont �et�e justement par
e qu'il est possible,pour 
es stru
tures, d'�e
happer �a 
e pro
essus. En e�et, (
f. la �gure 1 de l'introdu
tion), ladi��eren
e de potentiel 
himique �E
 entre GaAs et AlGaAs fait que des �ele
trons libres dansGaAs ne p�en�etrerons pas dans AlGaAs. Si l'on pla
e des donneurs dans AlGaAs (par exempledes atomes de Si) dans un plan parall�ele �a l'interfa
e GaAs/AlGaAs mais distant de 
e dernierde d <� 50nm, les ions Si+ vont attirer les �ele
trons qui leur auront �et�e arra
h�es, et les \plaquer"sur l'interfa
e GaAs/AlGaAs. On obtient ainsi un gaz d'�ele
trons �a deux dimensions, s�epar�espatialement (d'une distan
e d) des impuret�es.�A l'int�erieur de leur plan, 
es impuret�es sont malgr�e tout dispos�ees al�eatoirement. 1 Le po-tentiel �ele
trostatique qu'elles engendrent apparâ�t don
 pour les �ele
trons 
omme un potentield�esordonn�e, qui va a�e
ter les propri�et�es de 
ondu
tion, aussi bien que la r�eponse magn�etiquedu syst�eme. Par rapport �a la situation standard o�u les impuret�es sont situ�ees au sein du gazd'�ele
trons, 
e potentiel est \moyenn�e" sur une distan
e de l'ordre de la s�eparation d entre le gazd'�ele
trons et le plan des donneurs. Ce
i aura pour e�et non seulement de diminuer l'amplitudedu potentiel de d�esordre, mais aussi de le transformer en une fon
tion dou
e ave
 une longueurde 
orr�elation non n�egligeable, 
e qui a quelques 
ons�equen
es pratiques int�eressantes.La premi�ere d'entre elles, qui est en fait le but de toute l'op�eration, est une augmenta-tion notable du libre par
ours moyen de transport lT , d�e�nit 
omme la distan
e typique pourque la dire
tion d'une traje
toire 
lassique soit rendue 
ompl�etement al�eatoire par le potentield�esordonn�e 
onsid�er�e. En e�et, des variations dou
es du potentiel pourront a

�el�erer et ralentirl�eg�erement une traje
toire mais n'arriveront pas fa
ilement �a en modi�er la dire
tion.Une deuxi�eme 
ons�equen
e vient de 
e que lT est une quantit�e purement 
lassique, qui doitêtre distingu�ee du libre par
ours \�elastique" `, qui 
ara
t�erise le taux de d�e
roissan
e de la fon
-tion de Green moyenn�ee sur le d�esordre (dans le bulk hG(r� r0)i = exp[�jr� r0j=2`℄G0(r� r0),o�u G0 est la fon
tion de Green libre). Pour un potentiel d�esordonn�e qui est une somme depi
s delta, il se trouve que ` et lT 
o��n
ident, 
e qui am�ene parfois �a les 
onfondre. Ce
i n'est
ependant plus le 
as pour des potentiels de d�esordre lisses, pour lesquels 
es deux quantit�espeuvent di��erer 
onsid�erablement. Nous verrons en e�et qu'une appro
he semi
lassique est tout�a fait adapt�ee au 
al
ul de `, et permet de le relier �a la vitesse �a laquelle l'int�egrale d'a
tionS le long d'une traje
toire, mesur�ee en unit�e d'�h, di�use sous l'e�et du d�esordre. On voit,par le simple fait qu'intervient la 
onstante de Plan
k, que ` est une quantit�e fondamentale-ment quantique. Pour un d�esordre lisse elle peut être signi�
ativement plus petite que lT . Par
ons�equent des ph�enom�enes d'interf�eren
es, 
omme la r�eponse magn�etique orbitale des nano-stru
tures, risquent d'être plus a�e
t�es par un d�esordre r�esiduel lisse que par exemple le termedominant de la 
ondu
tivit�e.Pour une nanostru
ture, 
e
i est 
ependant en partie 
ontrebalan
�e par le fait que la longueurde 
orr�elation du d�esordre peut devenir non n�egligeables par rapport �a la taille du syst�eme, 
e1. Tout l'art de la fabri
ation de 
es h�et�erostru
tures 
onsiste 
ependant �a abaisser leur temp�erature suÆsam-ment lentement pour que la r�epulsion mutuelle des donneurs les fassent se d�epla
er et s'organiser sur un r�eseauaussi r�egulier que possible [Buks94℄
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ons�equen
es importantes. L'arti
le qui suit pr�esente une des
ription semi-
lassique du d�esordre dans di��erents r�egimes, qui permet de dis
uter 
es e�ets de 
orr�elation.
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We analyze the effect of weak residual disorder in microstructures defined on high-mobility heterojunctions,
where the classical electron motion is ballistic. We parameterize the disorder by its correlation lengthj and the
elastic mean free pathl , which can be estimated from microscopic models. For the experimentally relevant
case in whichj is not negligible with respect to the size of the microstructure, we present a perturbative
semiclassical approach demonstrating that the reduction due to disorder of a two-point Green-function observ-
able, like the average magnetic susceptibility, is intrinsically different from the bulk~power law depending on
l andj instead of an exponential damping governed uniquely byl ). The very weak damping that we obtain
supports the use of clean~no disorder! models for the ballistic regime. Our analytical findings are confirmed by
exact numerical calculations.@S0163-1829~96!52032-1#

INTRODUCTION

The sustained interest over the last decade in the physics
of two-dimensional electron gases~2DEG! stems from their
high mobility at low temperature. In this regime the mobility
is limited by impurity scattering. This latter can be strongly
suppressed in clean semiconductor heterojunctions by using
the modulation doping technique, which allows the spatial
separation of the impurities from the conducting electrons.
At the level of the 2DEG a relatively smooth random poten-
tial remains, associated with the long-range impurity poten-
tials. As shown by Das Sarma and Stern,1 it is then necessary
to make a distinction between the transport mean free path
~MFP! and the much smaller elastic MFP. The former (l tr) is
given by the distance over which the electron momentum is
randomized, and therefore governs the electrical conduction.
The latter (l ) is related to the single-particle relaxation time.2

In a formal approach,l is given by the impurity average of
the one-particle Green function, whilel tr is related to the
two-particle Green function.1 Therefore l tr has a classical
meaning, whilel is purely quantum mechanical.

Advances in lithographic techniques have allowed one
further to confine the 2DEG to nanostructures whose typical
size a is smaller thanl tr . In this ballistic regime, we can
think semiclassically of electrons moving along almost
straight lines between bounces off the confining potential,
and quite unexpected transport3,4 and thermodynamic5 prop-
erties have been observed. In particular, the dependence of
quantum observables~like the conductance! on the nature of
the underlying classical mechanics~that is, on its chaotic or
integrable character! has been experimentally established.
Most of the corresponding theoretical work6–8 has been done
within clean models, where impurity scattering is completely
ignored. The success of these models at the qualitative level,
and the need for improving the quantitative agreement with
experiment, motivates us to go beyond the clean models by
including the effects of smooth disorder.

The purpose of the present work is the study of weak
elastic scattering in constrained ballistic geometries. This is a
fundamental problem since the conventional techniques used
to deal with impurity scattering~such as diagrammatic per-
turbation theory! are not directly applicable. We present a
general treatment of disorder effects in confined systems in
terms of Green functions and illustrate our results by focus-
ing on the magnetic susceptibility. Orbital magnetism is par-
ticularly appealing because it has recently received consider-
able experimental attention5,9 and a complete semiclassical
approach has been developed7,8 to explain the anomalously
large response measured in square geometries.

Using analytic semiclassical and numerical quantum cal-
culations, we demonstrate that the bulk MFP’sl and l tr are
not the only relevant parameters describing the disorder in
mesoscopic microstructures. The damping of the typical sus-
ceptibility of integrable geometries isstrongly reducedwith
increasing ratio between the disorder correlation length and
the sample size.

I. EFFECT OF SMOOTH DISORDER ON THE GREEN
FUNCTION

Our approach for describing disorder is not based on a
microscopic model, but rather we assume a random potential
V(r) characterized by a correlation function

C~ ur2r8u!5^V~r!V~r8!& ~1!

with a typical correlation lengthj and a mean disorder
strengthC0

5C(0). Forspecific calculations, we will assume
a Gaussian correlationC(ur2r8u)5C0exp@2(r2r8)2/
(4j2)#, produced, e.g., by a Gaussian disorder model

V~r!5(
j

Ni u j

2pj2 expH 2

~r2Rj !
2

2j2 J , ~2!

given by the sum of the potentials ofNi independent impu-
rities located at pointsRj with uniform probability on an area
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V. The strengths u j obey ^u ju j
8
&5u2d j j 8, and

C0
5u2ni /(4pj2), with ni5Ni /V. For j→0 this yields the

d-function potentialV(r)5( j
Niu jd(r2Rj ).

In the bulk ~unconstrained 2DEG! we distinguish the
cases of short-range (j,lF , denoted SR! and finite-range
(j.lF , FR! potentials, wherelF is the Fermi wavelength.
In a microstructure with typical sizea@lF a third, long-
range~LR! regime has to be considered forj.a.lF . The
cleanest samples used in experiments today are in the FR
regime,10 and therefore we will concentrate in this parameter
range.

In the FR regime the potential is smooth on the scale of
lF justifying a semiclassical approach. This technique11 is
based on expanding of the one-particle Green function,

GE~r8,r!5(
t

D texpF i S St

\
2h t

p

2 D G , ~3!

as the sum over all classical pathst joining r to r8 at energy
E. St is the classical action integral along the trajectoryt.
The amplitudeD t takes care of classical probability conser-
vation, andh t is the Maslov index. For trajectory lengths
L t! l tr the classical mechanics is essentially unaffected by a
smooth potential, and the main effect of disorder onGE re-
sults from a shift in the phasesSt /\

St5St
c
1dSt; dSt52

1

vF
E
Ct

V~q!dq. ~4!

The integration is along theunperturbedtrajectoryCt , and
St

c is the corresponding clean action.
The impurity-averaged one-particle Green function is then

^GE~r8,r!&5(
t

GE,t
c ~r8,r!^exp$ idSt /\%&, ~5!

whereGE,t
c is the contribution of the trajectoryt to the zero-

disorder Green functionGE
c Eq. ~4! shows that asL t in-

creases,dS follows a random-walk process. In the FR case
with L t@j the extra actiondS is accumulated in a Gaussian
fashion:^exp$idSt /\%&5exp$2^dSt

2&/2\2% with a variance

^dSt
2&5

1

vF
2E

Ct

dqE
Ct

dq8^V~q!V~q8!&. ~6!

For an unconstrained 2DEG the sum in Eq.~5! is reduced
to the only path joiningr andr8. If L5ur2r8u@j the inner
integral in Eq.~6! can be extended to infinity and we get
^dS2&5L/vF

2*dqC(q). Thus, the semiclassical average
Green function has an exponential behavior,

^GE~r8,r!&5GE
c ~r8,r!exp$2L/2l %, ~7!

governed by the elastic MFPl 5\2
vF

2 /*dqC(q). @For
Gaussian correlationl 5\2

vF
2 /(jApC0).# The same results

are obtained quantum mechanically using the first-order
Born approximation for the impurity scattering. Forj,lF
the semiclassical approach is no longer applicable; however,
according to the Born approximation Eq.~7! remains still
valid,2 but with l 5vF\3/(mu2ni).

In the constrained case, firstly, forl tr!a impurity scatter-
ing is the dominant process, producing diffusive motion. The
corresponding analysis has been done within diagrammatic
perturbation theory,12 and the average Green function exhib-

its the same exponential damping as in the bulk, Eq.~7!.
Here, we treat the ballistic regimel tr.a whereboth the con-
finement and the impurities must be considered. Confine-
ment implies thatGE

c (r8,r) is given as a sum over multiply
reflected paths connectingr and r8; disorder modifies the
corresponding actions according to Eq.~4!.

If L@j, an expression analogous to Eq.~7! holds for each
contribution^GE,t& to ^GE&, usingL t instead ofL since the
variance of Eq.~6! depends on the geometry-affected path
t that we consider. Naturally, the disorder damping becomes
more important for longer trajectories.

For physical-observables-related two-particle Green func-
tions we need, in our noninteracting approach, to consider
products of Green functions such asGE(r 1 ,r 2)GE* (r 18 ,r 28).
Using the same kind of argument as above, the disorder av-
erage is obtained as a double sum over pairs of trajectories
t and t8,

^GEGE* &5(
tt8

GE,t
c GE,t8

c* expF2
^~dSt2dSt8!

2&

2\2 G . ~8!

Here, however, the correlation of the disorder potential be-
tween points on trajectoriest and t8 must be taken into ac-
count, with nontrivial consequences, for integrable geom-
etries in particular.

II. SEMICLASSICAL TREATMENT OF SUSCEPTIBILITY

In order to apply the concepts developed above to observ-
ables depending on the one- and two-particle Green func-
tions we focus on the magnetic susceptibility,

x52

1

A S ]2F

]H2D
N,T

, ~9!

of ballistic microstructures.F(T,H,N) is the free energy,A
is the area of the sample,H is the applied magnetic field, and
N is the number of electrons.F ~and thereforex) ~Ref. 13!
depends on GE by means of the density of states
d(E)522/pIm*drGE(r,r), which is semiclassically given
as a sum over the periodic orbits of the system.11 In a finite-
temperature semiclassical approach7 only the shortest orbits
contribute significantly tox. For microstructures of square
geometry that we focus on in the following,x is essentially
given by the contribution of the family~11! of shortest, flux-
enclosing periodic orbits~of length L1152A2a and action
S11/\5kFL11) ~inset, Fig. 1!. A finite-temperature semiclas-
sical calculation gives~to leading-order inkFa, i.e., N)

x

x0 5E
0

adx0

a
A

2~x0!cos@wA~x0!#sinS kFL111
p

4
1

dS~x0!

\
D ,

~10!

as a function of the total fluxw5Ha2/(hc/e). The orbits of
the family are labeled byx0 and A(x0)54px0(a2x0)/a2

is the ~normalized! enclosed area. The disorder effects
on which we focus our study enter through the extra
phase dS(x0)/\ given by Eq. ~4!. x0

5xL(3/(A2p)5/2)
3(kFa)3/2RT(L11), with the Landau susceptibility
2xL52e2/(12pmc2), the temperature reduction factor
RT(L t)5(L t /Lc)sinh21(Lt /Lc), andLc5\2kF /(pmkBT).

For ^x&, impurity average of thedS-dependent term leads
to destructive interference between the trajectories of the

R5220 54KLAUS RICHTER, DENIS ULLMO, AND RODOLFO A. JALABERT



108 CHAPITRE 1. MOD�ELE SANS INTERACTION

family. For the square billiard̂dS2& is the same for all orbits
of the family ~11! ~i.e., independent ofx0) yielding simply

^x&5xcexp$2^dS2&/~2\2!%. ~11!

This holds in general if all relevant orbits have the same
length~as, e.g., for families of orbits in billiards!. The damp-
ing is governed@as in Eq.~7!# by their lengthL t and byl .

The damping of̂ x& relies on the assumption that differ-
ent impurity realizations are obtained for fixed sizea and
~clean-system! Fermi wave vectorkF . In contrast, impurity
averages in experiments are obtained either by taking a given
sample and thermal cycling it to room temperature9 ~which
changes the impurity profile! or by considering an ensemble
of microstructures.5 In both cases, variations ofa andkF for
different impurity configurations are unavoidable in current
experiments, and we have to account for an additionalkFa,
i.e., energy, average~denoted •̄ !, large on the quantum scale
but small classically.7 In this respect, thetypical susceptibil-
ity x (t)

5^x̄2&1/2 ~as a measure of the average over repeated
different disorder realizations within an individual sample!
and the ensemble average^x̄& ~of an array of microstruc-
tures! are experimentally relevant. They are of theoretical
interest because of being built on disorder-averaged two-
particle Green functions. For simplicity in the presentation
we choose to work withx (t) and for ^x̄& we will give only
final results.

The energy average ofx2 kills all the terms oscillating
with kFL11 of Eq. ~10!, and therefore

S x ~ t !

x0 D 2

5

1

2E0

adx0

a E
0

adx08

a
A

2~x0!A2~x08!cos@wA~x0!#

3cos@wA~x08!# f ~x0 ,x08!. ~12!

As for the two-particle Green function@see Eq.~8!# the dis-
order average enters through the function

f ~x0 ,x08!5exp$2^@dS~x0!2dS~x08!#2&/~2\2!%, ~13!

which takes into account the dephasing between different
orbits of the family. SincedS(x0) anddS(x08) arenot inde-
pendent forux02x08u<j, their correlation is obtained by per-
forming the integrations in Eq.~6!, but with q and q8 run-
ning, respectively, along paths labeled byx0 and x08 ~see
inset, Fig. 1!.

For FR potentials, noting that the orbitsx0 andx08 remain
~except near reflection points! at a constant distance
ux02x08u/A2, one obtains for Gaussian correlations

f ~x0 ,x08!5exp$2~L11/ l !~12exp@2~x02x08!2/8j2# !%. ~14!

Evaluating Eq.~12! asymptotically~at H50) we find

S x ~ t !

xc
~ t !D 2

.
20

7
A2pS j

aD S l

L11
D 1/2

for L11@ l . ~15!

In this limit, we see that the correlation of the dephasing
within the family of orbits yieldsa qualitative change in the
disorder damping, namely, the replacement of anexponen-
tial behavior by analgebraicone.

III. COMPARISON WITH NUMERICAL RESULTS

To check our semiclassical predictions we diagonalized
the Hamiltonian of a square billiard in aH field for different
impurity realizations and calculated the corresponding disor-
der averaged magnetic susceptibility. In Fig. 1 we present the

FIG. 1. Susceptibilitŷ x& of a square billiard~at zero magnetic field and
at a temperature equal to six level spacings! as a function ofkFa for the
clean case~dotted! and for increasing Gaussian disorder (j/a50.1) with
elastic MFPl /a54,2,1,0.5~solid lines in the order of decreasing amplitude!.
Inset: two representative periodic orbits belonging to the family~11! of a
square billiard.

FIG. 2. Ratio between disorder averaged and zero-disorder results for
~a! the typicalx (t) ~thin curves and open symbols! and ~b! the ensemble-
averaged̂ x̄& ~thick curves, filled symbols! susceptibilities as a function of
decreasing elastic MFPl for different values ofj/a. The symbols denote the
numerical quantum results, the solid lines~for j.0) the semiclassical inte-
grals @Eq. ~12!# ~a! and @Eq. ~16!# ~b!, and the dashed lines asymptotic
expansions of the integrals for largea/ l .
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numerical resultsxc ~dotted! for a clean square microstruc-
ture and ^x& for j/a50.1 and increasing disorder
( l /a54,2,1,0.5, solid!. The characteristic oscillations with
kFL11 are the signature of the orbits of the family~11! and
persist upon inclusion of disorder such that the elastic MFP
l is of the order of the system size. A quantitative analysis
shows that their damping is indeed exponential, as predicted
by Eq.~11!, with an exponent given by the ratio between the
lengthL11 of the fundamental periodic orbits and the elastic
MFP l .

Figure 2~a! shows the exact quantum results ofx (t)/xc
(t)

for various l and j. The SR case (j50, open circles! is
exponential in L11/2l ~thick solid line!. In the FR case
(j/a50.1, diamonds, andj/a50.2, triangles! the integration
of Eq. ~12! ~thin solid curves! accounts for the numerical
quantum-mechanical results and shows a departure from ex-
ponential behavior. The asymptotic behavior Eq.~15! ~thin
dashed! provides a good approximation fora/ l .1.5. This
shows explicitly that the exponential behavior forj50 ~for a
billiard being integrable in the clean limit! turns into power-
law damping upon increasing the disorder correlationj. The
interval fora/ l .1.5 still belongs to the ballistic regime pro-
vided l tr.a. l ~note that forj finite, l tr. l ). The results for
j/a50.5 ~open squares! show a considerable departure from
the analytical FR prediction being strictly valid only in the
limit of small j/a. This transition to the LR regime14

(j.a) will be treated elsewhere.
For measurements of the magnetic response of ensembles

of ballistic cavities~arrays of billiards differing in size! the
disorder and energy averaged susceptibility^x̄& ~related to
the spectral two-point correlation function13! is the relevant
quantity to consider. Following similar lines as in the deri-
vation of Eq.~12! we obtain14

^x̄&

x̄0
5

1

2E0

adx0

a E
0

adx08

a
@A

2

2 cos~wA2!

1A
1

2 cos~wA1!# f ~x0 ,x08!, ~16!

with x̄0/xL5(3/(A2p)3)(kFa)RT
2(L11) and A65A(x0)

6A(x08). Since f (x0 ,x08) is the same as in Eq.~12!, the
disorder dependence of^x̄& is similar to that ofx (t), as seen
in Fig. 2~b!. The filled symbols~numerics! and thick lines
@integration of Eq.~16!# show reasonable agreement.

If we estimate for the experiment of Ref. 5j/a;0.1 ~Ref.
10! and assume l;a, we obtain a reduction of
^x̄&/x̄c.0.37, showing the persisting influence of short or-
bits in the weak-disorder regime, and yielding a strong para-
magnetic susceptibility atH50 in quantitative agreement
with the measurements. Gefenet al.5 found a disorder-
independent average susceptibility for ballistic square bil-
liards using a complementary approach to ours, based on
long trajectories strongly affected by disorder. This is not
borne out by either our analytic or numerical findings at the
experimentally relevant temperatures.

In this work we have studied the effect of weak residual
disorder in ballistic microstructures~of sizea), considering
observables related both to the one-particle Green function
~such as the susceptibility of a given structure with fixed
clean parametersa and kF) and to the two-particle Green
function ~such as the typical and average susceptibilities of
an ensemble which include akFa average!. For short-range
potentials we find an exponential damping of the susceptibil-
ity with respect to its clean value governed by the ratio be-
tween the length of the relevant trajectories and the@bulk#
elastic mean free path. Increasing the correlation lengthj of
the impurity potential results in weakerpower-lawdamping
~characterized byl and j/a) of the clean~typical and aver-
age! susceptibilities, and forj;a they are practically not
affected by disorder. This is qualitatively distinct from the
effect of j in the bulk ~which only amounts to a renormal-
ization of the MFPl and l tr) and explains why the integra-
bility of the underlying classical dynamics is relevant in the
presence of the experimentally achievable weak disorder.
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110 CHAPITRE 1. MOD�ELE SANS INTERACTION1.4 anneaux di�usifsDans les arti
les [Ullmo95,Ri
hter96a℄ in
lus pr�e
�edemment, seul les syst�emes balistiquesont �et�e trait�es expli
itement. Il est 
ependant relativement fa
ile d'utiliser le formalisme qui yest d�evelopp�e pour �etudier le r�egime di�usif. Pour 
ompl�eter 
e tableau sur les syst�emes sansintera
tions, je vais donner i
i une d�erivation de la r�eponse magn�etique moyenne d'un ensembled'anneaux di�usifs soumis �a un 
ux �, et montrer 
omment on peut retrouver simplement lesr�esultats de [S
hmid91, Oppen91, Altshuler91℄. Cette d�erivation est une simple g�en�eralisation�a temp�erature �nie de 
elle donn�ee par Argaman, Imry et Smilansky [Argaman93℄.Les �equations de d�epart sont 
omme dans le 
as balistique (
f. Eqs. (4.22), (2.20
) , (2.15
)et (6.18) de [ri
hter96a℄)
I = �
 ��F (2)�� !T;� (1.7)

�F (2) = �2 (Nos
(�))2 (1.8)Nos
(�) = gs� Xj R(tj=t
)rj jdet(Mj � 1)j1=2 sin�Sj�h � �j �2� : (1.9)
Dans Eq. (1.9), la somme porte sur toutes les traje
toires 
lassiques p�eriodiques j de l'anneaudi�usif, 
ha
une d'entre elles �etant 
ara
t�eris�ee par une p�eriode tj , une a
tion Sj , une matri
ede monodromy Mj , un indi
e de Maslov �j , et un nombre de r�ep�etitions rj . On a de plus
omme d'habitude introduit la fon
tion R(x) = x= sinh(x) et le temps 
ara
t�eristique asso
i�e �ala temp�erature t
 = ��h=�.On note que la d�ependan
e en 
ux de Nos
 se fait enti�erement �a travers 
elle des int�egralesd'a
tion Sj(�) = Sj(�=0) + 2��(j)�=�0o�u �(j) est le nombre de tours e�e
tu�es par la traje
toire j. Ce
i permet, dans la double sommesur les traje
toires p�eriodiques qui intervient dans le 
al
ul de (Nos
)2, de ne garder, apr�esmoyenne sur le d�esordre, que les paires asso
iant une traje
toire et sa sym�etrique par renver-sement du temps (l'appariement d'une traje
toire ave
 elle-même n'ayant pas de d�ependan
edans le 
ux). On obtient ainsi pour le 
ourant

hIi = 2
���0 Xn n sin�4�n��0 � Xj tq �(j)=n R2(tj=t
)r2j jdet(Mj � 1)j (1.10)
Sous 
ette forme, il est possible d'utiliser la r�egle de somme d'Ozorio d'Almeida et Hannay[Hannay84, Ozorio88, Argaman93℄, qui relie la somme sur les amplitudes des traje
toires 
las-siques �a la densit�e de probabilit�e Pt(nL) de revenir au point de d�epart en un temps t (dansl'espa
e des phases) apr�es avoir e�e
tu�e un nombre de tours � = n. Cette relation s'�e
rit i
i (endimension deux) Xj:r7!r;�=n tjjdet(Mj � 1)jÆ(t� tj) = 2�mV Pt(nL) (1.11)
ave
, pour un anneau di�usif de p�erim�etre L et de se
tion b (V = Lb)

Pt(x) = 12�m 1b exp(�x2=4Dt)p4�Dt : (1.12)



1.4. ANNEAUX DIFFUSIFS 111(Cette densit�e de probabilit�e est normalis�ee de fa�
on que R dxdydpxdpy Æ(p2=2m�E)Pt(x) = 1).On obtient ainsi I = Xn In sin�4�n��0 � (1.13)
In = 4g2s�nL��0 Z 10 dtt R2(t=t
)exp(�n2L2=4Dt)p4�Dt ; (1.14)expression �a partir de laquelle on peut ais�ement �etudier les di��erents r�egimes de temp�eratures.
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Chapitre 2
Contribution des intera
tions

Dans 
ette deuxi�eme partie du m�emoire, nous allons aborder une des
ription plus r�ealistedes �ele
trons, qui prend en 
ompte leur intera
tion mutuelle. La premi�ere diÆ
ult�e 
on
eptuellequ'il est n�e
essaire d'aborder est 
elle de l'�e
rantage. L'intera
tion 
oulombienne est en e�etdans le vide une intera
tion �a longue port�eeV0(r; r0) = e2jr� r0j : (2.1)Par 
ontre, si on pla
e une 
harge ext�erieure Q = �e dans un gaz d'�ele
trons, 
elle-
i varepousser les �ele
trons, 
r�eant ainsi un d�e�
it de 
harge n�egative (don
 une 
harge positive)dans son voisinage, qui va �e
ranter Q. Le potentiel �ele
trostatique e�e
tif 
r�e�e par 
ette 
harge,qui est la somme de V0 et du potentiel 
r�e�e par la distribution de 
harge due au d�epla
ement des�ele
trons s'�e
rit �a l'approximation de Thomas-Fermi (et en dimension 2) 
omme [Ash
roft76℄VTF (r; r0) = Z dq2� V̂TF (q) ;V̂TF (q) = 2�e2jqj+ qs (2.2)ave
 qs = 2�e2N(0). Dans le bulk, et pour des moments plus petits que 2kF , on peut voir, soit enresommant la s�erie RPA [Fetter71℄, soit par une appro
he de groupe de renormalisation[Shankar94℄,que le potentiel VTF est aussi une tr�es bonne approximation de l'intera
tion e�e
tive r�esiduelleentre �ele
trons. Partant de parti
ules nues interagissant fortement par l'intera
tion 
oulom-bienne Eq. (2.1), on obtient don
 des quasi-parti
ules de Landau, 
onstitu�ees des �ele
tronsentour�es de leur nuage de d�e�
it de 
harge, et qui interagissent faiblement par le biais de l'in-tera
tion r�esiduelle Eq. (2.2).Dans le 
as des syst�emes 
on�n�es, 
omme les points quantiques, la situation est plus d�eli
ate.En e�et 
e qui rend possible la resommation de la s�erie RPA dans le 
as du bulk est bien entendul'invarian
e par translation qui permet de diagonaliser les di��erents op�erateurs dans la base desondes planes. Cette invarian
e par translation est aussi indispensable dans l'appro
he de groupede renormalisation. En parti
ulier, le potentiel moyen auto-
onsistant dans lequel �evoluent les�ele
trons ne peut être obtenu que num�eriquement en terme de l'environnement �ele
trostatique.Il n'est don
 pas possible de faire pour les points quantiques un traitement de l'�e
rantage aussipropre que dans le 
as du bulk. Ce
i dit, lorsque les longueurs d'�e
rantage sont petites devantles dimensions des syst�emes 
onsid�er�es, la \sagesse 
ommune" veut qu'on 
ontinue �a pro
�eder
omme dans le bulk, et �a 
onsid�erer les �ele
trons 
omme des quasi-parti
ules de Landau, �evoluant
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tif in
luant un e�et moyen des autres �ele
trons, et interagissant entre euxpar une intera
tion �e
rant�ee dont Eq. (2.2) est une bonne approximation. Comme 
e
i est le
as pour les exp�erien
es de magn�etisme orbital, nous allons en pratique adopter 
e point de vuepour 
al
uler la r�eponse magn�etique due aux intera
tions.Cependant, il peut être utile de d�evelopper un peu notre intuition sur la fa�
on dont s'ef-fe
tue l'�e
rantage de l'intera
tion de Coulomb, et en parti
ulier de 
lari�er le rôle et le sensexa
t du potentiel e�e
tif moyen dans lequel �evoluent les �ele
trons. Pour rendre les 
hoses plus
on
r�etes, nous allons, avant d'aborder la question du magn�etisme proprement dite, d�e
rire dansla pro
haine se
tion une question plus simple, qui est 
elle de l'�e
rantage, �a temp�erature nulle,de l'intera
tion de Coulomb dans une approximation de LDA de la fon
tionnelle de densit�e.
2.1 L'�e
rantage dans l'approximation LDA2.1.1 Fon
tionnelle de densit�e et approximation de densit�e lo
aleLe th�eor�eme de Khon et Sham dit en substan
e que, pour une syst�eme d'�ele
trons en in-tera
tion dans un potentiel ext�erieur Vext(r) il existe une fon
tionnelle FKS[n℄ de la densit�e�ele
tronique n(r) telle quei) la densit�e �ele
tronique nf (r) de l'�etat fondamental �a N parti
ule est un extremum deFKS [n℄� �N [n℄ ; (2.3)o�u le param�etre de Lagrange � est d�etermin�e de fa�
on queN = N [nf ℄ def� Z drnf (r) : (2.4)ii) FKS [nf ℄ est alors l'�energie totale du syst�eme.Bien entendu la forme expli
ite de 
ette fon
tionnelle de Khon et Sham n'est pas 
onnue,et on doit en pratique se 
ontenter d'une approximation. Une des plus simples, que nous allons
onsid�erer i
i, est l'approximation de densit�e lo
ale (Lo
al Density Approximation en anglais)qui exprime F sous la formeFLDA[n℄ = TLDA[n℄ + Eext[n℄ + E
oul[n℄ + Ex
[n℄ ; (2.5)o�u TLDA[n℄ repr�esente l'�energie 
in�etique, sur laquelle nous reviendrons dans quelques lignes,Eext[n℄ = Z drVext(r)n(r)E
oul[n℄ = e22 Z drdr0n(r)n(r0)jr� r0jsont respe
tivement les �energies de 
on�nement et d'intera
tion 
oulombienne, et en�n Ex
[n℄prend en 
ompte les termes d'�e
hange et de 
orr�elation. L'approximation lo
ale de densit�e
onsiste �a 
hoisir pour Ex
[n℄ une forme qui redonne le r�esultat exa
t 1 pour un gaz d'�ele
tronsin�ni sans potentiel ext�erieur. Plus g�en�eralement, on pourra 
onsid�erer dans la suite que Ex
[n℄est n'importe quelle fon
tionnelle expli
ite de la densit�e.1. \Exa
t" est bien sur i
i �a prendre entre guillemets, puisque même dans le 
as du bulk, les seuls r�esultatsanalytiques sont des d�eveloppement �a haute densit�e (i.e. en rs). En pratique Ex
[n℄ est souvent 
al
ul�eenum�eriquement par des m�ethodes Monte-Carlo.



2.1. L'�ECRANTAGE DANS L'APPROXIMATION LDA 115Pour revenir au terme d'�energie 
in�etique, notons que pour l'approximation de densit�e lo
ale,le param�etre variationel n'est pas r�eellement la densit�e n(r) mais N fon
tions '1; : : : ; 'N denorme Z drj'i(r)j2 = 1 (i = 1; :::N) (2.6)et telles que NX1 j'ij2(r) = n(r) : (2.7)(Il est assez naturel, mais parfois trompeur, d'interpr�eter les 'i 
omme les fon
tions d'onde des�ele
trons.) TLDA s'exprime alors en terme de 
es param�etre variationels 
omme
TLDA[n℄ def� �h22m Z dr NX1 jr'ij2 : (2.8)

Les d�eriv�ees variationelles de FLDA[n℄�Xi �i Z dr j'i(r)j2
(o�u les �i sont les param�etres de Lagrange asso
i�es aux 
ontraintes Eq. (2.6)) par rapport auxfon
tions '� donnent N �equations de S
hr�odinger�h22m�'i + Ve�(r)'i(r) = �i'i(r) (2.9)o�u Ve� [n℄(r) def� ÆEtotÆn [n℄ ; (2.10)Etot[n℄ def� Eext[n℄ + E
oul[n℄ + Ex
[n℄sont d�etermin�ees de fa�
on auto-
onsistante en terme des 'i �a travers Eq. (2.7). On doit don
en pratique r�esoudre un probl�eme de Hartree auto-
onsistant.
2.1.2 L'approximation de Thomas-FermiLa m�ethode de la fon
tionnelle de la densit�e, même dans le 
adre de la LDA, est une appro
hequi peut, dans 
ertaines situations, d�e
rire de fa�
on tr�es pr�e
ise l'�energie de l'�etat fondamentald'un syst�eme d'�ele
trons en intera
tion. Nous allons nous pla
er, dans toute la suite de 
ettese
tion, dans l'hypoth�ese que 
e
i est le 
as pour le syst�eme qui nous o

upe. Nous 
onsid�ereronsdon
 que ELDA def� FLDA[nLDA℄ est, en pratique, le r�esultat exa
t. Le probl�eme qui se pose alorsest qu'obtenir ELDA en r�esolvant num�eriquement le syst�eme Eqs. (2.9) (2.10) peut d'une partêtre lourd �a mettre en oeuvre, mais surtout n'apporte pas une 
ompr�ehension tr�es profonde surla nature du r�esultat obtenu. Une autre appro
he possible 
onsiste �a suivre le s
h�ema d'approxi-mation propos�e par Strutinsky [Strutinsky68, Bra
k72℄ (�a l'origine dans le 
adre de Hartree Fo
kplutôt que de LDA), qui 
onsiste �a r�esoudre dans un premier temps un probl�eme o�u les inter-a
tions sont trait�ees de mani�ere auto-
onsistante, mais o�u les e�ets quantiques d'interf�eren
essont n�eglig�es, puis �a introduire les e�ets d'interf�eren
es perturbativement.Un des avantages du s
h�ema de Strutinsky dans le 
adre de LDA est que son ordre z�ero estsimplement donn�e par l'approximation de Thomas-Fermi (�etendue). Celle-
i est obtenue, de la
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on que LDA, en minimisant, sous 
ontrainte Eq. (2.4), une fon
tionnelle FTF [n℄ quis'�e
rit exa
tement 
omme Eq. (2.5) sauf que le terme d'�energie 
in�etique TLDA est rempla
�e parTTF [n℄ def� Z dr tTF (n(r))tTF (n) def� Z n0 �(�)d�; ; (2.11)o�u e(�) est l'inverse de la fon
tion �(e) d�e�nie par�(�) def� Z dp(2��h)d �(�� p2=2m) (2.12)(d est la dimension, et � la fon
tion de Heavyside). Pour �xer les id�ees, on aura par exemple�(�) = (2��h2=m)� en dimension d = 2, et �(�) = (�4=2)1=3(�h=m)�2=3 en dimension d = 3.La di��eren
e essentielle entre FLDA[n℄ et FTF [n℄ est que 
ette derni�ere s'exprime expli
i-tement en fon
tion de la densit�e n(r). Minimiser la fon
tionnelle n'est don
 plus �equivalent �ar�esoudre un probl�eme de Hartree auto-
onsistant, mais revient �a r�esoudre une �equation int�egraletr�es semblable �a l'�equation de Poisson� = ÆTTFÆn [nTF ℄(r) + Ve� [nTF (r)℄(r) ; (2.13)o�u Ve� est d�e�ni par Eq. (2.10).Même si FTF [n℄ 
ontient des termes d'origine purement quantique (TTF vient du prin
iped'ex
lusion de Pauli, Ex
 de l'�e
hange et de la 
orr�elation), on voit que l'�equation qu'on a �ar�esoudre en pratique a une stru
ture \
lassique", dans le sens que sa solution nTF (r) varie peusur l'�e
helle la longueur d'onde de De Broglie �F . On peut don
 
onsid�erer que ETF def� FTF [nTF ℄est l'approximation \
lassique" de ELDA. Nous allons donner imm�ediatement un sens plus pr�e
is�a 
ette assertion, apr�es quoi nous verrons 
omment le s
h�ema de Strutinsky permet, en e�e
-tuant un d�eveloppement en [nLDA � nTF ℄, d'obtenir au premier ordre des e�ets d'interf�eren
easso
i�es �a l'�energie quantique d'un syst�eme de fermions sans intera
tion �evoluant dans le po-tentiel ext�erieur Ve� [nTF ℄, et au deuxi�eme ordre des 
orre
tions d'intera
tions r�esiduelles, pourlesquelles nous pourrons voir expli
itement 
omment s'op�ere l'�e
rantage de l'intera
tion 
ou-lombienne.
2.1.3 Ordre z�ero : ETF 
omme approximation 
lassique de ELDA.La premi�ere question qu'on peut se poser est de savoir en quel sens ETF est elle une ap-proximation de ELDA. Pour y r�epondre, introduisons quelques notations. Soit V (r) un potentiel
on�nant quel
onques, H [V ℄ def� p2=2m+ V (r) l'Hamiltonien �a une parti
ule 
orrespondant, et�i et 'i ses �energies et fon
tions propres. On d�esignera par

n[V ℄(r) = NXi=1 j'i(r)j2 (2.14)
la densit�e du syst�eme de N parti
ules ind�ependantes soumises �a H [V ℄. De même, on noteranW [V ℄ la partie de Weyl de n[V ℄, qui peut s'�e
rire expli
itement sous la formenW [V ℄(r) = Z dp(2��h)d�(�W � p2=2m� V (r)) : (2.15)
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hoisi de fa�
on que R nW (r) dr = N).Ave
 
es notations nous pouvons tout d'abord formuler un petit \th�eor�eme", qui nous serautile �a plusieurs o

asions, et qui s'�e
ritÆTTFÆn [nW [V ℄℄(r) + V (r) = �W : (2.16)La d�emonstration de 
ette relation est en fait pratiquement imm�ediate puisque, en utilisant queÆTTFÆn [n℄(r) = �(n(r)) : (2.17)elle s'�e
rit e(nW [V ℄(r)) = �W � V (r), 
e qui par appli
ation de la fon
tion � introduite parEq. (2.12) est exa
tement la d�e�nition Eq. (2.15) de nW [V ℄(r).En rappelant que l'on a d�e�ni Ve� [n℄ 
omme la d�eriv�ee fon
tionnelle de Etot (
f. Eq. (2.10))(pour être tout �a fait 
lair, 
e n'est don
 pas \l'inverse" de n[Ve� ℄), on voit que l'�equationauto-
onsistante Eq. (2.9) qui d�e�nit nLDA s'�e
ritnLDA(r) = n[Ve� [nLDA℄℄(r) : (2.18)De même l'�equation Eq. (2.13) qui d�e�nit nTF peut, en appliquant la proposition 
i-dessus, semettre sous la forme nTF (r) = nW [Ve� [nTF ℄℄(r) : (2.19)Ces �equations ne signi�ent pas que nTF est la partie de Weyl de nLDA. Elles indiquent 
ependantque si on n�eglige les termes d'interf�eren
e quantique (
'est �a dire la di��eren
e entre la densit�ede parti
ules exa
te et sa partie de Weyl), alors les d�e�nitions de nTF et nLDA deviennent�equivalentes. C'est dans 
e sens qu'on peut dire que nTF est l'approximation 
lassique de nLDA.
2.1.4 Corre
tions d'ordre un : e�ets de 
ou
hesSupposant 
onnue nTF (r), ainsi que ETF = FTF [nTF ℄, on 
her
he �a �evaluer �E(1), la
orre
tion au premier ordre en [nLDA � nTF ℄ de �E = ELDA � ETF . Pour 
ela, on remarquequ'on peut �e
rireELDA = E1p[Ve� [nLDA℄℄� Z drVe� [nLDA℄(r)nLDA(r) + Etot[nLDA℄ ; (2.20)o�u E1p[V ℄ def� PN1 �i est par d�e�nition l'�energie d'un syst�eme de N parti
ules ind�ependantessoumises au potentiel V (r). On notera que si Eq. (2.20) est vraie, FLDA[n℄ n'est en g�en�eral pas�egale �a FH [n℄ def� E1p[Ve� [n℄℄ � R Ve� [n℄n + Etot[n℄ pour une densit�e arbitraire n(r). En utilisantle fait que (
f. Eq. (2.30)) ÆE1pÆV = n(r) : (2.21)on peut v�eri�er 
ependant que (ÆFH=Æn)[nLDA℄ = 0, et don
 qu'�a des 
orre
tions d'ordre deuxpr�es on peut rempla
er nLDA par nTF dans le membre de droite de Eq. (2.20). On obtient ainsi�E(1) = E1p[Ve� [nTF ℄℄� Z drVe� [nTF ℄(r)nTF (r)� TTF [nTF ℄ : (2.22)Introduisons EW1p [V ℄ def� Z dpdr(2��h)d  p22m + V (r)!�(�W � p2=2m� V (r)) ; (2.23)
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ore une fois �W est suppos�e 
hoisi de fa�
on que R nW [V ℄(r) dr = N) la partie de Weylde E1p[V ℄, et �evaluons 
ette quantit�e pour V = Ve� [nTF ℄. En int�egrant s�epar�ement les termesd'�energie 
in�etique et potentielle dans Eq. (2.23), on obtient
EW1p [Ve� [nTF ℄℄ = Z dr Z �W�Ve� [nTF ℄(r)0 d� �d�d� + Z drnW [Ve� [nTF ℄℄(r)Ve� [nTF ℄(r) : (2.24)En 
omparant le premier terme du membre de droite ave
 la d�e�nition Eq. (2.11) de TTF , et enutilisant Eq. (2.19), on voit que Eq. (2.22) peut se r�e�e
rire�E(1) = E1p[Ve� [nTF ℄℄� EW1p [Ve� [nTF ℄℄ def� Eos
1p [Ve� [nTF ℄℄ : (2.25)Autrement dit, une fois le probl�eme de Thomas-Fermi r�esolu, et don
 ETF et nTF (r) 
onnues, lapremi�ere 
orre
tion �a l'�energie du syst�eme d'�ele
trons en intera
tion est simplement donn�ee parla partie os
illante de l'�energie �a une parti
ule pour un syst�eme de N fermions sans intera
tionsmutuelles �evoluant dans le potentiel Ve� [nTF ℄ = ÆEtot=Æn[nTF ℄.

2.1.5 Corre
tions d'ordre deuxConsid�erons maintenant les 
orre
tions d'ordre deux en Æn = nLDA � nTF . Pour les deuxderniers termes du membre de droit de Eq. (2.20), 
es 
orre
tions s'�evaluent simplement etdonnent Z drVe� [nLDA℄(r)nLDA(r) ordre 2�! Z drdr0 Æn(r)ÆVe�Æn [nTF ℄(r; r0)Æn(r0)+ Z Æ2Ve�Æn2 [nTF ℄ÆnÆnnTF (2.26)Etot[nLDA℄ ordre 2�! 12 Z drdr0 Æn(r)ÆVe�Æn [nTF ℄(r; r0)Æn(r0) : (2.27)
Il faut par 
ontre être un peu plus attentif pour le d�eveloppement de E1p[Ve� [nLDA℄℄. Ce qu'on
her
he �a �evaluer, don
, est la variation de l'�energie E1p = PN1 �i d'un syst�eme de N fermionssans intera
tions soumis �a un Hamiltonien H [Ve� ℄ = p2=2m+Ve�(r) lorsque le potentiel 
hangede Ve� [nTF ℄ �a Ve� [nLDA℄.Consid�erons pour un 
ourt instant un probl�eme plus g�en�eral, qui est 
elui d'un HamiltonienH = p2=2m+ V (r) et de sa version perturb�ee H 0 = H + ÆV (r). On note �i et 'i(r) les �energieset les fon
tions propre de H , et �0i et '0i(r) 
eux de H 0. �A l'ordre deux en ÆV , on peut �e
rire�0i = �i + �(1)i + �(2)i (2.28)�(1)i = h'ijÆV j'ii�(2)i = Xj 6=i jh'ijÆV j'jij2�i � ej :

De la même fa�
on, en 
onsid�erant que H 0 est l'Hamiltonien d'origine, et H = H 0 � ÆV l'Hamil-tonien perturb�e, on a �i = �0i + �0(1)i + �0(2)i (2.29)�0(1)i = �h'0ijÆV j'0ii�0(2)i = �(2)i +O(ÆV 3) :
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tion des Eqs. (2.28) et (2.29) on obtient don
 �a l'ordre deux in
lus �0i � �i =(�(1)i � �0(1)i )=2, 
'est �a direE1p[V +ÆV ℄�E1p[V ℄ = 12Xi=1N �h'ijÆV j'ii+ h'0ijÆV j'0ii� = 12 Z dr ÆV (r)(n(r)+n0(r)) : (2.30)
Si on revient maintenant au probl�eme qui nous o

upe, on peut appliquer Eq. (2.30) ave
n! n[Ve� [nTF ℄℄ def� ~n, n0 ! nLDA et ÆV ! R (ÆVe�=Æn)Æn+ R (Æ2Ve�=Æn2)ÆnÆn. En soustrayantle terme R Æn(ÆV (r)=Æn)nTF qui est d�ej�a pris en 
ompte �a l'ordre un, on obtient (~nos
 def�~n� ~nW = ~n� nTF )E1p[nLDA℄ ordre 2�! 12 Z drdr0 Æn(r)ÆVe�Æn [nTF ℄(r; r0)(~nos
(r0) + Æn(r0))+ Z Æ2Ve�Æn2 [nTF ℄ Æn ÆnnTF ; (2.31)et en sommant toutes les 
ontributions d'ordre deux�E(2) = 12 Z drdr0Æn(r)ÆVe�Æn [nTF ℄(r; r0)~nos
(r0) ; (2.32)(les termes en (Æ2Ve�=Æn2) = (Æ3Etot=Æn3) s'�eliminent, 
e qui est moral pour un 
al
ul audeuxi�eme ordre).

2.1.6 Interpr�etation en terme d'�e
rantage de l'intera
tion de CoulombL'�equation (2.32), telle qu'elle est �e
rite, n'est pas utilisable en pratique puisque elle exprime�E(2) en fon
tion de Æn, qui en prin
ipe n'est pas 
onnue (alors que ~n def� n[Ve� [nTF ℄℄ estsuppos�e l'être). Il nous faut don
 une deuxi�eme �equation permettant de d�eterminer Æn. Pour
ette derni�ere 
ependant, un 
al
ul �a l'ordre le plus bas suÆt. Plus pr�e
is�ement, puisque Æn estdu même ordre que ~nos
, 
ela signi�e que, sous l'e�et de la perturbation ÆVe� = Ve� [nLDA℄ �Ve� [nTF ℄, il nous faut in
lure la premi�ere 
orre
tion �a nW , mais l'ordre z�ero dans la partieos
illante de la densit�e suÆt. Autrement dit, au niveau d'approximation o�u l'on estnos
LDA = (nLDA � nWLDA) ' (~n� nTF ) = ~nos
 : (2.33)Notons de plus qu'on peut �e
rireÆTTFÆn [nTF ℄ + Ve� [nTF ℄ = �TF (2.34)ÆTTFÆn [nWLDA℄ + Ve� [nLDA℄ = �WLDA : (2.35)(2.36)Eq. (2.34) est la d�e�nition de nTF , et Eq. (2.35) d�e
oule dire
tement de la relation g�en�eraleEq (2.16). Par soustra
tion, et en utilisant Eq. (2.33) pour �e
rire que nWLDA � nTF = (nLDA �nTF )� (nLDA � nWLDA) ' Æn� ~nos
, on obtientZ drÆVe�Æn (r; r0)Æn(r0) + Z drÆ2TTFÆn2 (r; r0)(Æn(r0)� ~nos
(r0)) = �� : (2.37)
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al
ul num�erique de �E(2) , 
ette �equation d�etermine Æn �a l'ordre le plusbas (ainsi que ��, qui est �x�e de fa�
on que R Æn(r)dr = 0) au prix d'un 
al
ul relativementmodeste (en gros l'inversion d'un op�erateur).En plus de 
ela, on obtient une interpr�etation somme toute tr�es naturelle de l'Eq. (2.32), qui,en derni�ere analyse est reli�ee �a l'approximation Eq. (2.33). En e�et, 
onsid�erons le probl�eme deThomas-Fermi Eq. (2.34), et supposons modi��e l�eg�erement le potentiel ext�erieur d'une quantit�eÆVext(r). On obtiendrait alors une nouvelle solution de l'�equation de Thomas-Fermi n0TF =nTF + ÆnTF qui v�eri�erait ÆTTFÆn [n0TF ℄ + Ve� [n0TF ℄ + ÆVext = �0TF : (2.38)En soustrayant Eq. (2.34) 
omme pr�e
�edemment on aZ drÆ2TTFÆn2 (r; r0)ÆnTF (r0) + Z drÆVe�Æn (r; r0)ÆnTF (r0) + ÆVext = �� : (2.39)Si on 
hoisit la variation du potentiel 
ommeÆVext(r) = Z dr0 (Æ2Etot=Æn2)[nTF ℄(r; r0)~nos
(r0) ; (2.40)ÆnTF + ~nos
 v�eri�e la même �equation (2.37) que Æn. Autrement dit, au niveau d'approximationo�u nous nous pla�
ons, Æn peut s'interpr�eter 
omme la somme de ~nos
 et du d�epla
ement ÆnTFde 
harges �e
rantant ~nos
 �a l'approximation de Thomas-Fermi. Par d�e�nition de 
e qu'est unpotentiel �e
rant�e Vs
, 
ela signi�e don
 queZ dr0 ÆVe�Æn (r; r0)Æn(r0) = Z dr0Vs
(r; r0)~nos
(r0) ; (2.41)et don
 que Eq. (2.32) peut s'�e
rire�E(2) = 12 Z drdr0~nos
(r)Vs
(r; r0)~nos
(r0) : (2.42)
Pour r�esumer, le 
al
ul de ELDA �a l'ordre deux se fait en trois �etapes :1) On 
ommen
e par r�esoudre l'�equation (auto-
onsistante, mais \
lassique") de Thomas-Fermi Eq. (2.13). On obtient ainsi nTF , la solution de 
ette �equation, ainsi par 
ons�equentqueETF = FTF [nTF ℄, l'approximation d'ordre z�ero deELDA, et Ve� [nTF ℄(r) = (ÆEtot=Æn)[nTF ℄(r).2) Dans un deuxi�eme temps, on 
al
ule les ve
teurs propres et valeurs propres de l'Ha-miltonien �a une parti
ule H = p2=2m + Ve�(r). La premi�ere 
orre
tion �a l'�energie estalors la partie os
illante de E1p = PN1 �i. On obtient de plus une densit�e �ele
tronique~n(r) =P j'i(r)j2 = nTF (r) + ~nos
(r) dont la partie de Weyl est �egal �a nTF .3) Finalement, la 
orre
tion d'ordre deux s'�e
rit 
omme l'�energie obtenue en faisant interagir~nos
 ave
 lui même par le biais du potentiel �e
rant�e Vs
 d�e�ni par les Eqs. (2.41) et (2.37).Pour �nir, montrons que dans la limite o�u le potentiel 
on�nant varie tr�es lentement surl'�e
helle de la longueur d'onde de Fermi, et ou on n�eglige Æ2Ex
=Æn2 devant Æ2E
oul=Æn2 =V
oul(r; r0) = e2=jr � r0j, on retrouve (pour un gaz d'�ele
trons �a d = 2 dimensions) le potentield'intera
tion �e
rant�e de Thomas-Fermi usuel Eq. (2.2). Pour 
ela, notons queÆ2T̂TFÆn2 (r; r0) = Æd(r� r0)�W (r) (2.43)



2.2. R�EPONSEMAGN�ETIQUE ASSOCI�EE AUX INTERACTIONS : FORMALISME SEMICLASSIQUE121(�W (r) = R dp=(2��h2) Æd(�W �H(p; r)) = N(0) (! m=2��h2 pour d = 2) est la partie de Weylde la densit�e d'�etats lo
ale), et introduisons les transform�ees de Fourier
V̂
oul(q) = Z dr e�iqr e2jrj d=2�! 2�e2jqjn̂(R;q) = Z dr e�iqrn(R+ r)V̂s
(R;q) = Z dr e�iqÆrVs
(R� Ær;R+ Ær)Eqs. (2.37) et (2.41) s'�e
rivent alorsZ dq2� eiqrV̂
oul(�q)Æn̂(R;q) + Z dq2� eiqr (Æn̂(R;q))� ~̂nos
(R;q))�W (R+ r) = �� : (2.44)Z dq2� eiqr V̂
oul(�q)Æn̂(R;q) = Z dq2� eiqr V̂s
(R;�q)~̂nos
(R;q) : (2.45)Pour des moments jqj � L�1 pour lesquels on peut n�egliger la variation de �W on obtient

V̂s
(R;q) = V̂
oul(q)1 + �W (R)V̂
oul(q) ; (2.46)

e qui, pour d = 2, est exa
tement Eq. (2.2). En parti
ulier, puisque �W V̂
oul(q) = (me2)=(�h2q)on voit 
omment apparâ�t l'�e
helle de longueur donn�ee par le rayon de Bohr a0 = �h2=me2, quidistingue les 
ourtes distan
es jq�1j � a0 pour lesquelles V̂s
(R;q) ' V̂
oul(q), et les grandesdistan
es jq�1j � a0 pour lesquelles V̂s
(R;q) ' 1=�W (R).
2.2 R�eponse magn�etique asso
i�ee aux intera
tions : formalismesemi
lassiqueDans la se
tion pr�e
�edente, nous avons vu 
omment, dans le 
adre de l'approximation lo
alede la densit�e fon
tionnelle, le rôle des intera
tions 
oulombiennes �etait d'une part de d�e�nir unpotentiel e�e
tif moyen Ve�(r) dans lequel �evoluent les �ele
trons, et d'autre part de g�en�erer uneintera
tion r�esiduelle �e
rant�ee a�e
tant les 
u
tuations de densit�e �ele
tronique. Cette intera
tionr�esiduelle est petite, et don
 se prête bien �a un 
al
ul perturbatif.Lorsque l'on 
onsid�ere la r�eponse magn�etique li�ee aux intera
tions, on sait depuis les tra-vaux d'Aslamasov et Larkin [Aslamazov75℄ que, pour les densit�es �ele
troniques typiques desm�etaux ou des gaz d'�ele
trons �a deux dimensions, on ne peut pas se 
ontenter d'un 
al
ul �al'approximation Hartree-Fo
k (ou LDA). Des termes de 
orr�elation, et plus pr�e
is�ement la s�eriede Cooper du d�eveloppement perturbatif, doivent être pris en 
onsid�eration. On gardera malgr�etout l'image qui �emerge de la dis
ussion au niveau LDA. Le potentiel moyen dans lequel �evoluentles �ele
trons est suppos�e être un potentiel auto-
onsistant 
al
ul�e �a l'approximation de ThomasFermi. Ce potentiel, qui est don
 en partie form�e par l'intera
tion 
oulombienne, sera dans lasuite toujours 
onsid�er�e en pratique 
omme une donn�ee du probl�eme. Les �ele
trons �evoluantdans 
e potentiel moyen seront 
onsid�er�es 
omme des quasi-parti
ules de Landau interagissantpar le potentiel �e
rant�e Eq. (2.2).Revenons pour un instant sur la question de densit�e �ele
tronique mentionn�ee plus haut.Celle-
i est g�en�eralement 
ara
t�eris�ee par le param�etre sans dimension rS= r0=a0, o�u �r20 est
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tron, et a0 le rayon de Bohr dans le mat�eriau 
onsid�er�e. On v�eri�e alorsfa
ilement que le potentiel Eq. (2.2) peut s'�e
rire sous la formeV̂ (q) = N(0)�11 + r�1s p1=2(jqj=kF ) ; (2.47)
o�u N(0) = �W (! gsm=2��h2 pour d = 2, gs = 2 est le fa
teur de d�eg�en�eres
en
e du au spin). Lesve
teurs d'onde typiques qui vont intervenir dans notre probl�eme �etant de l'ordre du moment deFermi, on voit que dans la limite rS ! 0, 
'est �a dire pour les hautes densit�es �ele
troniques, 
etteintera
tion est petite et proportionelle �a rS. En pratique 
ependant, les densit�es �ele
troniquesdes points quantiques �etudi�es exp�erimentalement 
orrespondent �a des rS de l'ordre de deux.Dans 
es 
onditions, l'intera
tion Eq. (2.47) n'est pas si petite, 
e qui n�e
essite de resommer
ertaines s�eries de termes du d�eveloppement perturbatif. Avant de dis
uter 
es questions plusen d�etail, il peut 
ependant être int�eressant de 
onsid�erer dans un premier temps le 
as plussimple o�u rS peut e�e
tivement être 
onsid�er�e 
omme un petit param�etre, et o�u un 
al
ul aupremier ordre des perturbations suÆt.
2.2.1 Premier ordre des perturbationsLors de l'�etude des mod�eles sans intera
tions, il �etait important de distinguer entre lesensembles 
anonique et grand-
anonique 
ar dans 
e dernier 
as la r�eponse magn�etique moyennes'annulait. Pour les intera
tions par 
ontre, on peut se limiter �a l'ensemble grand-
anoniquepuisqu'on obtient d�ej�a dans 
e 
adre des 
ontributions non nulles en moyenne. Les 
orre
tionsd'ordre un au potentiel thermodynamique peuvent alors s'�e
rire 
omme la somme d'un termede Hartree (ou dire
t) et d'un terme de Fo
k (ou d'�e
hange) en fon
tion des ve
teurs propres	u et valeurs propres Eu du probl�eme sans intera
tion [Fetter71℄,�
(1) = 12(g2sH� gsF) = 12Xu;v fufv[g2sh	u	vjV j	u	vi � gsh	u	vjV j	v	ui℄ : (2.48)
fv = f(Ev��) = [1 + exp[�(Ev��)℄℄�1 est le nombre d'o

upation de Fermi, et gs = 2 est lefa
teur de d�eg�en�eres
en
e de spin.Introduisonsn(r; r0) �Xv fvhr0j	vih	vjri = � 12i� Z dEf(E � �)[GR(r; r0;E)�GA(r; r0;E)℄ (2.49)
(n(r) � n(r; r) est la densit�e �ele
tronique lo
ale du probl�eme sans intera
tion). Les 
ontributionsdire
tes et d'�e
hanges peuvent se r�e�e
rire 
ommeH = Z dr dr0 n(r)V (r� r0)n(r0) (2.50)

F = Z dr dr0 n(r; r0)V (r� r0)n(r0; r) (2.51)
Semi
lassiquement, GR peut s'exprimer 
omme une somme de 
ontributions GRj (r; r0;E)asso
i�ees aux traje
toires 
lassiques j allant de r �a r0 �a l'�energie E [Gutzwiller90b℄ :GR(r; r0;E) ' Xj:r!r0 GRj (2.52)



FORMALISME SEMICLASSIQUE 123GRj = Dj eiSj=�h�i��j=2 : (2.53)Sj = R r0r p �dr est l'a
tion 
lassique asso
i�ee �a la traje
toire j, le pr�efa
teur est donn�e par ladensit�e 
lassique D2j = 1i�h 1p2i� 1_x _x0 ����� �2Sj�y�y0 ����� ; (2.54)et �j est l'indi
e de Maslov qui 
ompte le nombre de points 
onjugu�es le long de la traje
toire.La fon
tion de Green avan
�ee s'exprime en fon
tion de la fon
tion retard�ee parGA(r; r0;E) = [GR(r0; r;E�)℄� : (2.55)Dans une des
ription semi
lassique, elle peut s'interpr�eter 
omme une somme sur toutes lestraje
toires joignant r0 �a r en remontant le temps (et qui sont don
 les sym�etriques par renver-sement du temps de 
elles allant de r �a r0).En notant que �Sj�E = tj ; (2.56)o�u tj est le temps mis par la traje
toire j pour aller de r �a r0, l'int�egrale dans Eq. (2.49) apparâ�t
omme la 
onvolution entre une fon
tion os
illante de p�eriode 2��h=tj ave
 la fon
tion de Fermiqui varie sur une �e
helle ��1. En introduisant le temps 
ara
t�eristique asso
i�e �a la temp�eraturetT = �h�� ; (2.57)on voit alors que la 
ontribution de la traje
toire j sera exponentiellement supprim�ee d�es quetj � tT . Plus pr�e
is�ement (
f. par exemple l'appendi
e A de [Ri
hter96a℄ dans le 
hapitre un),on a Z dE f(E � �)GRj (r; r0) =  � i�htj R(tj=tT )GRj (r; r0)! ;ave
 R(x) def� x= sinh(x) : (2.58)Pour e�e
tuer les int�egrales sur la position intervenant dans les Eqs. (2.50) et (2.51), introduisonsles 
oordonn�ees �r = (r+r0)=2 et Ær = (r�r0). Puisque l'intera
tion �e
rant�ee entre parti
ules est de
ourte port�ee, on peut supposer que les Ær asso
i�es sont petits et, en utilisant que (�Sj=�r0) = p0,(�Sj=�r) = �p, on obtientGRj (�r� Ær=2; �r0 � Ær0=2) = GRj (�r; �r0) exp � i�h ��p0 �Ær02 � p�Ær2 �� : (2.59)L'int�egrale sur Ær donne la transform�ee de Fourier V̂ (q) du potentiel d'intera
tion, et on obtientH = �h22�2 Z drXkl Qkl "
os �'+kl� V̂  pfk�pik2 � pfl �pil2 !
+
os �'�kl� V̂  pfk+pfl2 � pik�pil2 !# (2.60)

F = �h22�2 Z drXkl Qkl "
os �'+kl� V̂  pfk+pik2 � pfl +pil2 !
+
os �'�kl� V̂  pfk+pfl2 + pik�pil2 !# (2.61)
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 Qkl = R(tk=tT )Dktk R(tl=tT )Dltl ; '�kl = (Sk � Sl)�h � �2 (�k � �l) : (2.62)Par 
ons�equent, les 
orre
tions au premier ordre du potentiel thermodynamique peuvent s'ex-primer semi
lassiquement 
omme une somme portant sur toutes les paires d'orbites ferm�ees. Lad�ependan
e en 
hamp de l'expression 
i-dessus peut alors être obtenue utilisant que�Sj�B = (e=
)Aj ; (2.63)o�u Aj est l'aire enferm�ee par l'orbite. Pour des 
hamp faibles, on peut s'arrêter au premier ordredes perturbations 
lassiques : Sj(B)=�h = S0j =�h+2�AjB=�0 (�0 = h
=e est le quantum de 
ux).Pour une paire de traje
toires kl g�en�erique, le terme 
os[(Sk�Sl)=�h℄ va os
iller fortement enfon
tion de la 
oordonn�ee r. Lorsqu'on e�e
tue l'int�egration sur la position, la 
ondition de phasestationnaire s'�e
rit (pfk�pik)� (pfl �pil), et �a moins que k et l soient reli�es par une sym�etrie, 
e
i
orrespondra �a des points isol�es qui auront une 
ontribution �h1=2 plus petite que le pr�efa
teuroriginal. Si par 
ontre une sym�etrie relie les traje
toires k et l, de fa�
on �a 
e que Sk = Sl,
es os
illations seront 
ompl�etement supprim�ees. Une mani�ere triviale d'obtenir 
e r�esultat estde 
hoisir k = l, mais 
e
i aura pour e�et de supprimer aussi la d�ependan
e en 
hamp de la
ontribution 
orrespondante. Une autre possibilit�e 
onsiste �a asso
ier une traje
toire ave
 sasym�etrique par renversement du temps. On 
onserve dans 
e 
as une d�ependan
e en 
hampmagn�etique, et on obtient pour les termes dire
ts et d'�e
hangeHD = 12�2 Z drXj  �hR(tj=tT )tj !2 jDj j2 
os�4�AjB�0 � V̂  p0j � pj�h ! ; (2.64)
FD = 12�2 Z drXj  �hR(tj=tT )tj !2 jDj j2 
os�4�AjB�0 � V̂  p0j + pj�h ! : (2.65)L'indi
e D introduit i
i sp�e
i�e que 
e r�esultat 
orrespond �a l'approximation diagonale, et quela somme porte sur toutes les orbites individuelles j, et non sur les paires d'orbites 
omme dansles Eqs. (2.60) et (2.61).Une troisi�eme mani�ere d'asso
ier les traje
toires 
orrespond �a une situation o�u les a
tionsdes orbites k et l sont �egales (en l'absen
e de 
hamp) sans que les traje
toires puissent se d�eduirel'une de l'autre par une sym�etrie du syst�eme. Une telle situation se produira naturellement pourles syst�emes int�egrables, ayant des familles d'orbites p�eriodiques, et don
 de même a
tion. Onverra dans [Ullmo98℄ (se
tion 2.3.2) que dans la limite semi
lassique, 
'est 
e type d'asso
iationqui va dominer la 
ontribution des intera
tions �a la r�eponse magn�etique pour les syst�emesint�egrables.

2.2.2 E�ets de 
orr�elationsComme nous l'avons d�ej�a indiqu�e au d�ebut de 
ette se
tion, les valeurs r�ealistes de rS nousobligent �a 
onsid�erer des termes plus �elev�es dans le d�eveloppement perturbatif du grand poten-tiel. Par ailleurs, rS ' 1 signi�e que la port�ee du potentiel �e
rant�e est de l'ordre de la longueurd'onde de Fermi, 
e qui fait que 
elui-
i a n�e
essairement un 
ara
t�ere lo
al. Pour de telles den-sit�es �ele
troniques, et pour des ve
teurs d'onde jqj <� kF , on peut en e�et n�egliger la d�ependan
een q dans Eq. (2.47) et �e
rire Vs
(r� r0) = �0N(0)�1Æ(r� r0) (2.66)
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Fig. 1 { Termes dire
ts de la s�erie de Cooper dans l'expansion perturbative du Grand Potentiel.
o�u �0 = 1 est introduit pour identi�er l'ordre des perturbations.Pour une telle intera
tion, un 
al
ul perturbatif (diagrammatique) standard peut s'appliquer.Comme nous allons 
onsid�erer des points quantiques dont la temp�erature kBT = ��1 est grandedevant l'espa
ement moyen entre niveaux, il nous faudra utiliser un formalisme �a temp�erature�nie. Ces te
hniques sont maintenant 
lassiques (
f. la se
tion 15 de [AGD℄ par exemple). Nousrappelons bri�evement la 
onstru
tion des diagrammes de Feynman d'ordre n pour le grandpotentiel.1) Dessiner tous les diagrammes 
onnexes et topologiquement distin
ts 
omportant n lignesd'intera
tions, et 2n lignes (orient�ees) de parti
ules, de fa�
on que de 
haque vertex partentdeux lignes de parti
ules et une ligne d'intera
tion.2) Assigner (arbitrairement) une dire
tion �a 
haque ligne d'intera
tion, puis une fr�equen
ede Matsubara (o�u plutôt une �energie), fermionique (i.e. de la forme �n = (2n+1)�=�)pour les lignes de parti
ules, et bosonique (i.e. de la forme !m=(2m)�=�) pour les lignesd'intera
tion, de fa�
on �a 
e que 
es fr�equen
es de Matsubara soient 
onserv�ees �a 
haquevertex.3) A 
haque ligne de parti
ule, on asso
ie une fon
tion de Green �a temp�erature �nie, quientre deux points r et r0, et pour une fr�equen
e de Matsubara �n s'�e
rit en terme desfon
tions de Green avan
�ees et retard�ees usuellesGr;r0(�n)= �(�n)GRr;r0(EF+i�n) + �(��n)GAr;r0(EF+i�n) ; (2.67)(EF est l'�energie de Fermi).4) A 
haque ligne d'intera
tion on asso
ie un fa
teur Vs
(r� r0).5) E�e
tuer l'int�egrale sur toutes les positions r, et la somme sur toutes les fr�equen
es deMatsubara ind�ependantes (ave
 le 
uto� �a l'�energie de Fermi).6) Multiplier l'ensemble par (�1=�)n�1=2n � (�1)F gFs o�u F est le nombre de bou
les defermions, et gs = 2 la d�eg�en�eres
en
e de spin.Parmi tous les diagrammes qui peuvent être �e
rits de 
ette mani�ere, on peut voir que seulela s�erie de Cooper (
f. Fig. 1) aura une 
ontribution importante �a la r�eponse magn�etique, maisque tous les termes de 
ette derni�ere doivent être 
onsid�er�es. Une fa�
on de s'en 
onvain
reest d'e�e
tuer un simple 
omptage des puissan
es de �h de 
es 
ontributions. Le diagramme deCooper d'ordre k, 
(k)C , 
ontient k lignes d'intera
tion (
ha
une fournissant un fa
teur N(0)�1),k paires de fon
tions de Green, et (k + 1) sommes sur les fr�equen
es de Matsubara (
ha
uned'entre elles �etant asso
i�ee �a un fa
teur ��1). Si on se limite au 
omptage des puissan
es de�h, jG2j � N(0)=�h. Par 
ons�equent, la seule subtilit�e i
i est de r�ealiser que 
haque fa
teur de
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ompt�e 
omme un �h. En e�et, le temps tT = �h�=� introduit parEq. (2.57) doit, dans le r�egime m�esos
opique, être du même ordre de grandeur qu'un temps
ara
t�eristique t
, par exemple le temps de vol, du syst�eme. Par 
ons�equent, si en
ore unefois on se limite au 
omptage des puissan
es de �h, on a ��1 � �h=t
 � �h, et par 
ons�equent
(k)C � [N(0)�1℄k � [N(0)=�h℄k � �hk+1 � �h. On voit don
 que même si les di��erents termesde la s�erie de Cooper apparaissent formellement 
omme un d�eveloppement en perturbation del'intera
tion, ils sont en fait tous du même ordre en �h, qui est le seul vrai petit param�etredu probl�eme. De la même fa�
on, la s�erie RPA a la même d�ependan
e en �h, mais ave
 uned�ependan
e en 
hamp magn�etique n�egligeable, et elle peut par 
ons�equent être oubli�ee dansle 
al
ul de la r�eponse magn�etique. On peut se 
onvain
re en�n que tout autre diagrammed'ordre k aurait soit un nombre plus petit de fon
tions de Green, soit un nombre plus grand desommes sur les fr�equen
es de Matsubara, et serait don
 d'ordre plus �elev�e en �h. En remarquant�nalement que, puisque l'intera
tion Eq. (2.66) est lo
ale, les diagrammes de Cooper dire
ts etd'�e
hange ne di��erent que par leur signe et par le fa
teur de d�eg�en�eres
en
e de spin, la r�eponsemagn�etique peut être d�eduite de la 
ontribution de Cooper au potentiel thermodynamique

C = g2s � gs2� 1Xk=1 �k0k X!m<EF Z dr1 : : : drk�r1;r2(!m) : : :�rk;r1(!m)

= g2s � gs2� X!m<EF Tr �ln[1 + �0�r;r0(!m)℄	 : (2.68)
!m = 2�m sont des fr�equen
es de Matsubara bosoniques et on a introduit le propagateurparti
ule-parti
ule libre [AGD℄

�r;r0(!m) = 1�N(0) X�n<EF Gr;r0(�n)Gr;r0(!m � �n) : (2.69)
�Evaluation semi
lassique du propagateur parti
ule-parti
uleCal
uler la r�eponse magn�etique d'un syst�eme �ele
tronique dans l'appro
he perturbative quenous utilisons revient don
 �a resommer la s�erie de Cooper Eq.(2.68) et �a en �evaluer la d�ependan
een 
hamp magn�etique. Ce programme �a �et�e r�ealis�e par Aslamasov et Larkin pour des syst�emesnon 
on�n�es, libres ou di�usifs [Aslamazov75℄, et par E
kern dans le 
as d'anneaux di�usifs[E
kern91℄. Les syst�emes balistiques que nous 
her
hons �a �etudier se 
ara
t�erisent en
ore unefois par l'absen
e d'invarian
e par translation, même �a un niveau moyen, 
e qui interdit de
al
uler le logarithme de l'op�erateur 1 + �0�r;r0(!m) en se pla�
ant dans la base des ondesplanes. Il y a don
 i
i une diÆ
ult�e suppl�ementaire �a surmonter, que nous aborderons 
ommetoujours par une appro
he semi
lassique, bas�ee sur le d�eveloppement des fon
tions de Green enterme des traje
toires 
lassiques.Pour 
ommen
er, il est n�e
essaire de g�en�eraliser 
ette approximation aux fon
tions de Green�a temp�erature �nie. Ce
i peut se faire simplement en partant de la relation Eq.(2.67), et enutilisant pour les fon
tions de Green retard�ees les expressions semi
lassiques usuelles Eqs. (2.52),(2.52) et (2.54), ainsi que la relation Eq. (2.55) entre les fon
tions de Green avan
�ees et retard�ees.Les �energies 
omplexes intervenant dans Eq.(2.67) nous 
ontraignent en prin
ipe �a travailler ave
les prolongations analytiques de GA et GR. Cependant, nous verrons que seules les fr�equen
es deMatsubara petites par rapport �a EF auront une 
ontribution importante, 
e qui nous autorise
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tion 
lassique en utilisant Eq. (2.63) et d'obtenir ainsi
GR;jr;r0(EF+i�n) = GR;jr;r0(EF )� exp ���ntj�h � (2.70)

On retrouve ainsi de nouveau (
f. Eq. (2.57)) que la temp�erature introduit un temps 
a-ra
t�eristique tT = �h�=� au del�a duquel la 
ontribution des traje
toires longues est rendueexponentiellement petite par le terme �ntj=�h= (2n+1)tj=tT . De même, on voit que seules lesfr�equen
es de Matsubara peu �elev�ees vont 
ontribuer notablement, 
e qui justi�e �a posteriori le
al
ul perturbatif de la d�ependan
e en �energie de l'a
tion.La d�ependan
e en 
hamp magn�etique de la fon
tion de Green semi
lassique peut de la mêmemani�ere être trait�ee perturbativement. En utilisant Eq. (2.63) on obtient
GR;jr;r0(EF+i�n; B) = GR;jr;r0(EF ; B=0)� exp ���ntj�h �� exp �i2�BAj�0 � : (2.71)

Dans 
ette �equation, Aj est l'aire e�e
tive entour�ee par la traje
toire (i.e. la 
ir
ulation dupotentiel ve
teur entre r et r0) et �0 est le quantum de 
ux. Finalement l'approximation semi-
lassique �a 
hamp faible de la fon
tion de Green Eq. (2.67) est donn�ee par
Gr;r0(�n; B)= �(�n) Xj:r!r0 Dj eiSj=�h�i��j=2 � exp ���ntj�h �� exp �i2�BAj�0 �+

+�(��n) Xj0:r0!rDj0 e�iSj0=�h+i��j0=2 � exp ��ntj0�h �� exp ��i2�BAj0�0 � (2.72)
o�u les traje
toires j et j0 vont de r �a r0 en sens 
ontraire, �a l'�energie EF , et en absen
e de 
hampmagn�etique.Le propagateur parti
ule-parti
ule �r;r0(!m) peut maintenant être �evalu�e semi
lassiquement�a partir des Eqs. (2.72) et (2.69). En g�en�eral 
e
i va impliquer une double somme sur toutesles paires d'orbites joignant r �a r0. Cependant, de même qu'en se
tion 2.2.1, la plupart de 
espaires vont être asso
i�ees �a des 
ontributions fortement os
illantes, qui vont se moyenner �a z�erolorsqu'on e�e
tuera les int�egrales sur la position. Il n'est don
 n�e
essaire de 
onsid�erer que lestermes non os
illants qui gardent une d�ependan
e en 
hamp magn�etique. Une fa�
on de faire 
ela,en
ore une fois, est d'asso
ier les traje
toires ave
 leur sym�etrique par renversement du sens dutemps. Ce
i implique que dans la somme sur les fr�equen
e de Matsubara, dans Eq (2.69), seulesles �n telles que �n(!m��n) < 0 doivent être 
onsid�er�ees. Cette partie diagonale du propagateurparti
ule-parti
ule peut alors s'�e
rire 
omme

�(D)r;r0 (!m) ' �h2�N(0)� Xj:r!r0 jDj j2 exp �i4�BAj�0 � �n<EFX�n(!m��n)<0 exp ��(j�nj+j!m��nj)tj�h � :(2.73)La somme sur �n pour la 
ontribution de la traje
toire j donne alors�n<EFX�n(!m��n)<0 exp ��(j�nj+j!m��nj)tj�h � = exp ��!mtj�h � R(2tj=tT )2tj=tT �1� exp ��(EF�!m)t�h �� ;(2.74)o�u la fon
tion R et le temps 
ara
t�eristique asso
i�e �a la temp�erature sont donn�es par lesEqs. (2.57) et (2.58). L'origine du dernier fa
teur (1�exp[�(EF�!m)t=�h℄) est la limite sup�erieure
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es de Matsubara. Si on suppose !m�EF , son e�et est de sup-primer de �(D)r;r0 toutes les 
ontributions de traje
toires de longueur plus petite que �0 = �F=�,
e qui a en parti
ulier pour e�et d'�eviter la divergen
e du propagateur parti
ule-parti
ule quandr! r0. Si on rempla
e 
e fa
teur par un 
uto� �a �0 on obtient
�(D)r;r0 (!m) ' 1�N(0) Lj>�0Xj:r!r0 jDj j2 R(2tj=tT )2tj=tT � exp �i4�BAj�0 � exp[�!mtj�h ℄ : (2.75)

L'expression de �(D)r;r0 (!m) a, de même que 
elles de HD and FD (Eqs. (2.64) and (2.65)),la parti
ularit�e d'être une approximation semi
lassique dont la variation est dou
e sur l'�e
hellede �F . En 
e sens, �(D) peut, par 
ertains aspe
ts, être 
onsid�er�e 
omme un op�erateur 
las-sique, plutôt que semi
lassique. Ce
i jouera un rôle important lorsqu'on analysera ses propri�et�esanalytiquement ou num�eriquement.
2.2.3 Renormalisation de l'intera
tion{Syst�emes di�usifsLa simpli
it�e relative du traitement des syst�emes di�usifs vient de 
e qu'il est possible derelier �(D) �a une probabilit�e 
lassique satisfaisant �a une �equation de di�usion. Pour 
e faire, onpeut introduire une int�egrale sur le temps dans Eq. (2.75) a�n d'utiliser la relation [Argaman93℄P (r; r0; t) = gs�h2�N(0) Xj:r!r0 jDj j2Æ(t� tj) : (2.76)
Celle-
i relie les d�eterminants jDj j2 �a la probabilit�e 
lassique P (r; r0; t) d'aller de r �a r0 en untemps t.Le terme d'ordre n de Eq. (2.68) peut alors s'exprimer en fon
tion de la probabilit�eP (r1; : : : ; rn; r1; t1; : : : ; tnjA) de revenir au point initial r1 apr�es être pass�e par tous les pointsinterm�ediaires ri ave
 
omme 
ontrainte que ti soit le temps mis pour se propager de ri �a ri+1, etque l'aire totale en
lose soit A. Pour un mouvement di�usif, 
ette probabilit�e est multipli
ative,
'est �a dire que Z dr1 : : : drnP (r1; : : : ; rn; r1; t1; : : : ; tnjA) = Z drP (r; r; ttotjA) (2.77)ave
 ttot = P ti. Si on applique les Eqs. (2.77) et (2.76) �a Eq. (2.75), la 
ontribution 
(D) deEq. (2.68)venant des termes diagonaux de �(D) donne alors
(D) = Xn 
(D)n= 1� Z dr Z dt 
oth� ttT � K(t)A(r; t;B) : (2.78)Le fa
teur 
oth(t=tT ) (tT est d�e�ni par Eq. (2.57)) provient de la somme sur ! dans Eq. (2.68),qui est i
i e�e
tu�ee expli
itement. Les fon
tions K et A sont d�e�nies parK(t) � Xn Kn(t) ; Kn(t) � (��0)nn (Z nYi=1 �dtiR(2ti=tT )gsti � Æ(t� ttot)) ;(2.79)

A(r; t;B) � Z dA 
os�4�BA�0 �P (r; r; tjA) : (2.80)
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ompte l'e�et de la temp�erature, et A(r; t;B) 
ontient la d�ependan
e en 
hampainsi que la probabilit�e de retour 
lassique.Nous allons voir maintenant que pour les syst�eme di�usifs, l'e�et des termes d'ordre sup�erieurest de renormaliser la 
onstante de 
ouplage �0(= 1) [Aslamazov75, Altshuler83, Altshuler85,E
kern91℄. Plus pr�e
is�ement, 
ela se traduit par le fait que la fon
tion K(t) peut être rempla
�eepar K1(t) (
'est �a dire 
e qu'on aurait obtenu en ne 
onsid�erant que le premier ordre desperturbations [Ambegaokar90, Montambaux96℄), �a 
ondition de rempla
er dans 
ette derni�ere�0 par une fon
tion �(t) < �0 d�ependant peu (logarithmiquement), ou pas, de t, en fon
tiondes r�egimes 
onsid�er�es.Pour voir 
ela, introduisons la transform�ee de Lapla
e de K1(t),
f̂(p) = 4�0gs nFXn=0 1ptT + 2(2n+ 1) ; (2.81)

o�u nF = �EF2� = kFLT4 : (2.82)Le noyau 
omplet K(t) est alors donn�e par la transform�ee de Lapla
e inverse
K(t) = 12�i Z +i1�i1 dp e+pt ln[1 + f̂(p)℄ : (2.83)

Pour �evaluer 
ette int�egrale, introduisonŝg(p) � 1 + f̂(p) (2.84)ainsi que pn = �2(2n+ 1)tT (2.85)les singularit�es de ĝ(p), pour n = 0; : : : ; nF . Soient en�n ~pn les z�eros 
orrespondants (~pn estsuppos�e se trouver entre pn et pn+1). Sur l'axe r�eel, ĝ est une fon
tion r�eelle qui est n�egative dans
haque intervalles [~pn; pn℄ (on note ~pnF = �1), et positive partout ailleurs. Par 
ons�equent,ln ĝ(p) est analytique dans le plan 
omplexe, sauf sur les 
oupures [~pn; pn℄. La dis
ontinuit�e dephase �a travers la 
oupure est de 2� puisque =[ĝ(p)℄ et positive au-dessus et n�egative en dessousde l'axe r�eel. En d�eformant le 
ontour d'int�egration 
omme montr�e sur la �gure 2 on obtientdon
 K(t) = lim�!0 Z 0�1 dp2i� [ln[ĝ(p� i�)� ln[ĝ(p+ i�)℄ ept (2.86)
= nFXn=0 Z pn~pn dpept (2.87)
= 1t nFXn=0 hepnt � e~pnti : (2.88)

Pour n� nF , on a Æn � tT (pn � ~pn)� 1, et don
 �a l'ordre un en Æn :
1 + �0gs nFXn0 6=n 1n0 � n � 4�0gs 1Æn = 0 : (2.89)
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ondition donne Æn = 4gs=�0 +	(nF + 1)�	(2n+ 1) (2.90)ave
 	 la fon
tion digamma.Dans le r�egime de hautes temp�eratures tT � t, tous les n qui 
ontribuent e�e
tivement �a lasomme (2.88) sont tels que le d�enominateur dans Eq. (2.90) est domin�e par 	(nF +1) ' ln(nF ).On obtient dans 
e 
asK(t) = 1t nFXn=0 epnt h1� e�Ænt=tT i (2.91)
' 4gstT �01 + (�0=gs) ln(kFLT =4) nFXn=0 epnt : (2.92)

Dans le r�egime de basses temp�eratures tT =t � 1, le n typique 
ontribuant �a (2.88) estn0 � tT =4t (que nous supposons toujours beau
oup plus petit que nF ). �A 
ause de la variationlente du logarithme, on peut dans 
e 
as rempla
er n par n0 dans Eq. (2.90). [Une justi�
ationplus formelle 
onsisterait �a rempla
er la somme (2.88) par une int�egrale, �a passer �a ln(n) 
ommevariable d'int�egration , et �a utiliser l'approximation de phases stationnaires.℄ On obtient ainsi
Æn ' 4gs=�0 + ln(nf )� ln(2n0) = 4�0=gs1 + (�0=gs) ln(2kFvF t) ; (2.93)

et de la même fa�
on que 
i-dessus
K(t) ' 4gstT �01 + (�0=gs) ln(2kFvF t) nFXn=0 epnt : (2.94)

En remarquant que K1(t) = 4�0gstT nFXn=0 epnt (2.95)on identi�e K(t) ' �(t)�0 K1(t) (2.96)ave
 �(t) = �01 + (�0=gs) ln(kFL�) L� = min(2vF t; LT =4) : (2.97)Cette �egalit�e est valable quand ln kFL� � 1. Ce
i est n�e
essairement le 
as si ln kF l� 1, 
e qui
orrespond au r�egime semi
lassique pour les syst�eme di�usifs. Eq. (2.96) montre que les termesd'ordre sup�erieur dans K(t) ont en pratique pour e�et de renormaliser, dans K1(t), la 
onstantede 
ouplage �0=1 en �(t).Au premier ordre on a, �a partir de Eq. (2.79)
K1(t) = �0R(2t=tT )2t : (2.98)On en d�eduit don
 que K s'exprime 
ommeK(t) ' �01 + (�0=gs) ln(kFL�)R(2t=tT )2t : (2.99)
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ombin�ees ave
 Eq. (2.99) forment un point de d�epart g�en�eral permettantde 
al
uler la r�eponse magn�etique des syst�emes di�usifs pour des g�eom�etries vari�ees. Celles-
i interviennent �a travers la probabilit�e de retour P (r; r; tjA) et Eq. (2.80) dans le 
al
ul de
(D). Dans [Ullmo97℄ (se
tion 2.3.1), 
es r�esultats seront appliqu�es pour 
al
uler la r�eponsemagn�etique de di��erents types de stru
tures m�esos
opiques di�usives.
{Syst�emes balistiquesPour les syst�eme balistiques, la renormalisation de la 
onstante de 
ouplage s'exprime d'unemani�ere l�eg�erement plus 
ompliqu�ee que dans le 
as di�usif, et 
e
i pour des raisons qui endernier ressort peuvent être reli�ees �a l'absen
e d'un 
omportement \multipli
atif", tel que 
eluiexprim�e par Eq. (2.77), de la probabilit�e de propagation. Il est possible 
ependant d'e�e
tuerun s
h�ema de renormalisation tr�es simple, o�u l'int�egration sur les orbites 
ourtes se traduit parune d�e
roissan
e de la 
onstante de 
ouplage e�e
tive. Pour 
e faire, 
onsid�erons un nouveau
uto� �, plus grand que �0 (
f. Eq. (2.75)), mais beau
oup plus petit que toutes les autresdistan
es 
ara
t�eristiques du probl�eme (
'est �a dire la taille typique L du point quantique, lalongueur LT = vF tT asso
i�ee �a la temp�erature, ou la longueur magn�etique LB = p�0=B). Pourune traje
toire quel
onque j joignant r �a r0, ave
 Lj > �, notons �jr;r0 sa 
ontribution �a �(D)r;r0et introduisons ~�jr;r0 � �jr;r0 � �0 Z dr1 �jr;r1�̂r1;r0+�20 Z dr1 dr2 �jr;r1�̂r1;r2�̂r2;r0 + : : : : (2.100)
o�u l'int�egrale sur ri est limit�ee �a �0< jri�1�rij<� (ave
 r0�r0). �̂r1;r0 est d�e�nie par Eq. (2.75),mais ave
 une somme limit�ee aux traje
toires \
ourtes", de longueur 
omprise entre �0 et �;�jr;r1 est d�eduit de �jr;r0 en d�eformant 
ontinûment la traje
toire j. Pour �eviter le logarithmedans Eq. (2.68), introduisons

� = 1�X!m Tr24 11 + �0�(D)r;r0 (!m)
35 : (2.101)


(D) se d�eduit de � par 
(D)(�0) = Z �00 d�00�00 �(�00) : (2.102)Rempla
er � par ~� dans � revient �a r�eordonner le d�eveloppement perturbatif de � de fa�
onque les traje
toires 
ourtes soient asso
i�ees �a des termes d'ordre inf�erieur. De plus, si Lj � �,de petites variations de la position ne vont pas modi�er sensiblement �j . Si on approximealors �jr;r1 par �jr;r0 dans Eq. (2.100), et si on utilise que pour les traje
toires 
ourtes �̂r1;r0 '1=2�gsjr1 � r0j2, on obtient
�0 ~�jr;r0 ' �0�jr;r01 + �0 Z�0<jr1�r0j<� dr1�̂r1;r0 ' �(�)�jr;r0 (2.103)

o�u la 
onstante de 
ouplage 
ourante est d�e�nie par�(�) = �0=[1 + (�0=gs) ln(�=�0)℄ : (2.104)
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Fig. 3 { Partie diagonale de la 
ontribution des intera
tions �a la sus
eptibilit�e magn�etique (�a
hamp nul, pour kFa = 50 et une temp�erature T telle que LT = 4a) en fon
tion du 
uto� �utilis�e pour d�e�nir le propagateur parti
ule-parti
ule �. La 
ourbe 
ontinue 
orrespond �a un
al
ul o�u la 
onstante de 
ouplage � est modi��ee en fon
tion de � suivant Eq. (2.104), tandisque � est maintenu �xe (= �0) pour la 
ourbe en pointill�es. La ligne verti
ale (trait interrompu)indique la valeur du 
uto� �a partir de laquelle la 
ondition �� a n'est plus v�eri��ee.
Par 
ons�equent, la s�erie de transformations su

essives que nous avons e�e
tu�ee revient �a 
hanger�a la fois la 
onstante de 
ouplage et le 
uto� (puisque maintenant les traje
toires plus 
ourtesque � doivent être ex
lues) sans 
hanger �; 
'est �a dire�(�0; �0) = � (�; �(�)) : (2.105)On peut alors remonter �a 
(D), et don
 �a la sus
eptibilit�e magn�etique �a travers Eq. (2.102).Dans [Oppen00℄ (se
tion 2.3.3), on verra que 
e s
h�ema de renormalisation permet de retrouverde fa�
on imm�ediate la r�eponse magn�etique asso
i�e aux intera
tions du gaz d'�ele
tron �a deuxdimensions (i.e. sans d�esordre ni 
on�nement).Pour les syst�emes balistiques, nous verrons dans [Ullmo98℄ (se
tion 2.3.2) qu'il est possiblede 
al
uler la partie diagonale de la 
ontribution des intera
tions �a la sus
eptibilit�e magn�etiqueen 
al
ulant num�eriquement la tra
e du logarithme de (1 + �0�(D)), o�u �(D) s'exprime enfon
tion des traje
toires 
lassiques du syst�eme. La �gure 3 illustre, dans le 
as d'un billard
arr�e, l'e�et de la renormalisation. On y montre en e�et la variation de la sus
eptibilit�e enfon
tion du 
uto� � utilis�e pour d�e�nir le propagateur parti
ule-parti
ule � : (i) si on gardela 
onstante de 
ouplage �0 in
hang�ee (
ourbe en pointill�es), (ii) si on modi�e la 
onstantede 
ouplage suivant Eq. (2.104). On observe alors que dans le deuxi�eme 
as (et 
ontrairementau premier), la sus
eptibilit�e magn�etique obtenue reste invariante tant que le 
uto� � restesigni�
ativement plus petit que la taille du billard. Ce
i permettra dans [Ullmo98℄ d'interpr�eterde mani�ere naturelle les r�esultats obtenus pour les syst�emes balistiques 
on�n�es.
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We show that the classical dynamics of independent particles can determine the quantum properties
of interacting electrons in the ballistic regime. This connection is established using diagrammatic
perturbation theory and semiclassicalfinite-temperature Green functions. Specifically, the orbital
magnetism is greatly enhanced by the combined effects of interactions and finite size. The presence of
families of periodic orbits in regular systems makes their susceptibility parametrically larger than that
of chaotic systems, a difference which emerges from correlation terms. [S0031-9007(97)05133-8]

PACS numbers: 05.45.+b, 03.65.Sq, 05.30.Fk, 73.20.Dx

The connection between classical dynamics and wave
interference has recently attracted attention in many fields
of physics [1], including atomic, mesoscopic, and optical
physics. A central question is to what extent the quantum
properties of classically regular and chaotic systems
differ. On the whole, this question has been addressed
for noninteracting systems. It is now known that many
quantum properties are, in fact, strongly influenced by
the nature of the classical dynamics—the density of
states, the quantum corrections to the conductance, and
the optical absorption, to name a few.

We wish to address this question forinteracting sys-
tems and, in particular, to investigate the role of the classi-
cal dynamics of the noninteracting system in this context.
If the interactions are strong, the noninteracting classical
dynamics will be of little relevance. However, if the in-
teractions are short range and not too strong, the noninter-
acting classical dynamics may be important, and its role
can be assessed with perturbation theory. This regime
is physically relevant: It applies to a high-density two-
dimensional electron gas in which the quasiparticles in-
teract weakly through the short-range screened Coulomb
interaction. We find that atfirst order in the interaction
there is a difference between regular and chaotic systems,
but one which is only numerical, not qualitative. Intrigu-

ingly, as the perturbation theory is carried out tohigher
orders a qualitative difference emerges: Thermodynamic
properties scale differently with Fermi energy for chaotic
and regular systems. This correlation effect shows that
the nature of the classical dynamics can have a substan-
tial effect on the quantum properties of an interacting
system.

To be specific, we study the magnetic response of an
ensemble of ballistic quantum dots formed from a two-
dimensional electron gas. Recent fabrication progress has
made possible phase-coherent electronic microstructures
much smaller than the mean free path. In these “ballistic”
quantum dots, one can think of electrons moving along
straight lines between specular reflections off the confin-
ing potential. Because this motion is qualitatively differ-
ent from that taking place in bulk materials, a variety of
new behavior has been observed [2]. In particular, the
magnetic susceptibility of an ensemble of ballistic squares
has been measured [3], and a large enhancement over the
Landau response was found. First attempts to understand
this experiment within noninteracting models pointed to
the importance of the classical dynamics [3–5]. The in-
clusion of interactions in such systems is our main con-
cern, though much of the discussion applies to ballistic
structures in general.

0031-9007y98y80(5)y895(5)$15.00 © 1998 The American Physical Society 895
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For the magnetic response, thehigh-density expansion
[random-phase approximation] of the thermodynamic po-
tential [6] has to be extended by including Cooper-like
correlations, as carried out previously for disordered met-
als [7–9]. Such expansions are typically used beyond the
high-density limit and yield reliable results for the bulk
provided some sets of terms are properly resummed. We
continue to follow this point of view for quantum dots,
where the “small parameter”rs ­ r0ya0 is about 2. (pr

2
0

is the average area per electron, anda0 is the Bohr radius
in the material.) We show that these expansions are par-
ticularly insightful when combined with a semiclassical
approximation from which the connection to the nature of
the classical dynamics can be made. Thus, we will as-
sume thatkFa ¿ 1 (a is the size of the microstructures
andkF the Fermi wave vector) and that the magnetic field
B is classically weak (cyclotron radius¿a).

Semiclassical approach.—The perturbation expansion
[6,8,9] for the interaction contribution to the thermo-
dynamic potentialV yields the magnetic susceptibility
through x ; s21ya2d≠2Vy≠B2. A series of terms is
shown in Fig. 1. The screened Coulomb interaction
(wavy lines) is treated as local [10],Usr 2 r

0d ­

l0Ns0d21dsr 2 r
0d, with Ns0d the density of states and

l0 ­ 1 identifying the order of perturbation. Straight
lines represent the “free” finite-temperature Green
function in the presence of the confining potential,

Gr,r 0send ­ usendGR
r,r0sEF 1 iend

1 us2endGA
r,r0sEF 1 iend .

Here,EF is the Fermi energy,en ­ s2n 1 1dpyb are the
Matsubara frequencies, andGR,A is the retarded, advanced
Green functions related byGA

r,r0sEd ­ fGR
r0,rsEpdgp.

Semiclassically,GR is the sum of the contributionsG
R;j
r,r0

of each classical trajectoryj from r to r
0 [1]: In 2D,

GR
r,r0 sEd .

X

j:r!r0
Dje

iSjy h̄2ipnjy2, (1)

whereSj ­
R

r
0

r
p ? dr is the classical action of trajectory

j, D
2
j ­ s Ùx Ùx0d21j≠2Sjy≠y≠y0jy2psih̄d3 is the classical den-

sity, andnj is a Maslov index. Usings≠Sjy≠Ed ­ tj and
s≠Sjy≠Bd ­ seycdAj, where tj and Aj are the traversal
time and area, one finds

G
R;j
r,r0 sEF 1 ien, Bd ­ G

R;j
r,r0 sEF , B ­ 0d 3 expf2entjyh̄g

3 expfi2pBAjyf0g , (2)

where f0 ­ hcye is the flux quantum. Note that tem-
perature introduces time and length scalestT ­ LT yyF ­

h̄byp which exponentially suppress the contributions of

FIG. 1. Leading Cooper-channel diagrams for the interaction
contribution to the thermodynamic potential.

long paths through the termentjyh̄ ­ s2n 1 1dtjytT . (yF

is the Fermi velocity of a billiard.) This provides a com-
plete description in the semiclassical perturbative regime.

We start with the first-order (Hartree-Fock) term in the
diagrammatic expansion

Vs1d
­

l0

b

X

vm

TrhSr,r0 svmdj , (3)

where the trace implies an integral over the spatial
arguments of the particle-particle propagator [6]

Sr,r0svd ­
1

bNs0d

EFX

en

Gr,r0sendGr,r0sv 2 end (4)

and vm ; 2mpyb. The short-length (high-frequency)
behavior is incorporated in the screened interaction, thus
requiring a cutoff of the frequency sums atEF [8]. Semi-
classically,Sr,r0 is a sum over pairs of trajectories joining
r to r

0. However, most pairs yield highly oscillating
contributions which, after the spatial integrations, give
higher-order terms in1ykFa. To leading order, only
those pairs contribute to the susceptibility whose dynami-
cal phases expfiSjsB ­ 0dyh̄g cancel while retaining a
magnetic-field dependence. One way this can be achieved
is by pairing each orbitj with its time reverse. The trace
in Eq. (3) yields a sum over closed but not necessarily
periodic trajectories [see Fig. 2 (left) for a square]. This
“diagonal” or “Cooper channel” is present, independent
of the nature of the classical dynamics, and we will re-
turn to it below. We first turn to an additional contri-
bution present for integrable systems which is central to
this paper.

Nondiagonal channel.—In integrable systems, periodic
orbits come in families within which the action integral
is constant. If, as is generally the case, two orbits of the
same family cross at a given point, it is possible to cancel
the dynamical phases by pairing them [Fig. 2 (right)].
This pair contributes to the trace in Eq. (3) because both
orbits are continuously deformable so that the phase is
canceled throughout an entire region of space. For closed
but nonperiodic orbits, this condition is met only if they
are time reversed (i.e., in the Cooper channel).

This nondiagonal first-order contribution involves a
term for each family of periodic orbits. For the square
billiard at not too lowT sLT & 2ad, only the shortest of

FIG. 2. Typical pairs of real-space trajectories that contribute
to the average susceptibility to first order in the interaction in
the diagonal channel (left) and the nondiagonal channel (right).
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FIG. 3. Temperature dependence of thezero-field susceptibil-
ity (solid line) for an ensemble of squares atkFa ­ 50. The
contribution of the nondiagonal channel [dashed, family (11)
and repetitions] exceeds that of the diagonal Cooper channel
(dotted) at low temperaturesskBT0 ­ h̄yFy2pad. Inset: ex-
panded scale shows change in sign as a function ofT .

these periodic orbits contributes, namely, the family (11)
with lengthL11 ­ 2

p
2 a shown in Fig. 2 (right). In this

case, we find for the susceptibility in terms of the Landau
susceptibilityxL s­ e2y12mc2d

kx
nondiag
11 l

xL

­ 2l0

3kFa

4
p

2 p3

d2C 2swd

dw2
R2

µ
L11

LT

∂

, (5)

where, as above, one should takel0 ; 1 so that the inter-
action strength is̄U ­ Ns0d21 [10]. The temperature de-
pendence is governed by the functionRsxd ­ xy sinhsxd
and the field dependence byC swd ­ s2wd21y2fcos3
spwdCs

p
pw d 1 sinspwdSs

p
pw dg, with w ­ Ba2yf0

and C and S Fresnel functions. As in the noninteract-
ing case [4,5], the contribution of Eq. (5) is linear inkFa

and has a temperature scale related to the length of the
periodic orbit. Quantitatively, the nondiagonal contribu-
tion of the family (11) and its repetitions is shown as the
dashed curve in Fig. 3.Thus the existence of a family
of periodic orbits—a characteristic of the noninteracting
classical dynamics—is associated with an additional first-
order interaction contribution to the susceptibility.

Higher-order terms in perturbation theory also contain
nondiagonal contributions. However, in these terms the
location of the additional interaction points is severely lim-
ited: They must lie on both periodic orbits to cancel the
dynamical phases and so must be near the intersections of
the two orbits. Further analysis shows that these contri-
butions are therefore smaller by a factor of1ykFa. By
contrast, we will now show that the diagonal contribution
is strongly renormalized by higher-order terms.

Diagonal Cooper channel.—The first-order contribu-
tion to x in the diagonal channel has the same depen-
dence onkFa as in Eq. (5) and a similarT dependence;
its magnitude is,1.4 times larger. So, to first order
in the interaction, the difference between generic chaotic
systems—for which there is only the diagonal contribu-

tion—and regular ones—for which the nondiagonal term
is also present—is numerical but not qualitative.

However, higher-order diagrams are essential in the
diagonal Cooper channel, as known from the theory of
superconductivity [6,7]. One should sum all terms which
(i) do not vanish upon ensemble averaging, (ii) depend on
B, and (iii) are of leading order in̄h , 1ykFa. This yields
the Cooper series [6–8] shown in Fig. 1. For instance,
(iii) is checked byh̄ power counting, since a pair of Green
functions scales asNs0dyh̄, interactions asfNs0dg21, and
Matsubara sums as̄h. Indeed, all terms in the series are
of order h̄ despite the formal expansion inl0. Summing
the series yields, for the diagonal contribution [8],

VsDd
­

1

b

X

vm

Trhlnf1 1 l0S
sDd
r,r0svmdgj . (6)

The diagonal partSsDd of S is a sum over all trajectories
longer than the cutoffL0 ­ lFyp [associated with the
upper boundEF on the Matsubara sum in Eq. (4)]:

S
sDd
r,r0svmd .

h̄

2pNs0d

Lj.L0X

j:r!r0
jDj j2

Rs2tjytT d

tj

3 expfi4pBAjyf0g 3 expf2vmtjyh̄g . (7)

While we cannot diagonalizeS
sDd
r,r0 analytically, it has the

nice property that (except forL0) all variations occur on
classical scales: Rapid quantum oscillations on the scale of
lF have been washed out, greatly simplifying the original
quantum problem. In this sense,SsDd is a “classical”
operator. Hence, we can discretizeSsDd with a mesh size
larger thanlF, sum over trajectories between cells, and so
computeVsDd numerically.

We have performed this computation for the square bil-
liard, obtaining the dotted curve in Fig. 3 forxsT d. In this
curve, we can distinguish three regimes. At low tempera-
ture, x sDd is paramagneticand decays on a scale similar
to the nondiagonal contribution (dashed curve), but has a
significantly smaller amplitude. In the intermediate range,
x sDd is small anddiamagnetic. Finally, at high tempera-
tures,x sDd is again paramagnetic, but very small. This
is naturally understood by associating each regime with
an order in the perturbation series. The low-T part corre-
sponds to the first-order term [orbits of the type in Fig. 2
(left)] which is exponentially suppressed by the tempera-
ture factorR whenLT becomes smaller than the shortest
closed orbit. At this point the second-order term, due to the
closed paths of two trajectories connected by interactions,
takes over. There is no minimum length of these paths,
and hence the second-order term is less rapidly suppressed
by T . For repulsive interactions, the sign is opposite to
the first-order term, thus the sign change inx sDd. At even
higher temperatures onceLT ø a, this term is a surface
contribution and the third-order term takes over. The lat-
ter is a bulk contribution [7] since, with three interactions,
flux can be enclosed without bouncing off the boundary.
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Renormalization scheme.—This interpretation of Fig. 3
should be reconsidered for two reasons. First, the finalre-
sult for the diagonal channel at lowT is much smaller than
the first-order diagonal contribution noted above. Second,
one observes numerically that the terms in the perturba-
tion series increase in magnitude with order: One is not
in the radius of convergence of perturbation theory but in
its analytical continuation. Despite these facts, we show
that the interpretation is valid once the interaction enter-
ing the diagonal contribution is replaced by a renormalized
interaction.

To demonstrate this, we introduce a simple renormal-
ization scheme where integration over short trajectories of
length betweenL0 and a new cutoffL yields a decreased
effective coupling constant. The new cutoffL is larger
than L0 but much smaller than any other characteristic
length (a, LT , or

p

f0yB). For each pathj joining r to
r
0 with Lj . L, let S

j
r,r0 denote its contribution toS

sDd
r,r0

and define

S̃
j
r,r0 ; S

j
r,r0 2 l0

Z

dr1Sj
r,r1

Ŝr1,r0

1 l2
0

Z

dr1dr2Sj
r,r1

Ŝr1,r2
Ŝr2,r0 1 . . . , (8)

where theri integration is overL0 , jri21 2 ri j , L

(with r0 ; r
0). Ŝr1 ,r0 is defined by Eq. (7) but with the

sum restricted to “short” trajectories with lengths in the
range fL0, Lg; S

j
r,r1 is obtained fromS

j
r,r0 by continu-

ously deforming trajectoryj. To avoid the awkward
ln in Eq. (6), we introduceG ­ s1ybd

P

vm
Trf1 1

l0S
sDd
r,r0 svmdg21, from whichVsDd can be derived through

VsDdsl0d ­

Z l0

0

dl0
0

l0
0

Gsl0
0d . (9)

ReplacingS by S̃ in G amounts to a reordering of the
perturbation expansion ofG in which short paths are
gathered into lower-order terms. Moreover, ifLj ¿ L,
small variations in the spatial arguments do not modify
noticeably the characteristics ofSj . ApproximatingS

j
r,r1

by S
j
r,r0 in Eq. (8) and usingŜr1,r0 . 1y4p jr1 2 r

0j2
valid for short paths, we obtain

l0S̃
j
r,r0 .

l0S
j
r,r0

1 1 l0

R

dr1Ŝr1 ,r0
. lsLdS

j
r,r0 , (10)

where the running coupling constant is defined bylsLd ­

l0yf1 1 sl0y2d lnsLyL0dg. Therefore, these steps amount
to a change of both the coupling constant and the cutoff
(since now trajectories shorter thanL must be excluded)
without changingG; that is, GsL0, l0d ­ GsssL, lsLdddd.
Through Eq. (9), this renormalization scheme can be
applied toVsDd, and so to the average susceptibility.

In this way, we have eliminated the last “quantum scale”
L0 from SsDd: L can be made much larger thanlF while

remaining smaller than all classical lengths. Furthermore,
it is qualitatively reasonable that the perturbation series of
VsDd becomes convergent whenL is of order a, since
by this point the spread in length scales causing the
divergence has been eliminated. We have checked that
this is true numerically, although this is at the border of the
range for a quantitative answer. The conclusion from this
renormalization argument is thatlsad . 2yf2 1 lnskFadg
replaces the coupling constantl0 ­ 1 in the perturbative
expressions for the diagonal channel.

Consequently, for largekF at low T (LT * shortest
periodic orbit), the diagonal contribution isparametri-
cally smaller than the nondiagonal contribution by a fac-
tor 1y lnskFad because higher-order correlation terms re-
duce only the diagonal contribution.Therefore, regular
systems, for which there is a nondiagonal contribution,
show a magnetic response logarithmically larger than
the generic chaotic systems, for which only the diagonal
channel is open.For comparison, we note that the non-
interacting contribution obtained previously [4,5] is of the
same order as this interaction contribution for integrable
systems but smaller for chaotic ones.

The reduction factor provided bylsad allows one to
understand qualitatively, first, why the diagonal contribu-
tion is less than the off-diagonal one in Fig. 3 and, second,
why the diamagnetic excursion and high-temperature tail
are small. Thus, the interpretation above of the diagonal
channel is correct oncelsad replacesl0.

With the nondiagonal channel, the magnitude ofx that
we find is in good agreement with the experiment at the
lowest experimental temperatures [3]. However, the tem-
perature scaleT0 in Fig. 3 is significantly smaller than that
in the experiment: After an initial rapid decay, the experi-
mental susceptibility decreases slowly asT increases. The
reason for this slow decay is not known.

In conclusion, we have shown that a semiclassical treat-
ment allows one to study the high-density perturbative
expansion of the interaction contribution to the grand po-
tential for ballistic quantum dots. This semiclassical ap-
proach is an efficient tool to compute quantitatively the
magnetic response. Moreover, when combined with a
renormalization scheme, it provides an intuitive picture of
various features specific to the ballistic regime. The most
striking one is that the susceptibilities of integrable and
chaotic geometries scale differently withkFa because of
the presence of families of periodic orbits in the former.
Another unusual property, caused by the differentT depen-
dence of different orders in the (renormalized) interaction,
is that with increasing temperature the interaction contri-
bution changes sign from paramagnetic to diamagnetic and
then back to paramagnetic.
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We consider the contribution ofelectron-electron interactions to the orbital magnetization of a two-
dimensional electron gas, focusing on the ballistic limit in the regime of negligible Landau-level spacing. This
regime can be described by combining diagrammatic perturbation theory with semiclassical techniques. At
sufficiently low temperatures, the interaction-induced magnetization overwhelms the Landau and Pauli contri-
butions. Curiously, the interaction-induced magnetization is third-order in the~renormalized! Coulomb inter-
action. We give a simple interpretation of this effect in terms of classical paths using a renormalization
argument: a polygon must have at least three sides in order to enclose an area. To leading order in the
renormalized interaction, the renormalization argument gives exactly the same result as the full treatment.

I. INTRODUCTION

Within the independent-electron picture, the magnetic re-
sponse of a bulk two-dimensional electron gas has two
sources: Pauli paramagnetism originating from the electron
spin and Landau diamagnetism originating from the orbital
electronic motion. After studies of the contribution of super-
conducting fluctuations to the magnetic response of super-
conductors aboveTc ,1,2 Aslamazov and Larkin3 pointed out
that electron-electron interactions make an analogous contri-
bution to the magnetic response of normal-metal systems.
While the fluctuation contribution is diamagnetic in super-
conductors, the Coulomb interaction gives a paramagnetic
contribution to the susceptibility of normal metals; this dif-
ference is a direct consequence of the different signs of the
effective interaction in the two cases.

In their seminal work, Aslamazov and Larkin3 computed
the interaction contribution to the susceptibility of three-
dimensional metals and of layered systems at zero magnetic
field. They found that the effect was particularly strong for
layered systems. In view of the importance of the physics of
the two-dimensional~2D! electron gas, the purpose of the
present paper is to compute the interaction-induced magne-
tization of a strictlytwo-dimensionalbulk system. We shall,
moreover, go beyond the zero-field limit considered by
Aslamazov and Larkin and compute the magnetization for
arbitrary classically weak magnetic fields. We find that the
interaction-induced magnetization generally dominates over
the Landau and Pauli contributions at sufficiently low tem-
peratures.

The relevant length scales of the problem are the thermal
length LT5\vF /(2pT), the magnetic length LH
5(\/eB)1/2, the cyclotron radiusRc5mevF /eB, and the
elastic mean free pathl el . Throughout this paper, we focus
on the regimeLT! l el , which allows us to neglect the effects
of impurity scattering. Moreover, we restrict ourselves to
classically weak magnetic fields, defined by the condition
LT!Rc ~or equivalently\vc!T, wherevc is the cyclotron
frequency!. Within a semiclassical approach, this implies
that we can neglect the classical effects of the magnetic field

on the trajectories and only need to consider the Aharonov-
Bohm phases induced by theB field. For classically weak
magnetic fields, we can distinguish between two magnetic
field regimes: The low-field regime, considered by Aslama-
zov and Larkin, whereLT!LH and the high-field regime
LT@LH . We present analytical results in both regimes and
also show numerical results bridging these two regions. Most
importantly, we present a simple renormalization argument
based on classical paths which exactly reproduces the result
of the complicated full treatment.

The magnetization of the two-dimensional electron gas
has been studied experimentally in mesoscopic samples4,5

and in the quantum-Hall regime.6–9 To the best of our
knowledge, no experiments have been performed on bulk 2D
samples at classically weak magnetic fields. Such experi-
ments would be a valuable test of our theoretical understand-
ing of the interaction contribution to the magnetization.

This paper is organized as follows. In Sec. II we develop
the semiclassical approach to the interaction-induced magne-
tization for 2D bulk systems. In Sec. III we employ the gen-
eral results derived in Sec. II to derive explicit expressions
for the magnetization in the high- and low-field regimes. A
curious feature of these results is that the interaction-induced
susceptibility is third order in the~renormalized! interaction
strength. In Sec. IV we show how the renormalization-group
approach introduced in Ref. 10 allows one to give a simple
semiclassical interpretation of this result. We conclude in
Sec. V by comparing the interaction-induced susceptibility to
the Landau and Pauli susceptibilities and discussing finite-
size effects.

II. THE SEMICLASSICAL APPROACH

A. Basics

1. Cooper channel

Calculating the interaction contribution to the magnetic
response requires one to extend the high-density expansion
@random-phase approximation~RPA!# of the thermodynamic
potential11 by including interaction corrections from dia-
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grams in the Cooper channel. This was first done in thecon-
text of superconducting fluctuations and then applied to dis-
ordered normal metals.3,12–15 Such expansions usually give
reliable results even beyond the high density limit, if the
relevant sets of terms are properly resummed. The relevant
Cooper-like diagrams are shown in Fig. 1. The screened
Coulomb interaction~wavy lines! can be treated as local:13,14

U(r2r8)5l0N(0)21d(r2r8). Here,N(0)5me /(p\2) de-
notes the full density of states and the bookkeeping index
l051 identifies the order of perturbation. For a local inter-
action, the direct and exchange term are the same up to a
factor of (22) coming from the spin sums and the different
number of fermion loops. The straight lines in Fig. 1 repre-
sent finite-temperature Green functions of the noninteracting
system. These take the form

Gr,r8~e !5u~e !Gr,r8
R

~EF1 i e !1u~2e !Gr,r8
A

~EF1 i e !

~1!

in terms of the retarded and advanced Green functions

Gr,r
R8(E)5@Gr8,r

A (E* )#* .
The perturbation expansion for this interaction contribu-

tion V to the thermodynamic potential, which yields the
magnetic response, can be formally expressed as12,13

V52

1

b (
n51

`
~2l0!n

n (
v

E dr1¯drn

3Sv~r1 ,r2!•••Sv~rn ,r1! ~2!

5

1

b (
v

Tr$ ln@11l0Ŝv#%. ~3!

Here v denotes the bosonic Matsubara frequenciesv
52pm/b ~m is any positive or negative integer! with b
51/kBT. ~We employ units such thatkB51 in this paper.!
The particle-particle propagatorSv is expressed~in position
representation! in terms of products of finite-temperature
Green functions as11

Sv~r,r8!5

1

bN~0!(e

EF

Gr,r8~e !Gr,r8~v2e !, ~4!

where the sum runs over the fermionic Matsubara frequen-
cies e5(2n11)p/b. The shortlength~high-frequency! be-
havior is included in the screened interaction, thus requiring
a cutoff of the frequency sums at the Fermi energyEF .13

2. Semiclassical Green function

In view of the fact that the Fermi wavelength is the small-
est length scale in the problem, our strategy will be to re-

place the free Green functions in the particle-particle propa-
gator by their semiclassical approximations. Generally, the
semiclassical approximation to the Green functionGr,r8(EF
1 i e,B) is expressed as a sum over all classical paths fromr
to r8 at energyEF .16 For the bulk 2D electron gas, there is
only a single such trajectory, namely the straight line con-
necting the two points. Fore50 andB50 one therefore has

Gr,r8
R

~EF ,B50!.
1

iA2p

me

\2

exp@ iSr,r8~EF!/\2 ip/4#

~kFur2r8u!1/2
,

~5!

whereSr,r8(EF)5\kFur2r8u is the classical action along the
path. Moreover, since we assume the magnetic field is clas-
sically weak, the field affects the action along the path
through

S~B!5S~B50!1

e

cEr

r8
dx A~x!, ~6!

where the integral is along the unperturbed straight line path.
Finally, it turns out that only small values of the imaginary
part of the energye should be considered, so we can use the
relation

~]S/]E!5t, ~7!

wheret5ur2r8u/vF is the time of flight fromr to r8. In this
way one obtains the semiclassical Green function for finite
field and finite~imaginary! energye,

Gr,r8
R

~EF1 i e,B!5Gr,r8
R

~EF ,B50!expF ie

\cEr

r8
dx A~x!G

3expF2

ueuur2r8u

\vF
G . ~8!

3. Semiclassical particle-particle propagator

In the calculation of the thermodynamic potential Eq.~2!,
one should neglect all rapidly oscillating contributions in
Sv(r,r8) as these will give a small contribution upon inte-
gration. Thus, in the particle-particle propagatorS, it is nec-
essary to pair advanced and retarded Green functions, and
furthermore, to pair each path in the semiclassical expression
for GR with those in GA for which the dynamical phase
factor cancels. The obvious case of pairing each path with
itself is excluded because it yields no field dependence inV
and hence zero magnetization. Thus one is led to consider
pairs of time-reversed paths—for these the dynamical phase
cancels but the magnetic field part is multiplied by two. The
pairing of GR with GA means concretely that one should
keep only those terms in whiche and v2e have opposite
signs in the sum over Matsubara frequencies. Using the re-
lation

(
e(v2e),0

exp@2u2e2vut/\#5

exp@2uvut/\#

sinh~2tp/b\ !
, ~9!

one obtains the final result forS

Sv~r,r8!5Sv
(0)~ ur2r8u!expH 2ie

c\
E

r

r8
dx A~x!J , ~10!

FIG. 1. Leading Cooper-channel diagrams for the interaction
contribution to the thermodynamic potential. Because we can take
the interaction to be local~a d function!, the corresponding Fock-
like diagrams differ from the Hartree-like diagrams shown only by
a factor of21/2.
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where we have introduced the zero field limit of theparticle-
particle propagator

Sv
(0)~ ur2r8u!5

1

4pLTur2r8u

exp@2umuur2r8u/LT#

sinh~ ur2r8u/LT!
.

~11!

B. Derivation of the eigenvalues

The ladder-diagram contribution to the thermodynamic
potential is expressed in Eq.~3! solely in terms of the eigen-
values of the operatorSv(r,r8). We therefore need to solve
the eigenvalue equation

E dr8 Sv~r,r8!cn,l~r8!5sv
n,lcn,l~r!, ~12!

wheren and l are quantum numbers.
Assuming from now on the symmetric gaugeA5B3r/2,

Eq. ~10! reads

Sv~r,r8!5Sv
(0)~ ur2r8u!expH 2ie

c\

B

2
~r3r8!J . ~13!

It can be easily checked that any operator of the form Eq.
~13! commutes with any element of the magnetic translation
group

T̂~R!5expF i

\
R•S p̂2

2e

c
AD G ~14!

and therefore with its generators

P̂x5@ p̂x2~2e/c!Ax#,

P̂y5@ p̂y2~2e/c!Ay#.

Noting that, first,Sv(r,r8) is invariant under rotation and,
second, the Landau Hamiltonian for a particle of charge
(22e) can be written as

ĤL5S p̂1

2e

c
AD 2

5P̂x
2
1P̂y

2
1

4e

c\2 Ĵz , ~15!

we see thatSv(r,r8) is diagonal in the basis$cn,l% of the
eigenvectors ofĤL and Ĵz , wheren and l are the Landau-
level and angular-momentum quantum numbers, respec-
tively. For l 50 the Landau-level wave function~for a par-
ticle of charge22e) has the well-known form

cn,0~r!5expH 2

uru2

2LH
2 J LnS uru2

LH
2 D , ~16!

with Ln the Laguerre polynomial andLH5(\/eB)1/2.
Finally, an important property of theT̂(R) is that they

commute with bothĤL andSv(r,r8) but not withJz . Since,
moreover, within a Landau level there is no stable subspace
for all the T̂(R), the eigenvaluessv

n,l cannot depend on the
angular-momentum quantum numberl. At r50, Eq. ~12!
then reads

sv
n,l

5sv
n,0

5

1

cn,0~0!
E dr Sv

(0)~ uru!cn,0~r!. ~17!

Using the explicit expressions forSv
(0)(r) @Eq. ~11!# and

cn,0 , we finally obtain for the eigenvalues

sv
n,l

5sv
n,0

5

1

2Exmin

`

dx
exp$2umux%

sinhx

3exp$2x2/2a2%Ln~x2/a2!, ~18!

wherea5LH /LT is the essential dimensionless parameter. It
is important to keep in mind that the screened interaction
already implicitly takes into account the effect of the inter-
action on scales shorter than the Fermi wavelength, so the
integral overx should be cut off for smallx at approximately
x min51/(kFLT).

C. Reordering of the sum

The interaction contribution to the thermodynamic poten-
tial is given in terms of the eigenvaluessv

n by

V5

2BA

f0

1

b (
v

(
n50

`

ln~11l0sv
n !. ~19!

Here we have already taken proper account of the degen-
eracy of the eigenvalues by the prefactor 2BA/f0. The mag-
netization per unit area now follows by differentiation with
respect toB,

M52

2

f0b (
v

(
n50

` H ln~11l0sv
n !1

Bl0

11l0sv
n

]sv
n

]B J .

~20!

When done naively, the sum over the quantum number in
this expression diverges. We assume that this is associated
with the inadequate treatment of the interaction at short dis-
tances. We expect that when working with the full screened
interaction, the contribution of large quantum numbers is ap-
propriately suppressed. Hence, we reorder the sum in such a
way that the sum becomes convergent and the eigenvalues
with sufficiently largen do not contribute appreciably to the
sum. This philosophy is completely analogous to the ap-
proach taken in the work on the fluctuation contribution to
the diamagnetic susceptibility in superconductors above
Tc .1,2 In fact, our reordering closely follows the reordering
proposed by Payne and Lee.1

In a first step, we compute

B
]sv

n

]B
52pE

0

`

dr rSv
(0)~r !expH 2

eB

2\
r2J eB

\

3r2@Ln8~eBr2/\ !2
1
2 Ln~eBr2/\ !#. ~21!

To simplify this expression, we use the recursion relations
for Laguerre polynomials

xLn8~x!5nLn~x!2nLn21~x!, ~22!

xLn8~x!5~n11!Ln11~x!2~n112x!Ln~x!, ~23!
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and obtain

2B
]sv

n

]B
5~n11!@sv

n11
2sv

n #1n@sv
n

2sv
n21#. ~24!

We can also rearrange

(
n50

`

~n11!ln
f n11

f n
5 (

n50

`

n ln f n2 (
n50

`

~n11!ln f n

52 (
n50

`

ln f n . ~25!

Using these expressions, we have for the magnetization

M5

1

f0

1

b (
v

(
n50

`

~n11!H 2 ln
11l0sv

n11

11l0sv
n

2

l0@sv
n11

2sv
n #

11l0sv
n

2

l0@sv
n11

2sv
n #

11l0sv
n11 J . ~26!

In terms of the notation

Xv
n

5

l0@sv
n11

2sv
n #

11l0sv
n

, ~27!

we have

M5

1

f0

1

b (
v

(
n50

`

~n11!H 2 ln~11Xv
n !2Xv

n
2

Xv
n

11Xv
n J .

~28!

For all cases considered below,Xv
n

!1 so that

M.2

1

f0

1

b (
v

(
n50

`
~n11!

3
@Xv

n #3. ~29!

This expression will be our starting point for computing the
magnetization and the susceptibility. Referring back to the
definition of Xv

n in Eq. ~27! above, we see that allcontribu-
tions to the susceptibility are at least third order in the inter-
actionl0.

III. MAGNETIC SUSCEPTIBILITY

Using the general results of Sec. II, we now find expres-
sions for the susceptibility in two limits—small and large
magnetic fields—and then evaluate the susceptibility in the
intermediate regime numerically. Before considering the
various regimes, it is useful to note thatXv

n , as defined in Eq.
~27!, consists of two factors with noticeably different behav-
ior. On the one hand, because the integrand in Eq.~18! be-
haves as 1/x at small x, both sv

n and l0 /(11l0sv
n ) are

dominated by a logarithmic singularity at zero and so have
little magnetic-field dependence. On the other hand, using
the relationLn(x)2Ln21(x)52xLn21

1 (x)/n (Ln
1 is a gener-

alized Laguerre polynomial!, we can rewriteDsv
n [sv

n11

2sv
n as

Dsv
n

52

1

~n11!

1

2a2E
0

`

dx x2
e2umux

sinhx

3exp$2x2/2a2%Ln
1~x2/a2!. ~30!

Here thex integration is well behaved at smallx, and so the
lower limit xmin can be replaced by zero.

A. Small-magnetic-field „high-temperature… limit

The small-magnetic field, or equivalently high-
temperature, limit is defined bya@1. The factor
e2umux/sinhx provides an upper cutoff at min(1,umu21) in the
integrals Eqs.~18! and ~30!. In addition, x2/a2 is much
smaller than one in the entire range of integration. We can
therefore use the asymptotic expression17

e2x/2Ln
a~x!.

G~a1n11!

n!
~nx/4!2a/2Ja~@nx#1/2!,

~31!

valid in the range 0<x<n1/3 @Ja(x) denotes the Bessel func-
tions, G(n) the Gamma function, andn54n12a12], and
we obtain

sv
n .

1

2Exmin

`

dx
exp~2umux!

sinhx
J0~2An11/2x/a !, ~32!

Dsv
n .2

1

An11

1

2a
E

0

`

dx x
exp~2umux!

sinhx
J1S 2An11x

a
D .

~33!

For n!n05a2 max(1,umu), Eqs.~32! and ~33! yield18

sv
n .

1

2Exmin

min(1,umu21)dx

x
5

1

2
ln~kFLT /max$1,umu%!, ~34!

Dsv
n .2

1

2a2E
0

`

dx x2
e2umux

sinhx
, ~35!

up to constants of order one, and so then dependence can be
neglected. Forn.n0, bothDsv

n andsv
n depend onn. How-

ever, for sv
n the dependence is only logarithmic, since it

merely amounts to replacing the upper bound of the integral
by a/An. Hence the dominantn dependence ofXv

n comes
from Dsv

n .
From these results for the eigenvalues, the magnetization

@Eq. ~29!# to lowest order in the small parameter ln21(kFLT)
is

M5

1

3f0

1

b (
v

1

a3 ln3~kFLT!

3 (
n51

`
1

An
H E

0

`

dx
x exp~2umux!

sinhx
J1~2Anx/a !J 3

.

~36!

The sum overn converges only slowly and of ordern0 terms
contribute. In view of the fact thatn is multiplied byx2/a2 in
the argument of the Bessel function, we can replace the sum
over n by an integral. This yields the final expression
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M5

CT

p ln3~kFLT!
~kFLT!uxLandauuB, ~37!

whereuxLandauu5e2/12pmc2 andCT is given by

CT5 (
r 52`

`

E
0

`dn

n2 f v
3 ~n!.0.97, ~38!

where we define

f v~n![AnE
0

`

dx
x exp~2umux!

sinhx
J1~2Anx!. ~39!

We see that theinteraction-induced contribution to the
magnetization will generally be larger than the Landau mag-
netization due to the large factorkFLT .3 The factor
1/ln(kFLT) must be interpreted as a renormalized interaction
strength in the Cooper channel.3,13 It is interesting that the
interaction contribution to the susceptibility isthird order in
this renormalized interaction strength. This unusual state of
affairs can easily be understood by considering the classical
paths involved, as we shall discuss in Sec. IV.

The magnetic susceptibilityx obtained above is at zero
field and to lowest order in the renormalized interaction
strength which is proportional to 1/ln(kFLT). It is possible to
derive, with a similar approach, an expression forx(0) with-
out expanding in the renomalized interaction strength. This is
done in Appendix A; one obtains

x~0!

uxLandauu
5

3

p
~kFLT!(

v
E

0

`dj

j2
lv

3 ~j ! f v
3 ~j !, ~40!

where we have introduced

lv~j !5

l0

21l0@2s0~T!2gv~j !#
, ~41!

gv~x!5E
0

j f v~j8!

j8
dj8, ~42!

2s0[2sv
n ~B50!5E

xmin

`

dx
e2umux

sinhx
. ln@kFLT /max~1,umu!#.

~43!

B. Large-magnetic-field „low-temperature… limit

In the high-magnetic-field or equivalently the low-
temperature limit, defined by a!1, the factor
exp$2x2/2a2%Ln(x2/a2) always cuts off the integral in Eq.
~18! at x!1 so that we can approximate sinhx.x. Hence,
we find

sv
n .

1

2Exmin

min[umu21,a/An] dx

x

5
1
2 min@ ln~kFLH /An!, ln~kFLT /umu!#, ~44!

Dsv
n .2

1

2~n11!
E

0

`

dy ye2aumuy2y2/2Ln
1~y2!. ~45!

In this case, the sum overn converges rapidly~faster than
1/n2), but typically about 1/a terms contribute to the Mat-
subara sum. Neglecting again the logarithmic dependence of
sv

n on n and umu, we can make progress by noting that the
sum overm can be turned into an integral. This yields the
high-field result

M5

CH

p ln3~kFLH!
~kFLH!uxLandauuB, ~46!

where the constantCH is

CH5E
2`

`

dm(
n50

`
„Fn~m!…3

~n11!2 .0.74 ~47!

with

Fn~m!5E
0

`

dy ye2umuy2y2/2Ln
1~y2!. ~48!

The principal difference between the results for high and low
fields is thus the replacement of the thermal lengthLT by the
magnetic lengthLH .

C. Intermediate range

When a is neither much smaller nor much larger than
one, it is not possible to obtain a simple expression for the
magnetic response. In this regime, we have performed a nu-
merical integration of Eq.~18! to compute the eigenvalues
sv

n as well as their derivatives with respect toB. The mag-
netic susceptibility is then obtained through the field deriva-
tive of Eq. ~28!,

x5

21

bf0
(
v

(
n

n
~Xv

n21!2dXv
n21/dB

~11Xv
n21!2

, ~49!

by direct summation over the eigenvalue index and the
bosonic Matsubara frequencies.

Figure 2 shows the resultingx/uxLandauu as a function of

FIG. 2. Magnetic-field dependence of the susceptibility at two
temperatures,EF /T52000 ~solid! and 200~dashed!. The Landau
susceptibilityxL is the natural unit forx; the lower panel shows the
same data on an logarithmic scale. Note the crossover in behavior
whenLT'LH .
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magnetic fieldb5a22
5(2pLT

2/f0)B for fixed values of the
temperature. The crossover between thelow- and high-field
regimes is clearly seen. AsB increases,x has a slight maxi-
mum aroundLH5LB which arises from the competition be-
tween the increased field sensitivity of large triangles and the
thermal suppression of long sides. In the large-field regime,
the numerical result is in reasonable agreement with the
value obtained from the asymptotic expression~46!: for LT
510LH and kFLH564, x/uxLandauu'0.28 numerically and
0.18 analytically.

Figure 3 shows the temperature dependence ofx at fixed
LH /LT in the low-field regime. The (kFLT)/ ln3(kFLT) behav-
ior is apparent, particularly in the inset. Again, the numerical
result agrees nicely with the asymptotic result: at the low
temperatureT/EF51023, Eq. ~37! yields x/uxLandauu'0.51
while our numerical result is 0.52.

IV. SEMICLASSICAL INTERPRETATION

We have seen above that the magnetic response has a
rather peculiar property: it isthird order in the renormalized
coupling constantl̃52 ln21(kFLT,H), both in the low- and
high-field regimes. Within the approach used up to now, it is
difficult to understand the physical origin of this behavior. In
this section we show that an approach in terms of classical
paths provides a natural understanding of this fact. Consid-
ering for instance the low-field regime~the argument can be
transposed to high fields with no essential difficulty!, we
shall, moreover, recover precisely the expression Eq.~37! in
a much simpler way.

From the expression Eq.~10! for the particle-particle
propagator, it is clear that the interaction contribution to the
thermodynamic potential in Eq.~2! can be written as a sum
over closed polygonal paths, where each vertex is associated
with an interaction event and the magnetic field enters only
via the Aharonov-Bohm factor associated with the magnetic
flux enclosed by the polygon. Performing the sum over
bosonic Matsubara frequencies in Eq.~2! and grouping the

field-dependent terms together, one finds

V5 (
n51

`

V (n), ~50!

V (n)
52

1

b

~2l0!n

n E dr1•••drn

3S̃~r1 ,r2!•••S̃~rn ,r1!cothS L tot~r1 , . . . ,rn!

2LT
D

3cosS 4pAtot~r1 , . . . ,rn!B

f0
D , ~51!

where S̃(r,r8) is the particle-particle propagator forB50
andv50, L tot is the total length, andAtot the area enclosed
by the polygon.

As it stands, Eq.~50! is of little practical use because the
series inn is strongly divergent~the term of ordern is typi-
cally larger than the one of ordern21). It is, however, pos-
sible to apply a simple renormalization-group argument, in-
troduced in Ref. 10 and discussed in more detail in Ref. 22.
Indeed, as we already stressed when deriving the eigenvalues
of the particle-particle propagator,S̃(r,r8) must be cutoff at
L051/kF because the use of the screened interaction as-
sumes that all high-momentum degrees of freedom have al-
ready been integrated out.13 We therefore have

S̃~r,r8;L0!5

1

4pLTur2r8usinh~ ur2r8u/LT!

for ur2r8u.L0

50 for ur2r8u,L0 . ~52!

References 10 and 22 show than if a new length scaleL
.L0 much smaller that any other characteristic length scale
of the problem (LT or LH) is introduced, one can replaceL0
by L in Eq. ~52! provided the ‘‘bare’’ coupling constantl0
in Eq. ~50! is replaced by the renormalized one,

lRG~L !5

l0

11~l0/2!ln~L/L0!
. ~53!

For the leading behavior in ln21(kFLT), we can assume
L5eLT with e!1 but assumed fixed as ln(kFLT) goes to
infinity. In that caselRG(L)52 ln21(kFLT)1O@ln22(kFLT)#
is small, and Eq.~50! becomes a genuine perturbative expan-
sion whose leading behavior is given by the first nonvanish-
ing term. Clearly,V (1)

50, andV (2) is independent of the
magnetic field and so does not contribute to the magnetic
response. Therefore, the leading behavior is given by
V (3)—that is,third order in ln21(kFLT)—as illustrated in Fig.
4, and we have

x~B50!5

1

3b S 2

ln~kFLT!
D 3E

L2 ,L3 ,L23.L
dr2dr3

3S̃~0,r2!S̃~r2 ,r3!S̃~r2 ,0!cothS L tot

2LT
D S 4pAtot

f0
D 2

~54!

FIG. 3. Temperature dependence of the interaction-induced low-
field susceptibility;LH /LT58.9 is fixed. The total susceptibility
differs from the interaction-induced contribution shown here only
by aconstant offsetdue to the Landau and Pauli contributions. The
inset shows the same data on a log-log scale. For this low field, the
contribution of thev50 Matsubara frequency~dashed! gives a
substantial portion of the result~solid!. Note the approximate power
law increase in x at low temperatures, consistent with the
asymptotic expression 1/T ln3 T.
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(L25ur2u, L35ur3u, L235ur32r2u). Expressing all distances
in the integral in units ofLT gives

x~B50!5

CRG

p ln3~kFLT!
~kFLT!uxLandauu ~55!

with the constantCRG given by

CRG5

1

p2E dr2dr3

1

L2L23L3

Atot
2 coth~L tot /2!

sinhL2 sinhL23sinhL3
.

~56!

Because of the factorAtot
2 in the numerator, the integrand

here is regular and the cutoff can be taken to zero. Bycon-
sidering the limitl0! ln(kFLT)!1 ~instead ofl051) where
both the standard and renormalization-group approaches are
accurate, it can be shown thatCRG5CT , so that Eq.~55! is
strictly equivalent to Eq.~37!. This approach shows clearly
that the third power of the coupling constant arises because
only trajectories with three or more vertices enclose flux.

V. DISCUSSION AND SUMMARY

In this paper we study the interaction contribution to the
magnetization of a two-dimensional electron gas in the limit
LT!Rc ,l el . We find that this interaction-induced contribu-
tion is paramagnetic for the repulsive Coulomb interaction
and dominates over the Landau diamagnetism at small
enough temperatures and fields.3 The Pauli paramagnetism is
even smaller than Landau diamagnetism in
GaAs/AlxGa12xAs heterostructures because of the small ef-
fective mass and the reduction in theg factor. It appears from
the quantitative answer that one needs to go to rather low
temperatures before the interaction becomes truly larger than
the Landau susceptibility~cf. Fig. 3!. Still, such temperatures
are possible in two-dimensional electron-gas systems. It
should be possible to distinguish the interaction contribution
by way of either its temperature dependence~since the Lan-
dau susceptibility isT independent! or its dependence onkF
in a gated structure.

We find that the leading contribution to the magnetization
is third-order in the renormalized Coulomb interaction. This

can be given a natural semiclassical interpretation in terms of
the classical-path picture for the thermodynamic potential: a
polygon must have at least three sides in order to enclose
area. Moreover, the much simpler classical-path approach
gives exactly the same answer as the eigenvalue calculation.
Higher-than-third-order contributions~in the bare coupling
constant! predominantly lead to an substantial downward
renormalization of the coupling constant. This picture has
been made precise in the present paper by means of a
renormalization-group approach.

In the low-field ~high-temperature! limit LT!LH , the
temperature dependence of the susceptibility is 1/T ln3 T: this
comes from the thermal lengthLT which dominates here
because only trajectories shorter thanLT make significant
contributions to the Green functions. At the lowest tempera-
tures, this behavior is cut off by a finite magnetic field once
LH,LT . In the high-field~low-temperature! limit LT@LH ,
the susceptibility is no longer temperature dependent. The
Green function is still dominated by trajectories shorter than
LT , but now trajectories enclosing more area thanLH

2 con-
tribute with random signs due to the Aharonov-Bohm
phases. Hence, in this case, the relevant cutoff length isLH .

So far, we ignored dephasing due to inelastic scattering.
At low temperatures, this should be mostly due to electron-
electron scattering. We expect, however, that dephasing will
not significantly affect our results. Within the semiclassical
approach employed in this paper, dephasing suppresses the
contribution of trajectories longer than the dephasing length
Lf . For a clean Fermi liquid such as discussed here, one
expectsLf;1/T2. Thus, at sufficiently low temperatures the
dephasing length should always be longer than the thermal
lengthLT;1/T. Correspondingly, the suppression of trajec-
tories due to thermal smearing should always set in before
the suppression due to dephasing.

It is interesting to compare the present results with the
contributions to the susceptibility of~chaotic! mesoscopic
samples of linear sizeL within the independent-electron
approximation19–21

x;uxLandauu, ~57!

and due to interactions10

x;
~kFL !

ln~kFL !
uxLandauu, ~58!

where we have takenLT;L, T.D ~D is the level spacing!,
and LH@L. In contrast to the bulk results derived in this
paper, these expressions are zeroth or first order in the renor-
malized interaction constant. These contributions exist for
mesoscopic samples because, in finite-size systems, flux-
enclosing trajectories are produced by scattering from the
geometric boundaries of the system. Nevertheless, apart from
the different order in the renormalized interaction, the finite-
size result due to interactions is qualitatively the same as the
bulk result derived here.

Orbital magnetism in mesoscopic samples has been a con-
troversial issue over the last decade, both for ballistic and
diffusive structures, ring and dot geometries.4,5,23–26In par-
ticular, the fact that the measured values are apparently sub-
stantially larger than the theoretical results has attracted a lot
of attention. In order to benchmark the theory in a simpler

FIG. 4. ~a! Typical trajectory of lowest order in the coupling
constant which contributes to the interaction contribution to the
magnetization. Each vertex of the polygon corresponds to an inter-
action event. Note that at least three interaction events are required
to obtain a trajectory enclosing magnetic flux. This explains the fact
that the interaction contribution to the magnetization is third order
in the ~renormalized! interaction. ~b! Higher-order contributions
predominantly lead to a renormalization of the third-order result
due to short trajectories like the one shown.
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system, we think the magnetization of a cleantwo-
dimensional electron gas should be measured and that this
would provide valuable information in addressing the ‘‘per-
sistent current problem’’ in rings and dots.
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APPENDIX

In this appendix we derive an expression for the suscep-
tibility at zero field, Eq.~40!, which does not involve ex-
panding in the renormalized coupling constant. Starting from
the magnetization Eq.~29!, the essential ingredient needed is
expressions for the eigenvalues. One can check that both the
Bessel approximations, Eqs.~32! and ~33!, and the replace-
ment of the discrete sum over Landau-level indexn by an
integral only yield corrections of orderB2 to the magnetic
susceptibility. Therefore, as long as we are only interested in
the susceptibility atB50, we can make the change of vari-
ables n→j5bn where b5a22

5(2pLT
2/f0)B is propor-

tional to the magnetic field. We can thus write

2Dsv
n21

52b fv~j !/j, ~A1!

where f v(j) is defined by Eq.~39!. In the same way, taking
the derivative of Eq.~32! with respect tob yields

2
dsv

n21

db
52

1

b
f @~n21/2!b#.2

1

b
@ f ~j !1O~b!#.

~A2!

Thus, using the notation of Eqs.~42! and ~43!,

2sv
n21

52s0
2g@~n21/2!b#.2s0

2g~j !1O~b!.
~A3!

From these expressions for the eigenvalues, we obtain

Xv
n21

5Xv~j,b!

52b
l0f v~j !/j

21l0@2s0
2g~j !#

1O~b2!

52blv~j ! f v~j !/j1O~b2!. ~A4!

Note that it is necessary to compensate the factorb22 origi-
nating from the termndn when changing variables fromn to
j. Using the above expression, one can therefore write the
magnetization up to corrections of orderb2,

M52

1

3f0b(
v

E jdj

b2
Xv~j,b!3

1O~b2!, ~A5!

which immediately gives Eq.~40!.
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Con
lusion
Nous avons abord�e dans 
e m�emoire une des
ription du magn�etisme orbital d'un syst�emed'�ele
trons 
on�n�es dans des petites stru
tures de dimensions m�esos
opiques. Cette des
riptiona �et�e faite dans une premi�ere partie au sein d'un mod�ele de parti
ules ind�ependantes, et dansune deuxi�eme en traitant les �ele
trons 
omme des quasi-parti
ules de Landau interagissantfaiblement par le biais d'un potentiel 
oulombien �e
rant�e.D'un point de vue formel, l'int�erêt prin
ipal de 
e travail est de fournir, grâ
e �a une appro
hesemi
lassique, une des
ription des m�e
anismes �a l'origine de la r�eponse magn�etique orbitale, quiest bas�ee sur les traje
toires 
lassiques des syst�emes 
onsid�er�es, et don
 en fait tr�es intuitive. Unepremi�ere 
hose que permet 
e formalisme est de red�eriver de mani�ere transparente un 
ertainnombre de r�esultats 
lassiques, 
omme l'e�et de Haas { van Alphen, ou plus r�e
ents, 
omme lar�eponse magn�etique asso
i�ee aux intera
tions de syst�emes di�usifs [Aslamazov75, E
kern91℄.Il est peut être utile i
i de pr�e
iser que, pour les syst�emes di�usifs, les r�esultats que nousobtenons sont stri
tement �equivalents �a 
eux d�eriv�es de mani�ere plus traditionnelle. Consid�eronspar exemple le propagateur parti
ule-parti
ule Eq. (2.69) (page 126) qui joue un rôle 
entraldans le 
al
ul de la r�eponse magn�etique moyenne, asso
i�ee ou non aux intera
tions. Sans entreri
i dans la dis
ussion de la d�ependan
e en 
hamp magn�etique, la fa�
on habituelle d'�evaluer 
epropagateur pour un syst�eme d�esordonn�e 
onsiste �a e�e
tuer un d�eveloppement perturbatif dansle potentiel du d�esordre. On peut alors remarquer que la 
ontribution essentielle est obtenue enresommant la s�erie de Cooper dont un terme g�en�erique est repr�esent�e en Fig. 4, et montrer qu'onobtient ainsi, sous 
ertaines 
onditions, une �equations de di�usions pour �(r; r0) (
f. par exemple[A&M℄ pour un expos�e tr�es dida
tique de 
ette d�erivation). Le fait que l'on obtienne en �n de
ompte un mouvement de di�usion pour le propagateur parti
ule-parti
ule est physiquementasso
i�e �a la nature di�usive du mouvement 
lassique. Ce
i permet de s'assurer de la robustessede 
e r�esultat, et de le g�en�eraliser �a des situations o�u les hypoth�eses utilis�ees dans sa d�erivationne sont pas toujours v�eri��ees.Il y �a don
 une re
onnaissan
e tr�es 
laire, parmi les prati
iens des syst�emes �ele
troniquesd�esordonn�es, 2 du rôle jou�e par la dynamique 
lassique di�usive des �ele
trons. Un avantage2. On �a bien sur en tête i
i le r�egime kF l� 1.

r r’

r’ r

Fig. 4 { Terme g�en�erique du Cooperon. Les � repr�esentent une intera
tion ave
 le potentield�esordonn�e
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he semi
lassique est de faire entrer la nature de la dynamique 
lassique d�esl'origine, et en parti
ulier de faire apparâ�tre plus naturellement, pour les syst�emes d�esordonn�es,que le 
ara
t�ere di�usif du mouvement 
lassique s'exprime dans les propri�et�es quantiques. Ellepermet surtout d'aborder le 
as plus 
ompliqu�e des points quantiques balistiques, pour lesquelsl'invarian
e par translation du probl�eme est 
ompl�etement perdue, même �a un niveau moyen,et que les appro
hes de type \syst�emes d�esordonn�es" ne peuvent pas traiter. Dans 
e r�egimebalistique, une des 
hoses remarquables qui apparâ�t alors naturellement dans le formalismesemi
lassique est que la nature du mouvement 
lassique, et plus pr�e
is�ement son 
ara
t�ere
haotique ou int�egrable, peut a�e
ter de fa�
on sensible la r�eponse magn�etique.Les points quantiques 
haotiques se 
omportent en e�et pour leur part d'une mani�ere assezsemblable �a 
eux �evoluant en r�egime di�usif. En pratique, beau
oup de r�esultats obtenus pour
es derniers peuvent être, au moins qualitativement, transpos�es aux premiers, au prix de lasimple red�e�nition de 
ertaines grandeurs, 
omme par exemple l'�energie de Thouless ETH .En parti
ulier, la r�eponse magn�etique moyenne est toujours domin�ee par la 
ontribution desintera
tions, et plus pr�e
is�ement par sa partie diagonale, pour les syst�emes 
haotiques aussibien que di�usifs.Certaines di��eren
es existent 
ependant entre les syst�emes balistiques, même 
haotiques, etles syst�emes di�usifs, en parti
ulier dans la mani�ere dont est renormalis�ee l'intera
tion. En e�et,on a vu en se
tion 2.3.2, dans le 
as d'un billard re
tangulaire, que la sus
eptibilit�e asso
i�ee�a la partie diagonale de la 
ontribution des intera
tions pouvait être n�egative dans une petiteplage de temp�erature. De tels 
hangements de signe de la r�eponse magn�etique moyenne, mêmes'ils sont d'un int�erêt plutôt a
ad�emique, sont en prin
ipe possibles pour des points quantiques
haotiques, alors qu'ils sont tout �a fait interdits en r�egime di�usif.Les points quantiques dont la dynamique 
lassique est int�egrable ont par 
ontre un 
om-portement profond�ement di��erent des pr�e
�edents. Ils s'en distinguent avant tout par le fait queleur r�eponse magn�etique typique, (
'est �a dire la magnitude de la sus
eptibilit�e pour un pointquantique donn�e) est enti�erement domin�ee par le terme sans intera
tion, et est signi�
ativementplus grande (typiquement un ordre de grandeur) que la r�eponse magn�etique moyenne d'un en-semble de mi
rostru
tures. Même pour 
ette derni�ere, la 
ontribution des intera
tions est soitlogarithmiquement plus petite, soit du même ordre de grandeur, que 
elle du terme sans intera
-tion; et dans 
e deuxi�eme 
as 
e
i est dû �a l'existen
e de termes non-diagonaux qui dominent la
ontribution des intera
tions 
ar ils �e
happent �a la renormalisation de la 
onstante de 
ouplage.Dans le 
adre d'une des
ription de type liquide de Landau des �ele
trons, on voit don
 qu'il �etaitimportant de pouvoir prendre en 
ompte en d�etail la nature du mouvement 
lassique, 
e quenotre appro
he semi
lassique rend possible.La situation au regard des exp�erien
es est plus ambivalante. Pour les syst�emes di�usifs, d'unepart, nos pr�edi
tions sont, 
omme je l'ai mentionn�e plus haut, stri
tement �equivalentes �a 
ellesd�eriv�ees auparavant par des m�ethodes diagrammatiques. Nous retrouvons don
 par exemple,sans rien apporter au d�ebat, la di��eren
e d'amplitude d'un fa
teur de l'ordre de trois ou 
inqentre les 
ourant permanents pr�edits th�eoriquement pour le anneaux di�usifs [E
kern91℄ et 
euxmesur�es exp�erimentalement [Levy90, Chandrasekhar91, Mohanty96℄.Pour les mi
rostru
tures balistiques d'autre part, la dis
ussion se pr�esente de mani�eredi��erente suivant le r�egime de temp�erature 
onsid�er�e. En e�et, (
f. la dis
ussion pr�e
�edant[Oppen00℄ dans le 
hapitre 2, page 145), la 
omparaison ave
 les exp�erien
es semble tout �a faitsatisfaisante dans le r�egime proprement \m�esos
opique" (� < kBT < ETH), mais au
une ex-pli
ation n'est fournie �a l'existen
e d'une r�eponse magn�etique non nulle pour des temp�eraturessup�erieures �a ETH .



CONCLUSION 157Dans le r�egime di�usif d�ej�a, mais en
ore plus dans le r�egime balistique, on se retrouve don

onfront�e �a une situation o�u �a la fois la mod�elisation en termes de propri�et�es �a l'�equilibre d'unliquide de Landau semble 
orrespondre �a la r�ealit�e exp�erimentale pour un grand nombre d'as-pe
ts, mais o�u malgr�e tout il y �a des indi
ations fortes que 
ette des
ription n'est pas 
ompl�ete.Quelques dire
tions d'investigation ont �et�e propos�ees pour obtenir une des
ription parfaitementsatisfaisante de la r�eponse magn�etique de 
es nanostru
tures �ele
troniques, 
omme par exemplela possibilit�e d'e�ets hors d'�equilibre, ou de 
omportement non liquide de Landau. Cependant,le nombre tr�es limit�e de r�esultats exp�erimentaux rend malais�ee la 
lari�
ation de 
e d�ebat. Ilfaut en e�et garder en m�emoire que, dans le r�egime balistique, et pour la r�eponse �a un 
hampstatique, 3 seulement deux exp�erien
es ont �et�e e�e
tu�ees jusqu'�a 
e jour. L'une [Mailly93℄ surun anneau unique, qui mesure don
 la r�eponse magn�etique typique du syst�eme, l'autre sur unensemble de 
arr�es [Levy93℄, et qui a

�ede par 
ons�equent �a la r�eponse magn�etique moyennede 
es mi
rostru
tures. Dans la premi�ere de 
es deux exp�erien
es, seules des temp�eratures plusbasses que l'�energie de Thouless ont �et�e �etudi�ees. Ce n'est don
 que dans la se
onde qu'ont �et�efaites des observations rendant n�e
essaire d'aller plus loin, dans la mod�elisation de 
es pointsquantiques �ele
troniques, qu'une des
ription en termes de liquides de Landau �a l'�equilibre. Ilparâ�t indispensable de 
lari�er par de nouvelles exp�erien
es si, et dans quelles 
onditions, unephysique nouvelle est �a l'oeuvre. Ce
i d'autant plus que les mi
rostru
tures balistiques ont unetr�es grande ri
hesse de 
omportement, et que pour elles il est possible de jouer sur 
ertain
ouples d'opposition (int�egrable versus 
haotique, r�eponse magn�etique moyenne ou typique,
ontribution ou non des intera
tions) pour lesquels on pr�evoit des 
hangements de 
omporte-ment tr�es marqu�es. Si on s'abstrait des questions de faisabilit�e, l'exp�erien
e \id�eale" serait sansdoute d'avoir un r�eseau de mi
rostru
tures sur lesquelles �a la fois des mesures individuelleset d'ensemble puissent être e�e
tu�ees pour une large gamme de temp�erature, dont la dyna-mique 
lassique soit int�egrable, mais puisse être d�egrad�ee en jouant par exemple sur le d�esordrer�esiduel, et pour lesquelles l'e�et des intera
tions puisse être modul�e par la pr�esen
e d'une grillem�etallique voisine. Il est [tr�es℄ d�eraisonnable d'imaginer que toutes 
es 
ara
t�eristiques puissentêtre r�ealis�ees en pratique, et a fortiori au sein d'une même exp�erien
e. Il est 
ependant pro-bable que, au moins �a un 
ertain niveau, il soit possible d'exploiter exp�erimentalement la tr�esgrande ri
hesse de 
omportement des mi
rostru
tures balistiques. Certains des d�eveloppementsth�eoriques pr�esent�es dans 
e m�emoire, en parti
ulier 
eux 
on
ernant les questions de d�esordrer�esiduel et d'intera
tion, pourraient être mis �a pro�t dans 
e 
adre.

3. Pour la r�eponse �a un 
hamp dynamique, voir par 
ontre [Reulet95, Deblo
k01℄.
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Annexe A

Tableaux r�e
apitulatifs
On trouvera dans 
et appendi
e deux tableaux r�esumant la d�ependan
e en 
hamps et entemp�erature de la r�eponse magn�etique moyenne pour di��erentes g�eom�etries, �a la fois pour lesmod�eles sans intera
tion (premier tableau) et pour des �ele
trons interagissant par le potentiel deport�e nul Eq. (2.66) (deuxi�eme tableau). On a utilis�e les notations tT def� �h=T�, tB def� �0=4�BD,L(b)T def� vF tT et L(d)T def� p�hD=T .

g�eom�etrie r�eponse moyenne 
anonique (sans intera
tions)
anneaux balistiques(1) II0 = 2gs�2 sin�4� ��0�R2T (L=L(b)T )(
ir
onf�eren
e = L ' L(b)T ) (I0 = evF=L)disques balistiques(2) ��L = 9p3� (kFa) 
os�3p3 ��0�R2T (3p3a=L(b)T )(rayon = a ' L(b)T )
arr�es balistiques(3) ��L = � 3(p2�)3 (kFa)d2Cd�2R2T (2p2a=L(b)T )(
ot�e = a ' L(b)T ) C(�) = [
os(��)C(p2�) + sin(��)S(p2�)℄=p2�syst�eme 
haotique g�en�erique(4) ��L = 96 �LL(b)TA !F (�)(aire = A, � = 2�Hq�LL(b)T =�0) F (�) = R10 RT (x)(1� 4�2x) exp(�2�2x)dxanneaux di�usifs(5) I = 2e� g2s2�2 1Xm=1 exp (�p2�L=L(d)T ) sin�4�m ��0�(� <��
 = �0(L=L(d)T ))disques di�usifs(6) M = �B2g2s L(d)TL 2��0 Z 10 dxR2T (x) exp "�x4���0 L(d)TL #

Pour 
e premier tableau, on pourra se reporter aux r�ef�eren
es suivantes: (1) [Cheung88℄,[Ri
hter96a℄ (se
tion 4); (2) [Ullmo95℄, [Ri
hter96a℄ (se
tion 4) ; (3) [Ullmo95℄, [Oppen94℄,[Ri
hter96a℄ (se
tion 5) ; (4) [Ri
hter96a℄ (se
tion 6) ; (5) [S
hmid91℄, [Oppen91℄, [Altshuler91℄,[Argaman93℄, (
f. aussi se
tion 1.4 de 
e m�emoire) ; (6) [Oh91℄.
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g�eom�etrie 
ontribution des intera
tions


arr�es balistiques(1) ��L = ��0 34p2�3 d2C2d�2 R2T (6 sin(�=3)=L
)anneaux di�usifs(2) I = Le� +1Xm=�1 2log (kFL�m)m sin�4�m ��0� gm(T )(L�m = vF min f(mL)2=4D; tT =4g) gm(T ) = R10 dt t�2R2T (t=tT ) exp (�(mL)2=(4Dt))p4�Dt2D-bulk di�usif(3) ��L = 4� (kF l) log �kFvF minftT ; tBglog kF l �
(' disques di�usifs)Pour 
e deuxi�eme tableau, on pourra se reporter aux r�ef�eren
es suivantes: (1) [Ullmo98℄ ;(2) [Ambegaokar90℄ , [E
kern91℄, [Montambaux96℄, [Ullmo97℄ ; [2℄ [Aslamazov75℄, [Altshuler83℄,[Ullmo97℄.
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