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Chapitre A : Relativité restreinte

A.1 Transformations de Lorentz

La vitesse de la lumiere est la méme dans tous les référentiels inertiels (ce sont les référentiels dans
lesquels le mouvement libre s’éffectue & vitesse constante). C’est le principe de relativité restreinte’.
On en déduit (cf. cours ou Landau vol. II) que les changements de référentiel inertiel doivent conserver
Iintervalle ds? et s.

A.1l.a Matrices de Lorentz

Supposons donc que les coordonnées X' et X utilisées par deux observateurs pour repérer le méme
évenement sont reliées par une transformation de Lorentz de la forme

X' =Xx"*x% x1 x? Xx3). (A1)

Cette transformation doit conserver 'intervalle ds? entre deux éveénements voisins. Cela s’écrit avec

les conventions d’Einstein
Jopd X dX"P = g, dX dX" (A.2)

ou (gu) = diag(1,—1,—1,—1) est le “tenseur métrique”. En écrivant dX'® = (9X'*/0XH)dX" et en
remarquant que 1’égalité (A.2) doit étre vérifiée pour tous les dX, on obtient

X' pX'P

gaﬁmm = g/“/ . (A3)

Une premiere conséquence de cette égalité est que le déterminant det(0X’®/0X*) est non nul (on dit
que la transformation est réguliere) et vaut +1. Ensuite, en dérivant les deux membres de cette égalité
par rapport & X? on obtient

82X/a aX/ﬂ aXloc a?X/B

9o gxsaxn oxv I oxn axdaxy O (A4)

Avec quelques manipulations simples on déduit de (A.4) que la matrice des dérivées secondes est
identiquement nulle et que la transformation de Lorentz est donc linéaire. Pour ce faire, on ajoute et
on retranche (A.4) a elle méme en effectuant les changements de notation ¢ <+ p et 6 <> v. Cela donne

82X/a 8X/’3 aXla 82X/’8
JeBgxooxe oxr | P Hxn 9xXo9X"
82X/a aX/B aXla 82X/ﬁ
T8 gxsoxn oxr x5 oxrOXY
aQX/a 8X/B 8X/a 82X/5
by xvoxe ox°  JPoxm oxooxv

Il est clair que le second et le sixieme terme du membre de gauche de 'égalité ci-dessus s’éliminent.
De méme le premier et le troisieme terme sont égaux. On peut également remarquer que le quatrieme

Lurestreinte” parce qu’elle ne concerne que les référentiels inertiels.



et le cinquieme terme s’éliminent (cela se voit en échangeant le role des indices muets « et 5 et en
utilisant ggo = gap). 1l reste donc
02X 9Xx'P
o8 5 x50 X1 9X”
Comme on a déja vu que la matrice 9X"?/0XY est régulicre, il en découle immédiatement que
D*°X'™/9X%0XH" = 0. La transformation (A.1) est donc linéaire?, du type

=0. (A.5)

X' = ApXP + A (A.6)

A est une matrice de Lorentz. Dans tout ce qui suit on va supposer que les origines des référentiels
sont bien choisies de sorte que dans (A.6) on a A = 0.

11 est facile de vérifier que la condition (A.3) de conservation de 'intervalle s’écrit en terme de la
matrice de Lorentz sous la forme:

gagAO‘HAﬂV = Guv - (A.7)

A.1.b Transformation spéciale de Lorentz

C’est le cas particulier de transformation de Lorentz ou les deux référentiels sont en translation rec-
tiligne uniforme 'un par rapport & lautre (en anglais on parle de “Lorentz boost”). On notera
R ={0,xz,y, 2z} le référentiel “immobile” et R’ = {O’,2/,y/, 2’} le référentiel “en mouvement”. On se
place dans le cas ou la vitesse de R’ par rapport & R est VZ (V' > 0). On a une transformation qui
doit étre de la forme

(=G DE) o )=l D) e

En posant X’ = —2/ et X = —x (c.a.d. en inversant l'orientation de 'axe x) et en réalisant que le
mouvement de {O, X} par rapport & {O’, X'} est le méme que celui de {O’, 2’} par rapport a {O, 2}

/ /
() =C DE) = ()= 7)) (89
En comparant les deuxieémes des relations (A.8) et (A.9), on voit que af —be =1 et que a = f. Si
maintenant on impose (ct)? — 2% = (ct’)? — 2’2 on trouve immédiatement b = e et a® — b? = 1.
Considerons le point particulier 2/ = 0 (I'origine de R’). Il est clair que ses coordonnées dans R
vérifient z/ct = V/c = 8; et d’apres (A.8) lorsque ' = 0 alors x/ct = b/a. On a donc b/a = p.
Comme a? — b?> = 1 cela impose a = £ et b = £, ot on a noté v = (1 — A2)~/2. Si on veut
retrouver la transformation de Galilée aux petites vitesses, il faut choisir le signe +, et donc :

ct’ v =By 0 0 ct
 \ [ -8y v 00 x
s | = 0 0 10 y . (A.10)
2 0 0 0 1 z

2Jai repris ici la démonstration donnée dans le cours d’A. Laverne, cf. sa page web: http://www.imnc.univ-paris7.
fr/alain/


http://www.imnc.univ-paris7.fr/alain/
http://www.imnc.univ-paris7.fr/alain/

A.l.c Quelques propriétés

On définit le quadrivecteur covariant X, = go3X B = (X, X ), alors on peut écrire ds? = dX,dX*.
On peut également écrire X = g*3 X g et il est clair que gP = Jap-

On définit le symbole de Kronecker ,; par §,; X* = X". Il est clair que la matrice définie par cette
relation a la méme forme dans tous les référentiels et que

guugyo = 52 . (A.ll)

Il est intéressant de savoir comment se transforment les quadri-vecteurs covariants. On écrit pour
I'instant de maniére formelle

X, =AX5. (A.12)

Sans savoir a priori ce qu’est la quantité Aaﬁ (mais ne soyons pas naif: elle est certainement reliée a
A"). On éerit X!, = gapX™ = goph'u XV = gopuA'yg"P X 5. En comparant avec (A.12) il vient

AP = gau A, g7 (A.13)

En comparant avec (A.7) il vient
AN, = gueg”? =67 (A.14)

ou l'on a utilisé (A.11) et U'invariance de g lors de I’échange de ses indices. Donc, en ce qui concerne
les matrices on peut écrire Ay” = (Afl)ﬁ o

Remarquons également que la formule (A.7) nous indique que le déterminant de la matrice A vaut
+1 [en effet, (A.7) peut s’écrire sous forme matricielle (A?)(g)(A) = (g)]. On en déduit que 1’élément
de quadri-espace d*X = dX?dX'dX2dX? est invariant de Lorentz puisque d*X’ = |detA|d*X d’apres
(A.6). Et donc, plus généralement, les transformations de Lorentz conservent le quadri-volume dans
I’hyper-espace.

On peut (facilement) démontrer que les matrices A qui obéissent a (A.7) forment un groupe: O(3,1).
Le sous-ensemble des matrices de déterminant +1 forme un sous-groupe: SO(3,1). Le sous-ensemble
des transformations avec AO0 > 1 forme le sous-groupe orthochrone®: O,(3,1). On peut se contenter
de travailler avec le groupe de Lorentz restreint SO, (3,1).

A.2 Quadrivecteur

C’est une quantité a 4 composantes qui, lors d’'un changement de référentiel, se transforme selon la loi
(A.6) (avec A =0) ou (A.12) selon si I'on choisit 'écriture contra ou co-variante.

Avec (A.14) c’est une simple exercice de montrer que pour tout quadri-vecteur B, 1'objet B*B,,
est un invariant de Lorentz (on parle de “scalaire de Lorentz”).

A.2.a Quelques quadrivecteurs

e On utilise la conservation de lintervalle de temps propre dr = dt\/1 — ©v2/c? pour définir le

quadrivecteur vitesse
1
U =dX%/dt = ——— (¢, V) . A.15
Jdr = s () (A.15)

3Si on s’intéresse & la composante = v = 0 de (A.7): gagA®A’, = 1, soit (A%)? — S2(A%g)? = 1, donc |A%] > 1.
Si A% > 1 on parle de transformation orthochrone (qui conserve le sens du temps).



Remarque: U,U® = ¢?. Exercice: retrouver la loi de transformation des vitesses en utilisant les

propriétés de U.

e La phase d’une onde doit étre un invariant de Lorentz (les maxima correspondent a une différence
de phase de 27 dans tous les référentiels). Seule possibilité: k = (£, k) est un quadri-vecteur (et donc
k, X" est bien un scalaire de Lorentz). Cette propriété est valable pour toutes les ondes, pas seulement

pour les ondes électromagnétiques.

e Grace a la conservation de 1’élément de quadri-espace d*X et de la charge électrique on peut con-
struire un nouveau quadri-vecteur. On note d3q = p(7,¢)d3v la charge élémentaire contenue dans le
volume d3v autour de & I'instant ¢. En multipliant les deux cotés de cette équation par dX* il vient
dX* dX*
BgdX* = d*qdt —— = pdPodt —— .
1 1T T dt
d3q étant un scalaire de Lorentz, le membre de gauche de cette égalité est un quadri-vecteur. Il en
découle que le membre de droite également, et que donc (puisque d3vdt est un scalaire de Lorentz)

dx# >
Jt=p——rr=(cp,J) (A.16)
dt
est un “bon” quadri-vecteur. C’est le quadri-vecteur courant. Pour une charge ponctuelle ¢ qui se
déplace selon la loi horaire 7 = £(t) on a p(7,t) = qd©) (7 — £(t)) et en posant &* = (ct,£(t)) on a
JH(F ) = q 6B (7 — f(t))dg ol % = (¢, ¥). Et donc pour n charges ponctuelles on a

B(R 4) — G a
JH(F, 1) ;qaa (F = &a(t) 3 - (A.17)
e Soit 'opérateur 0, défini par
a a -
Oy = XA (@,V) . (A.18)

dy est un quadrivecteur covariant. En effet 0/, = 0/0X'" = 0/0X" 0X"/0X] = A,”0,, ol, dans
le dernier membre, on a utilisé Dégalité A" X" = A/ A, X* = X" qui découle de (A.14). La
conservation de la charge électrique s’écrit 9, J* = 0.

La forme contravariante est 9 = 9/0X,, = (10/0t, —V) et le d’Alembertien 0, 0" = 6%82/(‘%2—6 2
est donc un opérateur scalaire (invariant de Lorentz), souvent noté OJ.

A.3 Notion de tenseur

Pour une introduction moins succinte que celle qui suit, on pourra se reporter a la section 6 du chapitre
1 du cours de Landau et Lifshitz cité dans la bibliographie’.

C’est un objet a n indices (on appelle n le “rang” du tenseur), dont certains sont covariants et
d’autres contravariants, et qui se transforme comme suit lors d’un changement de référentiel (exemple
pour 3 indices, dont 2 contravariants):

T = A%, AN TH, (A.19)

4 Attention, les conventions de Landau sont exactement contraires aux nétres: sa notation pour un indice générique
0,1, 2,3 est une lettre latine, il réserve les lettres grecques aux indices spatiaux 1,2, 3.



Bien-siir la quantité TH7 = g"7T“,” est également un tenseur qui a les bonnes propriétés de transfor-
mation (on dit qu’il est 3 fois contravariant), idem pour T%,, etc. On a les propriétés: T, = TG =
T% = Tyo alors que TO1 =70 = —TO1 = —Tp1 et que T31 = 73 = T31 = —T35;. La regle est :
changer un indice 0 d’altitude ne change pas le signe; changer un indice ¢ (i € {1,2,3}) d’altitude
change le signe.

e Un tenseur est dit “symétrique” (resp. “antisymétrique”) dans deux de ses indices si 7% = T/«
(resp. T*# = —T5). Tl est clair que T et T3 ont les mémes propriétés de symétrie ou d’antisymétrie
que T8, Taﬁ n’a par contre aucune propriété de symétrie si 7% en a. On peut juste remarquer que

si TP est symétrique, alors T' Y= Tﬁa. Dans ce cas on s’autorise a noter T, comme pour le symbole
de Kronecker (5/03‘.

e La “contraction” d’un tenseur est par exemple la trace partielle T",7. 1l est facile de vérifier que
si T est un tenseur de rang n la quantité obtenue en contractant deux de ses indices est un tenseur
de rang n — 2 (dans l'exemple de la ligne précédente T",” est un tenseur de rang 1, c’est & dire
un quadri-vecteur). Pour un tenseur & deux indices, 7%, est un invariant de Lorentz, ce n’est plus
vraiment un tenseur, on parle de “scalaire de Lorentz”. °

e En comparant la relation (A.7) avec (A.19) on pourrait croire que (A.7) constitue une démons-
tration du fait que le tenseur métrique g, est un tenseur invariant. Ce n’est pas vraiment le cas:
(A.7) constitue juste une vérification de la cohérence de nos concepts. La conservation du tenseur
métrique est équivalente a celle du pseudo produit-scalaire, ¢’est une assomption antérieure a la notion
de tenseur.

e Tenseur totalement antisymétrique de Levi-Civita:

1 si afyd permutation paire de (0,1,2,3),

9 = —1 si afyd permutation impaire de (0,1,2,3) , (A.20)
0 sinon .
eMegpns = =24, 0,55 =665, e, =—2(0508 —5207) . (A.21)

e Soit A" un tenseur antisymétrique de rang 2. On définit son dual de Hodge *A*":
1
AN = D e Agg, oma AN = — AN (A.22)

A.4 Formulation covariante des équations de Maxwell

Cette section est tres succinte, pour une version plus détaillée, se raporter par exemple au chapitre II1
de mes notes de cours de relativité restreinte citées dans la bibliographie.

E=-V¢—0A B=VAA Ar = (%,/T) est un quadrivecteur. F,, (7, t) = 0,4, — 0, A,
est le tenseur (anti-symétrique) de Faraday. On peut ’écrire sous forme matricielle, en prenant la

convention que le premier indice est l'indice de ligne et le second I'indice des colonnes. On obtient:

0 E./c Ey/c E./c 0 —E;/c —Ey/c —E./c
| —E;/c 0 —-B, By wo_ E,/c 0 —-B, B,
Fw=\ gy B. o -B | " | Ep B 0 -B, (4.23)
—-E./c —-By, B, 0 E./l¢c —By B, 0

® Petit exercice: Soit A*? un tenseur antisymétrique et S*? un tenseur symétrique. Que vaut le scalaire A*?S,5 ?



E? 4 o =
F, F" =2 (32 - 02) et FuF" =-—FEB. (A.24)
Les égs. de Maxwell s’écrivent :
OuFM = poJ” et 9, F" =0. (A.25)

Les égs. du mouvement d’une particule test : %P“ = qF"U, . Une transformation de jauge cor-
respond & ¢ — ¢ — G et A A+ ﬁG, ou G(7,t) est un champ scalaire. Cela s’écrit sous forme
covariante A*¥ — A* — OMG. Le tenseur de Faraday est clairement invariant de jauge. La jauge de
Lorenz s’écrit 0, A" = C%&g(b + V.4 = 0. Elle est invariante de Lorentz.

A.5 Intégration

Commencons par une remarque: soit un champ scalaire S(X). II a I’expression S(X?, .., X3) dans un
référentiel donné et S'(X°,.., X"3) dans un autre référentiel. Par exemple, le temps: ¢t = X°/c dans
R et t = (X0 + BX")/c dans R’ qui est en translation rectiligne uniforme selon Oz par rapport a
R.

L’élément d’intégration étant un scalaire de Lorentz, I'intégrale sur le quadri-espace de S peut-étre
calculée dans n’importe quel référentiel:

SX)d*'x = [ S(xXhd'x'. (A.26)
R4 R4
On peut remarquer également que la forme de la distribution de Dirac est invariante par trans-
formation de Lorentz: 0¥ (X — A) = §(X° — A%) x .. x §(X3 — 43). En effet on a [¢¥(X —
A)S(X)d*X = S(A). Et en changeant de référentiel §*) garde la méme forme fonctionnelle puisque
oW (X! — A (X)) X" = S/(4).
On peut définir une intégrale curviligne pour un champ scalaire ( [S ds) et pour un champ quadri-
vectoriel ([A*dX),).

A.5.a Gauss-Ostrogradsky

Soit K* un champ vectoriel, et soit  un “volume” de R* délimité par une “surface” 9. On a
/ O KMd*X = K“ a*s, . (A.27)

Dans cette expression d3SM est la normale sortante. Il faut la définir avec un certain soin dans le
cas général, mais son expression est simple dans le cas particulier auquel nous allons nous restreindre
pour démontrer (A.27): celui ot Q = [ct4, cty] x V, V étant un volume fermé de R? (on notera 9V sa
surface). La figure ci-dessous correspond a un schéma avec 2 dimensions d’espace seulement.

00 se décompose en trois parties: )
1. La face avant (colorée sur le schéma): 1’ensemble X Xt
(cty, ) ou e V. iig = Iy.

2. La face arriere: 'ensemble (ct,,7) ou 7 € V.
Mg = —Ip.

3. L’ensemble [ctg, ctp] X OV. 7ig dépend du point
sur OV.




On a alors :

7{ Krd*s, = — / d3v KO(7, t,) + / d3v KO(7, 1) + / cdt K.d%7 , (A.28)
o0 1% |4 [cta,ctp]xOV

et (en écrivant 9, K* = 19, K0 + V.K)

0
/@LK“dA‘X:/dtd?’vaK +/cdtd3vV.K. (A.29)
Q Q ot Q

I est alors clair que les expressions (A.28) et (A.29) sont égales. Cela prouve la formule de Gauss-
Ostrogradsky (A.27) dans le cas particulier qui nous intéresse.

Question: Comment définir 1’élément d’hypersurface d?’SH sur la “face latérale” [ct,,cty] x OV afin
d’écrire correctement le dernier membre de droite de (A.28) 7 On procéde comme suit: on suppose que
P’élément de surface sortante & V est construit sur deux vecteurs dB et dC de sorte que d?¢ = dBAdC
soit d25]; = Eijkdgljdélk. On note dA = (dX9,0) dB = (0,dB) et dC = (0,dC). On définit alors
I’élément d’hypersurface par la regle suivante:

A3SH = etP1dA,dBsdC, = "9 d X dB;dCy = —e%7*d X dB;dCy, .
On voit donc que d?S° est nul: d3S* = (0,d3S) avec
A3S|; = d*S° = kA X dB;dC), = —d X, dB|;dCy,
et donc d3S = —dX°d27. On a alors bien
Kta3S, = -K -d*S = dX"K - d%7 .
A.5.b Champ de quadri-divergence nulle

On considére un champ K* de quadri-divergence nulle (le quadri-courant par exemple) et tel que
K#(|F| = oo,t) = 0. Le théoréme de Gauss-Ostrogradsky (A.27) nous dit que ¢, K*d*S, = 0. En
prenant Q = [ct,, ctp] x R3 on obtient immédiatement [ d*v K°(7,#,) = [ d3v K°(7,t,). Soit

def

OuK* =0 = K= [ dvK°#t) indépendant det . (A.30)
R3



Non seulement la quantité K est indépendante du temps (ce qui
est assez clair d’apres (A.27)), mais c’est également un scalaire
de Lorentz (ce qui est moins évident). Pour le démontrer on
remarque que l'intégrale (A.30) est une intégrale de surface sur
I’hyperplan orthogonal & I'axe X? = 0. II faut alors s’assurer que
l'intégration de K sur cette hypersurface donne le méme résultat
que l'intégration de K°’ sur I'’hypersurface X% = 0 (puisqu'un
autre observateur fera le calcul en intégrant sur d3v’ c’est & dire
I’hyperplan orthogonal & son axe temporel).

Comme J,K" = 0 on a f1d4X8“K“ — fHd4X8uK“ = 0 ou les
domaines [ et II sont définis sur la figure ci-contre®. En appliquant
le théoreme de Gauss on obtient

— / K'd*S, + / Krd®s,, | -
X0/=0,X1'<0 X0=0,X1<0

— / KMd®S, + / K*d*S, ) =0.
X0=0,X1>0 X0/=0,X1>0

“Pour les besoins du dessin, ils sont représentés dans un quadri-espace a
seulement deux dimensions. Ce sont des triangles passant chacun par I’origine.

(A.31)

Dans la formule (A.31) on a omis la contribution sur les parois marquées en pointillées sur la figure
en supposant que K#(7,t) tend suffisamment rapidement vers zéro lorsque || — co. En regroupant
les termes dans (A.31) on obtient le résultat souhaité :

/ Ktd3s, = / Kt d3s, . (A.32)
X0=0 X07/=0

Pour K* = JH(7,t) la relation (A.30) correspond a la conservation de la charge électrique totale.

Bien-sur le raisonnement qui permet de démontrer (A.30) reste également valable pour un tenseur
de rang plus élevé:

si 0,7"" =0 alors P”= /TOV(F, t)d3v  est un quadri-vecteur conservé. (A.33)
Cela se démontre en appliquant le raisonnement (A.30) & KH(7,t) = TH(7,t) f, ou f, est un quadri-
vecteur fixé quelconque. On voit ainsi que P” f,, est un invariant scalaire conservé et donc que PY est

un quadri-vecteur indépendant du temps. Idem:

si 0,M"?P =0 alors L" = / M%?d3y  est un tenseur indépendant du temps. (A.34)



Chapitre B : Rayonnement (non quantique)

B.1 Potentiels retardés

On veut déterminer les potentiels en fonction des sources. En jauge de Lorenz cela revient a résoudre
OA* = pgJ*. Pour ce faire on passe par I'intermédiaire de la fonction de Green du probléeme définie
comme la solution de 0G(X) = 6 (X). Une fois G connue on obtiendra 'expression des potentiels
grace & la formule

AX) = o [ 4K G - X)X (B.1)

En faisant une transformation de Fourier dans ’espace a 4 dimensions:

4 . ~
6X) = [ e G, (B2)

il est facile de se persuader que G([@) = —1/kuk* et que donc

dik ek X—ikoX© dko 7 vo =
G(X) = - = [ S X g(X K B.3
0= [ i = Lo ), (B3)

ou la fonction g est définie en (R.8), mais seulement pour un ko (noté zp dans (R. 8)) ayant une partie
imaginaire non nulle. On introduit donc g+ (X, kg) = lim_,o+ g(X, ko £ i€). La formule (R.8) montre
que g+ (X, ko) = exp{=ikor}/(4mr) (en notant | X | = 7). Il vient donc (Xq = ct)

Gi(X) = ! /deo exp{iko(—X° £ 1)} = 4i §(£et —7) . (B.4)

~ S m2r r

Seule G4 (qui décrit un signal émis en 7= Oat=0etse propageant vers 'infini) est acceptable pour
un systeme non borné. Les formules (B.1) et (B.4) conduisent & I’expression des potentiels retardés:

)LLO =/ |F F”| > :].37“//
AP (X ];U'( . B.

B.2 Potentiels de Liénard-Wiechert

Cette partie concerne le rayonnement d’une charge ponctuelle en mouvement. On peut remarquer

que’

G4(X) = 7 0(r —ct) = 5-0(X*) O(1) (B.6)

-~ 4mr

ot © est la fonction de Heaviside?. Alors la formule (B.1) s’écrit pour une charge ponctuelle ¢ [cf.
I’expression (A.17) du quadri-vecteur courant associé]
- der
() = B [ atxrs(x - xete - )60 - e

-~ 7T

La dérivation qui suit est tirée de la section IV.4 du livre de A.O. Barut, “Electrodynamics and classical theory of
fields and particles”, Dover Publication.
En effet 6(X?) = 6(r® — *t?) = £.6(r — ct) + 5=0(r + ct), et la fonction © dans (B.6) “tue” le second 4.



Grace au 0®) on peut facilement intégrer sur Iespace,

alors X" = (ct”,7") devient { = (ct”, £(t")). 11 reste ) a7
I'intégrale sur t”. Le § restant impose de choisir ¢ de /- A\
telle sorte que X — ¢ soit du type lumiere: un photon g (')

—

émis en t” & £(t") arrive en 7 & ¢ (le processus inverse
est tué par le ©(t —¢"): on utilise le potentiel retardé).

On note t’ cette valeur particuliere de t” et on appelle ( trajectoire: £(¢")
le temps retardé (cf. figure ci-contre).

En posant X —§ = R on a 4-R? = 2R, 4 = —2Ra% et donc [cf. formule (R.1), attention &
la valeur absolue]
_ pocg dér/dt’

) dé> 7
47 R, =

AM(X) (B.7)

—

ou R = X — (ct/,&(t)), t' étant le temps retardé (tel que R, R’ = 0). La notation (B.7) est

. . . ~ N . dee . . s e s
manifestement covariante, mais elle peut préter a confusion: par exemple dét, signifie que la dérivée

par rapport au temps % est évaluée au temps retardé. En notant ¥’ la vitesse au temps retardé et

R'=X — £(t') on peut écrire

=/
an(x) =4 e0) (B.5)
i (1-R.BR
ol R = |R'|, R = R'/R' et B’ = @'/c. Se souvenir que cette expression est valable en jauge de
Lorenz.

B.2.a Expression de E et B

Un calcul techniquement délicat mais sans difficulté de principe permet d’obtenir les expressions des
champs F et B dans le référentiel comobile avec la particule au temps retardé:

- q ]A{/ 1 S, 5, q R/ 1 Ny Ny .
E = V. Y —— . — e -
pr— {R,2 +— (8- BB - 7| e \RE TR N RS

Bod 7 . 3 R =
— = —AFE. B.
T R'AB p A (B.9)

1

En se souvenant de la définition du vecteur de Poynting [qui ne sera dérivée que plus tard, cf. (C.15)]
on s’apercoit qu’une charge qui n’accélere pas ne rayonne pas (car alors E / é) Du coup on décompose
E et B en un champ coulombien (formellement identique au champ créé par une particule fixe) et un
champ de rayonnement (qui décroit en 1/R’):

> A e N 1 R VI VI S
Ecoul = 47‘(&‘0 ﬁ y Bcoul = 0 s Eray = 47‘(‘R/ RI AN (R/ A\ a/) y Bray = ? A\ Eray . (Bl())

B.2.b Formule de Larmor

On veut calculer la puissance rayonnée par la particule a l'instant ¢. On sait (cela sera justifié pro-

prement en C.3) que pour cela il faut caculer le flux du vecteur de Poynting S & travers une surface
entourant la particule.
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Prenons un point 7 situé assez loin de la particule
pour qu’en 7 la partie coulombienne du champ soit
négligeable. La sphére . de centre le £(') (posi-
tion retardée associé  7) et de rayon R’ englobe £(t)
(puisque la vitesse de la particule est inférieure a c).
. est donc appropriée pour le calcul du flux de S , en
outre ’expression des champs y est simple car tous les
points de sa surface correspondent & la méme position
retardée £(t'). On a

trajectoire

. F1gure dans le cas simple ou d, R’ et
= = = Erayl? 4 E, le plan de la feuille. By,
S(7t) = Fray A Bray = | ray| B (B.11) ay sont dans le plan de la feuille. B,y

1o HoC pointe vers la feuille en s’éloignant du
lecteur.

L’expression (B.11) repose sur la relation éray =R /\E}ay /c qui est valable dans tous les référentiels.
Sil’on choisit de travailler dans le référentiel co-mobile au temps retardé alors |E_’ray|2 = (4% o' sin ),
ou d est accélération au temps retardé [cf. (B.10)]. La puissance rayonnée a I'instant ¢ par la charge

en mouvement est donc

= ay? 2 ¢Pd? 2 2 P'*dP]
D= 285 R = /sm@d@dng'Q‘ 1k aa® _ (N " (B.12)
7

poc 3 dmweoc® 3 dmegm2c dr! dr

On a noté @’ l'accélération (et a’ son module), P’ la quadri-impulsion et 7’ le temps propre de la
particule, chaque quantité étant évaluée au moment retardé.

Remarque: At fixé, le temps retardé dépend du choix du point 7 qui a fixé la surface d’intégration
comme étant une sphére de centre é’ (') (cf. figure ci-dessus). On pourrait donc penser que Pexpression
(B.12) dépend du point arbitrairement choisi pour faire le calcul du flux de S. 1l n’en est rien si ce
point est assez éloigné pour qu’on puisse ignorer la contribution du champ coulombien. En effet, si

au lieu de choisir ¥ on prend 7+ d7 alors le point retardé bouge de dg () = % — vt - d7 qui est
nul dans le référentiel comobile au temps retardé. Donc ¢ bouge si 7 bouge, mais pas | (t') (et ni a’)
dans le référentiel comobile au temps retardé et les quantité apparaissant dans la formule (B.12) sont
définies de maniere non ambigué.

B.3 Distribution de charges quelconque

On fait une analyse de Fourier temporelle:

TH(F, 1) = / W nEyeet e ) = / Tt e ) et (B.13)

2 —00

Alors avec la formule des potentiels retardés il est facile de voir qu’en jauge de Lorenz (k = w/c)

L0 5 elklT 7’|
APy ="— | d 7J“ 7). B.14
1) = 42 [ e ) (B.14)
On note a la taille typique de la source, A = 27/k et R = | — #/|. On se place dans la zone de

rayonnement out R est grand devant a et A. Dans cette zone, en posant k = k7 (ou # = 7/r) on peut

11



montrer que Vz ~ ik et qu’alors

Bo(F) =ik NAL,(F) , E,(F) = cBu(F)AF. (B.15)

On a également B, (7) = # A E,(7)/c. On peut re-écrire I'expression (B.14) des potentiels en précisant
un peu la définition de la zone de rayonnement : on se place dans des conditions telles que 1 < kR <
(R/a)? (ce qu’il est toujours possible de faire®) et on peut alors faire 'approximation

eikR eikr -

ik
~ e ,
R T
et (B.14) s’écrit donc
po e 3,1 \—ik.7’ '
Ag(r) = 47.(_”"/(1 Te_l - JLL(T ) . (B16)

B.3.a Energie rayonnée

La puissance rayonnée a travers une sphere de centre O et de rayon r est:

P=——=[d%S5 7. B.17

i (B.17)
Cette formule a déja été vue en L3, on la démontrera par une analyse du tenseur impulsion-énergie
(cf. C.3). Dans la zone de rayonnement (cad si r est assez grand) la relation (B.15) permet d’écrire
E(7,t) = c¢B(r,t) AT puis S(7,t) = = |B(T, t)|? 7. L’énergie rayonnée ( [dtZ?) peut étre finie ou infinie
suivant si la source rayonne pendant un temps fini ou infini.

B.3.b Approximation dipolaire électrique

On se place, toujours dans la zone de rayonnement, dans le cas particulier a < A, c’est a dire que
la source a des dimensions petites devant la longueur d’onde considérée. Alors dans (B.16) on peut
remplacer exp{—ik.7'} par 1, ce qui conduit &
. eikr . eik'r - - R
A7)~ H0E / a3 J,(7) = K2 M ot [d] = —iwd,, , (B.18)
4 r w w

Y

—

Jw étant la transformée de Fourier du moment dipolaire électrique d(t) de la distribution de charge:

A= qé et dit)= i) (B.19)
a=1 a=1

La valeur de _Zt) peut dépendre du choix de I’origine des coordonnées*, mais pas celle de c?(t), cf. Egs.
(B.19).

3En théorie de la diffraction, le régime ka? < R s’appelle le régime de Fraunhofer.
4Cest le cas si la charge totale est non nulle.
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Chapitre C : Formalisme lagrangien

C.1 Charge test dans le champ électromagnétique

On fait ici comme si on ne savait rien d’électromagnétisme. On suppose qu’il existe un champ quadri-
vectoriel A* = (¢/c, A) dont l'action sur une particule se traduit par I'action

b
S :/ (—mcds —qA,dX") . (C.1)

C’est 'action la plus simple possible qui décrit I'interaction entre la particule et un champ quadri-
vectoriel ; on parle de “couplage minimal”. Cela correspond au lagrangien L = Lo + Lyt ou Lg est le
lagrangien libre et Ly = —q¢ + q/_l'.{;’. Le principe de moindre action conduit a définir la trajectoire
comme 'extremum de 'action:

b b b
0=068=— / (PaddX® + q AyddX* + q6A,dX") = / (AP, + qdAn)5 X — / qSAdXH .

ou 'on a écrit dds = dd%ddXo‘ et P, = mdgia. Le terme de droite ci-dessus a été obtenue grace a
une intégration par parties (le terme tout intégré est bien-sir nul). Le terme en § A, dans 'expression
ci-dessus ne correspond pas a une modification du champ (dans cette section le champ est fixé, ce
n’est pas une variable dynamique), mais au fait que la trajectoire de la particule étant modifiée, elle
voit un champ différent. On a donc 04, = 9,A,6X". En renommant les indices muets cela donne
(on a également écrit dA, = 95A,dX7)

b B
dp, ax
= [ oxo SN g (0ads — D5As) oV dr . 2
0 /a(S {dT ¢ (0aAg — 95A4) dT}dT (C.2)

On voit apparaitre le tenseur F,g3 = 0,Ag — 0gAq et les égs. du mouvement sont

d
e = qFaBUﬁ ) (03)
comme on s’y attendait. Vue la définition du tenseur Fi,g3 on a déja directement une partie des égs.
de Maxwell':

0% Fop=0. (C.4)

C.2 Lagrangien du champ et des particules

Pour décrire la dynamique des champs, on veut une action invariante de Lorentz et quadratique dans
les champs (pour avoir des égs. de Maxwell linéaires). On a deux candidats sous la main: F*F),, et
F,,, *F*¥. On peut remarquer que F,,, *F* étant un pseudo-scalaire, il est directement hors jeux. Mais
de manieére plus convaincante, on peut 1’écrire comme une quadri-divergence [28M(A,,8)\A05“’”\")], et
ce terme ne peut donc pas contribuer aux égs. du mouvement (cf. note 3 plus bas). On prend donc

1
4#00

Senp = — / FME,, d*X (C.5)

1\ . . 7 o1 L . o
A faire en exercice. Cela se démontre en utilisant la propriété de contraction d’un tenseur symétrique et d’un tenseur
antisymétrique, cf. note 5 du Chapitre A.
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ce qui correspond & Sehp = [dt Lenp avec Lepp = [ d3v Lonp OU ZLehp = —ﬁFW F,,, est appelé “densité
lagrangienne”.
On va légerement modifier I’ecriture de 'interaction particule/champ. Le terme Siy qui généralise
) . R . s - deh
le terme d’interaction de (C.1) & n particules ponctuelles sécrit —> "', fquH(fa(t),t)%dt. En
utilisant (A.17) il peut étre mis sous la forme —1 [ 4,(X)J*(X)d*X. On obtient donc

1
4#00

- 1
S = So + Sint + Schp = — Z/macdsa - /AMJ“leX - /F“”FW d*x . (C.6)
a=1

Dans (C.6) l'intégration [d*X est effectuée sur le quadri-volume [ct,, ctp] x R3.

Remarque: L’action est, a peu de chose pres, invariante de jauge. C’est clair pour la partie
Schp, Mais c’est également vrai pour le terme Siy; d’interaction particule/champ: une transformation
de jauge correspond a A* — A* — OFG. Alors Siyg — Sint + %f@“(GJ#)d‘lX (ot on a utilisé la
conservation de la charge électrique: 0*.J, = 0). C’est a dire que 'on a ajouté a .Zi,; une quadri-
divergence qui —on va le voir, cf. note 3 — ne modifie pas les équations du mouvement du champ.’

On demande a l'action d’étre extrémale par rapport aux variations des champs. On fait A, —

A, +0A,, avec, pour tout 7 : 0A, (7, t,) =0 = 6A,(7 ty). Alors on a

1 4 1 v 4

08 =—- [ JOA, "X — — [ F'oF, d°X .

c 2upc
On a §F,, = 0,0A, — 0,04, et par exemple F*0,6A, = 0,(F'§A,)) — §A,0,F*. Le terme
Ou(FM§A,) est une quadri-divergence dont la contribution peut se re-écrire avec (A.27) sous la forme
d’un terme de surface § F* (5Ayd?’Su qui est nul parce qu’aux bornes spatiales le champ s’annule et
§A, est nul aux bornes temporelles®. On a donc

1 1
68 = —= / JHGA, AP X 4+ — / §A,0,F* d*X —
c 2ugc

1
2upc

/ §A,0,F* X .

Dans I’équation ci-dessus, les deux dernieres intégrales sont égales au signe pres, et finalement §.5 =
—% [AAXSA{TH + #—1081,F #v1. La condition d’action extrémale impose donc que le champ vérifie

8y F"M = pg J* . (C.7)

Ce sont les égs. de Maxwell-Gauss et Maxwell-Ampere. Vérifier en exercice qu’en prenant la dérivée
0y de (C.7) on obtient la conservation du courant d,J" = 0.

2Ce point justifie qu’on écarte de la densité lagrangienne un terme de la forme A, A" que rien n’interdit a priori.
Ce terme brise 'invariance de jauge, et oblige & travailler en jauge de Lorentz (cela se voir & partir des équations de
Maxwell qui en découlent). On peut également montrer que ce terme donne une masse au photon (la trace du tenseur
impulsion-énergie du champ électromagnétique n’est plus nulle, cf. discussion de la section C.3.c) et modifie la loi de
Coulomb qui devient exponentiellement décroissante avec la distance: cf. TD “Limites expérimentales sur la masse du
photon”.

30n a donc démontré la propriété plusieurs fois invoquée depuis le début de ce chapitre qu'une quadri-divergence
ajoutée a la densité lagrangienne ne modifie pas les égs. du mouvement.
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C.3 Tenseur impulsion-énergie
C.3.a Généralités

On suppose qu’on a un champ scalaire ¢ et une densité lagrangienne Z(¢,0,¢) qui ne dépend pas
explicitement de X. L’équation d’Euler-Lagrange s’écrit

0 0%
" o0ue) 00
Exercice: Vérifier pour le champ électromagnétique que 'on retrouve les équations (C.7) & partir de

(C.8) qui s’écrit dans ce cas 0,[0.Z/0(0,A,)] = 0L /0A, .
Il est facile de voir que?

(C.8)

det 0Z
,T," = T,v % 8L .
o, T, 0 avec T, 90,) Ougp — 6,2 (C.9)

TH est le tenseur énergie-impulsion canonique du champ. D’apres la propriété (A.33), la quantité

1
PH = — / d?o THO (7 t) (C.10)
C JRr3
est un quadri-vecteur indépendant du temps. C’est la quadri-impulsion du champ. Cela correspond a
une densité d’énergie u(7,t) = T%(7,t) et une densité d’impulsion G(7,t) avec g' = 17

Remarque: si I'on ajoute & T* une quantité de la forme 9y W*** olt WH¥A(7,t) est un champ ten-
soriel antisymétrique en (v, A) alors cela ne change ni I’équation de conservation (C.9), ni I’expression
de I'impulsion (C.10). La premieére de ces assertions se démontre aisément. Pour démontrer la seconde
il suffit de vérifier que [ d3v 9\ UHOA = (. L’antisymétrie de U assure que l'intégrale vaut J d3v 9; WHOi
(car W0 = (). A u fixé, ce terme est 'intégrale volumique d’une divergence qui peut étre transformée
(par la version tri-dimensionnelle de Gauss-Ostrogradsky) en un terme de surface qui est nul si I'on
fait ’hypothese que ¥ s’annule suffisamment rapidement a l’infini.

On va essayer d’imposer des contraintes physiques pour restreindre la liberté que 1’on a sur le choix
de TH”. On définit

Cc

1
W == / ddo (XHTY0 — XVTHY) | (C.11)
R3

Il est clair que L* = L,, L3 = Ly et L2 = [, ou L est le moment cinétique du champ. D’apres ce
qu’on a vu section A.5.b L*” sera un “bon tenseur” automatiquement indépendant de ¢ (et donc L
sera conservé) si le tenseur MHA = XHTYA — XVTHA vérifie O\MH*A = 0. 1l est facile de se persuader
que cette propriété est équivalente & TH” = T"* (& faire en exercice. Indication: utiliser Oy X* = d§
et T = 0).

On supposera donc désormais, soit que le tenseur canonique est symétrique, soit qu’en ajoutant a
I’expression (C.9) un terme Jy¥*** bien choisi on obtient un nouveau tenseur symétrique. On verra
section C.3.b que c’est en effet possible dans le cas du champ électromagnétique®. Le nouveau tenseur
est toujours noté T par abus de langage®.

“démonstration: considérer .% comme une fonction de X et calculer 8,.% en utilisant (C.8) pour éliminer 8.%/8¢.
®Dans le cas général c’est également possible grace & la “transformation de Belifante”.
SCertains auteurs préferent utiliser la notation ©*” pour le tenseur canonique et 7" pour sa forme symétrisée.
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La discussion du cours magistral montre que T"” peut étre écrit comme suit :

u ‘Sx/c Sy/c S./c

(i t) = ziz s , (C.12)
. .

€Yz
ol u(7, t) est la densité d’énergie, §(7,t) la densité d’impulsion, S(7, ¢) la densité de courant d’énergie

(le vecteur de Poynting en électromagnétisme), et 0% (7, t) le tenseur des contraintes. La symétrie de
TH” assure que cg = S/c.

C.3.b Le champ électromagnétique libre

On considére dans un premier temps le cas du champ libre (c’est a dire sans particules). Avec la
définition (C.9) on obtient le tenseur impulsion-énergie canonique

0L 1
T = ——CP kA, — g" Ly = ——F" O A, — g* Loy, - C.13
8(8,//1(;-) c— g chp 10 oc— Y9 chp ( )
Avec Loy, = —ﬁF “SF,5 (absence de particules). En définissant W7 = iA“F Vo = _;TIOAMF Y on

voit que T + 9, ¥H*? (que I’on notera Tc’fl’;) a pour expression

1
Téﬁ; =——F"Fl —g" Loy . (C.14)
Ho
Cette expression est clairement symétrique en p et v et elle a le bon gout d’étre invariante de jauge
contrairement a (C. . Remarque : la manipulation que 'on vient de faire n’est satisfaisante
trai ta (C.13 R 1 ipulati r ient de fai ‘est satisfaisant
qu’en 'absence de particules, car elle utilise le fait que d, F7Y = 0 (ce qui permet d’écrire 0, V7 =
ﬁF Y70y A*). Le cas du champ en interaction avec des particules est traité section C.3.c.

A partir de I'expression (C.14) et de l'interprétation physique (C.12) on obtient pour le champ
électromagnétique

. €0 =9 1 = _— 1 -5 5
uw(rt)=—FE“+—B*, S(,t)=—FEAB. C.15
()= FE + 5 - (7t = - (C.15)
Le tenseur tridimensionnel des contraintes est appelé tenseur de Maxwell, on ne le note plus o comme
dans (C.12) mais Ty avec

; o R 3
T =eo |E'E + BB — < (E*+ 2B%) | . (C.16)

C.3.c Les particules

Dans cette partie on généralise le résultat de la section précédente afin de prendre en compte I'interaction
du champ avec les particules.
On définit tout d’abord le quadri-vecteur courant de masse. La démarche est la méme que pour le

quadri-vecteur courant électrique: on note pm (7, t) = > -n_ ma 63 (F — £,(t)) la densité de masse. La

conservation de la masse implique que J def pmd X “/dt est un bon quadri-vecteur dont la divergence

est nulle.
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La densité d’impulsion des particules est certainement p,U?, cela doit étre la partie ingrt En
I’absence d’une théorie de champ pour les particules qui permettrait — comme il a été fait a la section
C.3.a pour Tg,, — une approche constructiviste du tenseur impulsion-énergie Thar¢ on adopte une

approche inductive et comme py, = J3 /c on essaie

n o B
B def 70 18 mq d€g déa ((3),- 7
T 0 = 3 e G s ). ©17)
1/2

ot 7, = (1 — 92/c*)71/2. La derniere égalité résulte de la définition de Jp,, elle permet de voir que le
tenseur impulsion-énergie des particules est symétrique.

Remarque: On peut définir le champ p% (7,t) = > "'_, e (3)(7 — £,(t)) qui est un scalaire de
Lorentz’, et alors Tpfrt = p UUP, ce qui permet de montrer que la trace Tpar®, (7, t) = pO (7, t) ¢

Alors, si 1 on essaie d’interpréter le champ électromagnétique comme composé de particules effectives,
on voit que ces particules doivent étre de masse nulle parce que Tenp®, (7 t) =0 d’apres (C.14).

Notre construction intuitive du tenseur impulsion-énergie des particules doit étre validée par le fait
que, pour des particules en interaction avec le champ électromagnétique, on doit vérifier

95 (Tpart + Tenp ) =0 . (C.18)

Ici, on n’a plus BﬁTchp = 0 comme pour le champ libre (sec. C.3.b), mais QgTChp = —FoJO,
la contribution des particules annule exactement ce terme®. Noter donc que, méme en présence de
particules, on doit utiliser la forme (C.14) du tenseur du champ (calculée en 1’absence de particules).
Seule cette forme permet, une fois la contribution (C.17) des particules prise en compte, d’obtenir
la loi de conservation (C.18) qui justifie I'interprétation physique du tenseur total T = Tipp + Tphart

donnée en fin de section C.3.a.

L’expression du tenseur impulsion-énergie du systeme permet d’exprimer 1’énergie totale des par-
ticules et du champ en interaction mutuelle : c’est la quantité & = [ dr (T ggr Tg?p) Le calcul est
immédiat, on obtient :

(C.19)

d3r 50122 L g } .
Z T/ *2/62 /RB 2 po

Le premier terme est Iénergie cinétique (plus le terme de masse) des particules, et le second est
I'intégrale de la densité d’énergie du champ. On peut étre surpris par cette expression de l’énergie
qui semble ne rendre compte ni de l'interaction des particules (qui sont chargées) avec le champ
électrique, ni de l'interaction des particules entre elles. Ces effets d’interaction sont bien présents dans
(C.19), mais n’apparaissent pas explicitement. Dans le chapitre suivant on va pouvoir les identifier
plus facilement [formule (D.11)].

"Pour une seule particule p est la densité massique dans son référentiel propre. Pour n particules il n’y a pas de
référentiel propre global, mais p°, est clairement invariant de Lorentz (c’est une somme de termes invariants).
80n a
n

dx? au, AU, AU dry 3, =
at ox? _ Pma =2 m dre a0 TSt

aﬂTpartg = aﬁ(Jyéan) = JgaﬁUa = Pm

L’équation du mouvement de la particule (a) s’écrit madUgfl)/dTa — anaoU(‘;), en écrivant U&)dTa/dt = df?a)/dt on
voit que 9pTpart” = Fao pdX/dt = FaoJ°.
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Chapitre D : Quantification

D.1 Quantification canonique en jauge de Coulomb
D.1.a Notion de champ vectoriel longitudinal et transverse

Un champ vectoriel F (7) est transverse si, pour tout 7, V-F=0. Test longitudinal si, pour tout 7,
VAF=0.

Tout champ vectoriel ﬁ(f’ ) qui tend suffisamment rapidement vers zéro a l'infini peut s’écrire
comme la somme d’un champ longitudinal (Fh(? )) et d’un champ transverse (F,(7)). Clest la
décomposition de Helmoltz!'. En utilisant Parseval-Plancherel (R.7) on démontre alors que

/ &y F2 = / dr (F2+ F?) . (D.2)
R3 R3
Dans la suite, en I’absence de précision, le domaine d’intégration sera toujours R>.

D.1.b Ecriture du hamiltonien en jauge de Coulomb

A partir de ’expression (C.6) — et en traitant les particules dans une approximation non relativiste —
on écrit:

- mg -, N 7oL (g
L:Z2ra2—|—/fd3r ol .2=—p¢+J-A+5(E2—CQB2), (D.3)

a=1

On se place en jauge de Coulomb : V.A =0. Alors le potential scalaire est solution de 1’équation de
Poisson V2¢ + p/eg = 0 et peut donc étre éliminé de I’expression du lagrangien et écrivant

S 1) = — / & P (D.4)

e =

Ensuite on décompose le champ électrique en composantes transverse et longitudinale: E= EH +E i

ol EII = —V¢et E;, = —A. On a alors (grace & (D.2))

/d3rﬁ2 = /d3r (Ef +E?) (D.5)

€0 (.3 =2 €0 [.3 |=,|? d3r d3r p(7,t)p(7,t)
— [drEf=— [d = . D.
2 JCTHI 2/ r‘V¢‘ / 8teo |7 — 7] (D-6)

1Cela se démontre en passant par la transformée de Fourier spatiale f((f) On peut écrire F= .7-:” + F. ol ]?H =
(j’(f 7)/q* et FL=-GA (@n f)/qz, ce qui — en utilisant (R.6) — se traduit dans 1’espace réel par

3.7 . (= . R 3./ & =
F=F+F , o FW"):—V(/dTVF(T)) ot FJ_(F):V/\(/dTVAF(T)). (D.1)

dr |7 — 7| dr |7 — 7|

Noter que la formule ci-dessus ne fonctionne pas pour un champ F constant dans tout I’'espace que 'on peut écrire, au
choix, comme un gradient ou comme un rotationnel. Noter également que l’expression (D.1) justifie que, par exemple,
on puisse écrire un champ de divergence nulle comme le rotationnel d’'un potentiel vecteur.

2En effet, en appliquant le théoreme de Gauss-Ostrogradsky & [ d®rv - (qﬁﬁqﬁ) on peut re-écrire le terme central de
(D.6) sous la forme — 1&g fd3r¢§2¢> =1 [d®rp¢. 11 suffit ensuite d’utiliser (D.4) pour obtenir le résultat.

18



On a également

= dPr d®r’ p(7,t)p(7, Z Gt
d3 (— 6—OE'Q) = — / — a coul D.
/ r{—po+ 2 8meg |7 — 7 \ 47r50 |r fa (D7)

a_Tb| a

ot1 €¢°" est une contribution infinie qui n’affecte pas la dynamique des particules (et bien-siir pas celle

du champ non plus). On obtient alors :

LS S - g S e G fan[i e (904)] oy

a*'rb|

Alors les moments conjugués sont
. oL - — o 33 5 ~
Do = —— = MqaTaq + quA(Ta,t) et II(7rt) = — =cgA=—eo E . (D.9)
ory, 0A
Cela permet d’écrire le hamiltonien, qui n’est rien d’autre que la version non relativiste de I’énergie
(C.19)
B’2
Zma_'Q /d3r 0 E? 4+ —| | (D.10)
Ho
exprimée en fonction des couples de variables conjuguées (7, py) et (ff, I ). Avec (D.5) on obtient :

n -, ) )
H = ZQfln [ —qu(Fa,t} 47TEOZ|T%% €o/d3 [1;[% + 2 (V/\A)Q] . D1

) a a — rb‘

D.1.c Quantification canonique du champ

On travaille en représentation de Schrodinger: le champ classique réel ff(f’, t) devient un opérateur de
champ A(7) auto-adjoint. On met le systéme dans un cube de coté L [cf. section R.1, égs. (R.11) et
suivantes] et on écrit :

=13 ZA ) exp{ikn. 7}, TI;(7) =13 Z?T ) exp{ikn.7} (D.12)

ol i € {z,y, 2} représente 'une des 3 coordonnées spatiales des vecteurs considérés et la somme )
est une notation simplifiée pour ) s [cf. la discussion de la formule (R.11)]. Comme A(7) et Ti(7)
sont auto-adjoint on doit avoir

- = -t - - = =t —

Alkn) = A (k) et T(kp) =T (—ky) . (D.13)

La quantification canonique dans la représentation de Schrodinger conduit a quantifier les degrés de
liberté indépendants: les composantes du champ dans un plan perpendiculaire a £ muni d’une base
(gl, 52) .

[An(kn), T, (k)| = ihoan L300 . ot AN €{1,2} et Ay=A-&. (D.14)
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On peut alors montrer que pour les composantes cartesiennes on a

7 7 knzkn N .. 7T =
[Ai( ﬂ),71';( ﬂ/)} =ih ((5i7j - ’]{:2’]) L*8,, ou i,j€{ryz} et A=A-&. (D.15)

Noter que la relation (D.15) est compatible avec la jauge de Coulomb qui sécrit k-A=0.

On introduit les opérateurs de création a}, et d’annihilation a, (v est une notation globale pour n

et \)

QNQGV déf A)\(_’Q) + 7-‘-)\(]22) ) (Dlﬁ)

€0 Wn

ol wy, Lf . |EQ| On peut vérifier avec (D.14) — en choisissant correctement la valeur pour l'instant
arbitraire de la constante de normalisation N,, — que les opérateurs a, et aJ,f, obéissent aux relations
de commutation -

v, aly] = 0y v, ) =0, fa],af ] =0, (D.17)
oll §,,, est une notation pour 0y y 0p .. Pour vérifier (D.17) avec la bonne normalisation il suffit
de prendre N,, = [AL?/(2e¢w,)]/?. Ensuite on suit la démarche utilisée en licence pour diagonaliser
Poscillateur harmonique: on i;lverse la relation (D.16) en résolvant le systeme 2 x 2 :

i

Ta(kp) et 2N, al, = Ax(ky) —

€0 Wn - €0 Wn

2N, a4, = Ax(ky) + (k) (D.18)

ot 'on a utilisé (D.13) et “—v” est une notation pour (—ng, —ny, —n, A). (D.18) conduit a
Ax(kp) = Ny (a,, + aT,l,) et Ta(kn) = —igown Ny (a,, - aL,) (D.19)

Ce qui permet d’écrire’:

o h 2 7 ) =
A(P) = Z m (a,, exp{ik,.7} + a, exp{ —ik,.7 }) €\
. o -
E, (F)=— E(g) — Z 5 L3 (1aV exp{ik,.7} — ial exp{—ik:ﬂ.f'}) € » (D.20)

B(F) = VAA = Z m (ia,, exp{il;ﬂ.f’} — ial exp{—ilgﬁf’}) Eﬂ/\ € -
> n

Cela conduit, apres quelques calculs, & ’expression du hamiltonien du champ électromagnétique He 1
[Hemm est le dernier terme du membre de droite de (D.11)]

II - o2 1
S [ g3, |12 _ fa, 4 =
Hem = 5 /[od [50 +c (VAA) 1 = EV hwn(al,a,,—i—Q) : (D.21)

L3

Pour obtenir (D.21) & partir de (D.20) il est commode d’écrire II et B sous une forme qui découle

de (D. 19)

\gl

=73 Z T (k, exp{lk 7}, avec 7?(/;@) = Z 7T)\<Eﬂ)g)\

B(7) =73 ZB )exp{ik,.7}, avec B(k,) = iNﬁZ (a,, + ail,) (kn A E2)

30n utilise E(,ﬂ) = —ky. Dans la formule (D.20) >_, est une notation simplifiée pour -, ;5 3"\ (1 9)-
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Ensuite on utilise 'égalité de Parseval-Plancherel (R.15) pour écrire:

) 1) = 5 SRR A = 5 3 el B
n (D.23)

et?

St Bl 1 N 1 -
/[0 &Br BI(7) - B() = ﬁZBT( ) Blky) = ﬁ;ykﬂ\%\/g (af +a-y) (ay+a,) . (D24)

7Lj|3

.
On a alors®

[0,L]3 250 2
=3 (o ) (- al,) + (o ) (o +al,) (D-25)
=3 oy +aval,] = 3" [abay + aval] = 3 b [ala, + ] |

ce qui acheve la démonstration de (D.21).

L’espace des états du champ est le produit tensoriel des espaces associés a chacun des modes
propres du champ. Le fondamental du champ peut étre noté |0) = |0;...0,...). Les états propres
sont de la forme (cf. le cas de l'oscillateur harmonique dans votre cours de L3)

_ @)™ (@)™

On dit qu’un tel état décrit un systéeme avec n; photons dans I’état 1, ... n, photons dans I’état v, ...
Cela correspond a une énergie d’excitation ), n,hwy par rapport au vide (qui a une énergie infinie).

10) . (D.26)

ng...ny...)

D.2 Interaction atome/rayonnement
D.2.a Hamiltonien d’interaction

Il est courant de travailler en présence d'un champ extérieur fixé a priori et qui ne dépend pas du
mouvement des particules du systéme. On écrit donc A (7, t) = Ao(F,t) + A(7,1) et ¢por(7,t) =
de(7,t) + ¢(7,t). L’indice “e” est pour “extérieur”. Le champ sans indice est celui qu’on quantifie en
jauge de Coulomb®. On a alors pour I'opérateur impulsion

ﬁa = mar;a + qa [E(Fa) + ge(Fay t)} ) (D27)

4Pour faire le calcul conduisant au membre de droite de (D.24), lors de I'evaluation du produit scalaire
B' (k) - B(kyn) on utilise la formule (facile & démontrer)

(kn Aex) - (kn Aéx) = |knl*rn

®La derniére égalité de (D.25) est obtenue en utilisant la relation (D.17) qui donne: a,al =1+ ala,.
511 n’est pas nécessaire d’utiliser la jauge de Coulomb pour le champ extérieur.
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et on trouve sans surprise

1
HZ;QmQ

- T 7= ]2 1 daqb
[P — aAe(Tas t) — auA(7)] + ey 7 = =y
0 a>b b

+ZQa¢e(Faat) + Z hwy (a,ﬁa,, + ;) .

En définissant pe 4 = Pu — ¢aAe(Ta, ), cet hamiltonien peut étre séparé en 3 termes, Hp o, Hem et H;.
Le premier décrit des particules évoluant dans un champ extérieur:

(D.28)

_ Lo, 1 9adb .
HP,e = z@: ﬁ(pe,a) + Areg 2 ‘77 + za:Qad)e("'aat) . (D'29)
a

a a_Fb‘

On peut remarquer qu’il est commode de traiter le champ extérieur également en jauge de Coulomb, car
dans ce cas ¢ = 0 puisqu’on peut clairement négliger I'interaction électrostatique entre les électrons
du systeme et les charges créant ¢e.

La deuxiéme contribution a (D.28) est le hamiltonien H,, du champ électromagnétique (D.21),
et la suivante contient tous les termes restants: c’est le terme H; qui se met sous la forme

—

2
_ !/ _ da - ’r qa 2/
H=W+W avec W=-— Ea m—ape,a CA(T,) et W= g . A*(Ty) . (D.30)

Remarque: on a p'- A— X'ﬁ: —ihV - fY, et donc en jauge de Coulomb p'- A= ff-ﬁ. Cette propriété
se démontre en partant de [py, A;] = —ih0A;/0x), et en sommant de k = j = 1 a 3. Pour obtenir
I'écriture (D.30) de H; on a utilisé le fait que p, , commute avec /T(FQ) qui découle de la propriété
ci-dessus (commutation de 7, et A(7,) en jauge de Coulomb) et du fait que Aq(7,,t) commute avec
A(7,) [cf. expression (D.20) de A(7,)].

Une configuration déja étudiée en L3 consiste a considérer les transitions atomiques sous I'influence
d’un champ extérieur sans prendre en compte les modifications du champ résultant de ces transitions.
Cela revient a prendre /T(Fa) = 0 et a ne pas tenir compte de Hey,. Dans cette configuration Hy = 0
et on développe encore Hp . sous la forme H, + W, + W/ ot W, et W/ ont la méme forme que W
et W’ dans (D.30) mais avec A remplacé par A, (et H, a la méme forme que Hp . mais ol p,q est
remplacé par par pj.)

Par la suite (section D.2.b) nous allons étudier la désexcitation d’un atome sans champ extérieur.
C’est une configuration (différente de celle étudiée en L3) ou l'on prend en compte le champ associé
aux transitions atomiques. Comme ces transitions sont quantifiées il est naturel de traiter ce champ
quantiquement: c’est le champ E(Fa). On a alors directement A, = 0 et Hp e = Hp.

Dans ces deux configurations (section D.2.b ou L3) on traite W + W' (ou W, + W) comme une
perturbation. Mais alors, en ce qui concerne les ordres de grandeurs on a (formule valable dans tous
les cas, c.a.d. avec ou sans incide “e”):

wh > A% /m _qpA/m W

~ ~ ~ — 1. D.31
W qpA/m  p*/m Hp<< (D-31)

Donc si l'on travaille au premier ordre des perturbations il suffit de considérer seulement ’effet de W
(ou de W, le cas échéant) en négligeant W' (ou WY).
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Il y a également une autre approximation tres naturelle: les longueurs d’onde du rayonnement
correspondant & une transition atomique sont typiquement” A\ = 27hc/Eipansi ~ 10% A alors que
I’extension du nuage électronique est de 'ordre du rayon de Bohr, c.a.d. 0.5 A. On peut donc faire
Papproximation dipolaire électrique: A(7,) = A(0) et Aq(Fy,t) = A(0, t).

D.2.b Emission spontanée

On considere ’atome d’hydrogene avec un noyau infiniment lourd immobile a l'origine du systeme de
coordonnées. On n’a qu'une seule charge mobile : I’électron ; et on peut donc laisser tomber I'indice
a qui repere les degrés de liberté des particules chargées. On a alors Hp = p?/(2m) — €2/r [avec
2 ¢%/(4meg)] et W = —q- A(0)/m. Les niveaux propres de Hp sont de la forme —Ej/N2? avec
N € N* (By = ¢%/(2a0) = 13.6 ¢V ot ag = h%/(me?) = 0.529 A est le rayon de Bohr). Les états
propres associés sont de la forme® R, ;(r)Y;m(0,¢) avec I +n =N, n € N*, donc 0 <! < N — 1. En
tenant compte du spin, un niveau /N a donc une dégénérescence 2 Zf\i 61(2l +1) = 2N2.

Ici on étudie la désexcitation de 'atome par émission d’un photon. On calcule le taux de tran-
sition d’un état initial |p;) = |a,0) ou P'électron est dans un état excité ( repéré par a) et le champ
electromagnétique est dans son état fondamental (le “vide de photons”) vers un état |pf) = |b,1,). La
formule (R.36) nous donne

Dig=— \<<Pf!W\901>\ o(Ef — Ei) (D.32)
ouici W = %/T(G) -p. On obtient pour le taux de transition total (obtenu en sommant sur les états
du photon émis)

XE, - B,
Fasp = Z L = h43)‘7”ba\2 ; (D.33)

ou e = (b|7]a).
Démonstration de (D.33): Il faut d’abord évaluer ’élément de matrice

(et Wlpr) = =2 (1L, | A(0)[0) - (b7]a).

En utilisant le fait que [Hey, 7] = —ihp/m on obtient (b|p|a) = —im (Eq — Ep) Tha/h. On a également
(1,) A(0)|0) = [/ (20 L3w,)] /> &, d'o

7q?  (Eq — Ep)?
€0L3h2 Wn

D = (Foa - €0)° 0 (Ep + hw, — Ey)

Ensuite la somme sur v dans (D.33) est effectuée avec la regle >, = > >\ = (L/27m)3 [ A3k,
[cf. section D.l.c et formule (R.14)]. On évalue l'intégrale sur les vecteurs d’onde en coordonnées
sphériques (d*k = k2dk d2Q;). On obtient la formule (D.33) en remarquant que pour tout vecteur V
on a

/dQQkZ(V'-a)Q :/dQQk V2 — (V- k)% :sz2/ df sinf (1 — cos? 0) = ST 2 (D.34)

A 0 3

"En utilisant Eiransi = hv ~ 1 eV et fic ~ 200 MeV.fm.
8 N est le nombre quantique principal. Attention au conflit de notations avec le Cohen-Tannoudji-Dui-Laloé qui note
n ce qui est ici noté N et k ce qui est ici noté n.
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Un calcul explicite & partir de (D.33) donne par exemple pour la raie Lyman-« (transition 2p — 1s,
de longueur d’onde A = 121.5 nm)”

hlapo1s = (2)° 0 €?Jag = (2)° 0® me® = 4.125 x 1077 eV, (D.37)

ot 'on a noté a = e?/(hc) la constante de structure fine (a~! = 1.37036). Attention le préfacteur
sans dimension (2/3)% ~ 4 x 1072 est également important pour 'ordre de grandeur. La durée de vie
de I’état 2p est (ng_ns)_l ~ a 3hag/e? ~ a~*ag/c ce qui correspond & 1.59 ns (Tops1s = 6.27 x 108
s7h).

Il est a noter que le méme ordre de grandeur est obtenu classiquement en calculant la durée de vie
d’un électron sur une orbite circulaire de rayon ag perdant de I’énergie par émission de rayonnement
électromagnétique (cf. par exemple le TD intitulé “Diffusion du rayonnement par un électron classique
1ié”). Cependant la mécanique classique ne comprend pas que ’électron ne rayonne pas lorsqu’il est sur
le niveau fondamental. Elle ne comprend pas non plus que la durée de vie associée a la désexcitation
2s—1s soit de I'ordre d’une fraction de seconde (elle prévoit, comme pour la transition 2p— 1s, quelque
chose de 'ordre de quelques nanosecondes). Cette durée de vie exceptionnellement longue est due au
fait que, dans ce cas, I’élément de matrice 7, est nul. Il faut, pour décrire le phénomene, utiliser
la théorie des perturbations & un ordre supérieur : le niveau 2s se désexcite via un processus a deux
photons.

“Pour I’état m = 0 (que I'on note parfois 2po) il faut évaluer 7, = (2,1,0]7|1,0,0) ot le ket |N,I,m) s’écrit en
représentation 7 : Ry, (r)Y;"(6,¢) ot n = N — . 1l est clair que (2,1,0|z|1,0,0) = 0 = (2,1,0|y|1,0,0). Il reste &
évaluer

(2,1,0]z1,0,0) :/ r2drRl,1(r)rRl,o(r)/defl‘)(Q)coseyoo(Q). (D.35)
0

Les expressions explicites des fonctions entrant dans cette intégrale sont Rio(r) = 2a53/2 exp(—r/ao), Ri1(r) =
(2a0)~?(r/v/3ao) exp(—r/2a0), YY(Q) = 1/V4x, Y(Q) = /3/4mwcosh. Pour 8 > 0 I3 ot exp(—Bx)dr = 24377
et Vintégrale sur r dans (D.35) vaut I, = ag 2%/(3* v/6). Celle sur les angles solides vaut 37!/ et finalement

28
Tha = m ap €. soit |Fpe| =0.7449 ao . (D.36)
Pour les états 2p avec m = £1, on a Y=1(Q) = F./3/8n sin f exp(+ip) et on obtient 7, = 67 1/2I,.(F€, — i&,), mais
|7ba| prend la méme valeur que lorsque m = 0.
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Chapitre R : Rappels

R.1 Rappels de mathématique

e Pour une fonction continue f qui n’a qu’un seul zéro (soit a) on a

d(z —a)
Slf (@) = =57 - (R.1)
|f'(a)]
Pour démontrer ce résultat il faut montrer que K = [, g(z)d[f(x)]dz = g(a)/|f'(a)| pour toute
fonction g assez réguliere en a. D’apres les propriétés de la distribution de Dirac K = [; g(x)d[f(z)]dz
ou I est un intervalle comprenant a. On le choisit assez petit pour que f soit strictement monotone
sur I. On peut alors faire le changement de variable y = f(z), dy = |f/(x)|dz et on note J = f(I).

Alors K = [; g[f~ ()l6(y)dy/|f'(f " (v))| = dF O O)] = g@)/If (@)
e Pour x et a € R
/de: exp{tik(z —a)} =27 d(x —a) . (R.2)

Cela se voit rapidement en disant que la transformée de Fourier de d(x — a) est exp{—ika}. On peut
obtenir une démonstration relativement simple de (R.2) en discrétisant ’espace puis en faisant tendre
le pas de discrétisation vers 0 [cf. discussion apres la formule (R.13)].

e Pour z € R "
f(z) déf/ — exp{ika} =imsgn(x). (R.3)
r K

En effet, il est clair d’apres (R.2) que f'(z) = 2i7d(z) et donc f(z) = 2i7O(x) + C5°, ou O est la
fonction de Heaviside. Si on arrive a donner un sens a f, f(x) sera clairement imaginaire, en utilisant

f(—z) = f*(x) on voit que C**° = —ir, d’ou le résultat.
e Pour a € R
1@ [ 2 n2(ar) = ol . (R.4)
R T
I'(a) = [pdasin(2ox)/z. D’apres (R.3) cette derniere intégrale vaut 7sgn (). Pour arriver au

résultat (R.4) on prend une primitive dans chacune des régions a@ < 0 et & > 0 et on détermine les
constantes d’intégration par I(0) = 0.

e Transformées de Fourier spatiales:

d3]{7 o - o o
F(F) = / Ik FEyeFr | FE) = / ar F(7) e F T (R.5)
Re (2m)° R3
Voici une petite liste de transformées F(7) ‘ SGN(F—7)  1/r 7/r3

de Fourier utiles pour le cours : (R.6)

F(k) . exp{—ik.7p} Am/k? —dirk/k>

La premiére est évidente, la seconde se démontre comme suit: soit J = [ps %% exp{iE.F}.
L’intégrale sur les angles se fait sans difficulté [elle correspond aux calculs (R.9) ci-dessous : J =
4 g(7, 20 = 0)] et on obtient J = L [ 9 exp(ikr) (ot 7 € RT*). Le reste découle immédiatement de

iTr

25



(R.3) qui permet de montrer que J = 1/r. Pour la troisieme colonne de (R.6) on dérive par rapport
a x; la relation J = 1/r, cela donne —9J/0z; = [ps ((21;’% fg —ik;) exp{ik.7} = —0;i(1/r) = z;/r>.

Au passage, la deuxiéme relation de (R.6) permet de démontrer que —A (1) = 476G (7). Cela se
voit facilement en passant par les transformées de Fourier.

e On a la formule de Parseval-Plancherel

3 * (= -\ 4’k * (7. 7
/RSdrF(r)G(r)—/RS oy ) G(E). (R.7)

Elle se démontre en écrivant F' et G en fonction de leurs transformées de Fourier et en utilisant la
version a trois dimensions de (R.2) (c’est a dire la premiere des relations (R.6)).

e Une transformée de Fourier spéciale. Soit zp un nombre complexe avec Im zy # 0. On a

. exp{izor} )
. d3k exp{ik.F} 747_”‘ si Imzg >0,
9(7, z0) = (2m)3 k2 — 22 - exp{—izyr} (R.8)
0 ——— si Imz <0.
4dmr
En effet, on peut tout d’abord calculer I'intégrale angulaire en prenant 7 comme axe des k,
1 00 elkr cos 0 1 o] 1 . .
Fo20) = —5 | k*dk 0d0 - ke dk elhr — e ikr
90 20) = /0 /o i —25 i’ /0 gl ) (R.9)
1 (/00 kdk ok /°° kdk e‘””) 1 /°° kdk olkr )
Cdim2r \J, k2 — 22 o k2—2z2  dim?r ) k2 — 22 '
La derniere intégrale de (R()) peut se calculer en utilisar.lt le con- plan complexe k
tour T'(R) du plan de la variable complexe k formé de Uintervalle
[-R, R] fermé par un demi-cercle dans le demi-plan Im k& > 0 Im &
(intégrale sur ce demi-cercle tend vers 0 lorsque R — +oo parce
que r > 0) cf. figure ci-contre qui représente le cas Im zo > 0. On .
a donc . . 0.
/°° ketrdk keikr d (R.10) 5 Re k
. e ke ke e
Le membre de droite de (R.10) vaut vaut 2ir fois le résidu de = au pole situé dans

k2 =25 (k—20)(k + 20)
le demi-plan Im k& > 0. Si Im 2 > 0, le pole dans le demi-plan supérieur est en k = zq et le résidu vaut e'*” /2.
Si Im 2y < 0, le pole dans le demi-plan supérieur est en k = —z et le résidu vaut €~%07 /2. On en déduit alors
aisément le résultat (R.8).
Remarque : la deuxieme colonne de (R.6) montre que ¢(7,0) = 1/(47r) et donc la formule (R.8)
est encore valable dans le cas particulier zg = 0, mais g est clairement mal définie lorsque zy € R*.

e Volume fini; discrétisation de I'espace réciproque. Il est souvent pratique de considérer un systéme
placé dans un volume V' qui est un cube d’aréte L avec des conditions aux bords périodiques. Alors
toute fonction F'(7) peut étre décomposée sur la base des exp{ik,.7”} ol n est une notation pour

(g, Ny, n2) et les ky, sont de la forme (27, /L, 2mny /L, 270, /L) :

F(7) ngf ) exp{ik,. 7}, avec F(ky)= /V Ar F(F) exp{—ik,.7} . (R.11)
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Dans la premicre égalité de (R.11) la somme sur n est une somme sur (ng,n,,n.) € Z3. La premicre
égalité doit étre considérée comme une définition de F(k,). La seconde égalité découle de la premiere
et de la formule (facile a vérifier)

/ r exp{i(ky — km). 7} = L36pm - (R.12)
.

—

Ainsi, en prenant F(7) = §3) (7 — @) on obtient grace & (R.11) F(ky) = exp{—iky.d } et

O (F—a) Zexp{lk (F—a)}, (R.13)

qui est la version discrete de la forme tri-dimensionnelle de (R.2). En effet, a la limite L — oo la
distribution des k,, devient continue et

<2L7T>3Zn: - /R3 &k, (R.14)

(cette identification correspond exactement a identifier I'intégrale avec la somme de Riemann associée).
La formule (R.11) devient alors identique a (R.5). Dans la limite continue, le passage d’une somme
discréte & une intégrale permet le passage L30,m — (2m)360 )(k, — ko m) et (R.12) est également un
résultat attendu: c’est la version tri-dimensionnelle de (R.2).

Enfin Parseval-Placherel s’écrit sous forme discrete :

* (= = 1 * (7. 7
/Vd3rF (F) G(F) = 73 > F*(kn) G(kn) | (R.15)
ou F et G sont reliées a F' et G par la formule (R.11).
e Quelques relations vectorielles:
GaNOBAT)=(@c)b—(ab)c. (R.16)
Cela se démontre grace a I'identité

€ijkEtmk = 0i10jm — Oim0j1 (R.17)

qui elle méme découle des propriétés du tenseur totalement anti-symétrique a trois dimensions. Pour
un champ vectoriel A(7) on a

V(A.CH) = (CH*NV)A+CHA(VAA). (R.18)

Cela se démontre en appliquant (R.17) au double produit vectoriel qui apparait dans le membre de
droite de (R.18). Enfin, si f(7) est un champ scalaire on a également :

ANfA)Y=VIANA+fVNA. (R.19)
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R.2 Principe variationnel en mécanique classique

Soit un systeme classique a n degré de libertés décrits par les coordonnées généralisées ¢; ... g, dont
la dynamique est régie par un lagrangien L(qi,q1, ..., ¢n, Gn, t). Pour faire simple on va se limiter dans
les calculs au cas a un degré de liberté mais toutes les équations obtenues ci-dessous se généralisent
immédiatement au cas n > 1.

On veut déterminer la loi horaire ¢(t) qui décrit un mouvement partant de go a l'instant to et
arrivant en ¢; a U'instant ¢1, en imposant que ce soit la loi qui extrémise ’action S = fttol Ldt.

Considérons une petite modification de la loi horaire q(t) — ¢(t)+0q(t) qui induit une modification
des vitesses ¢(t) — ¢(t) + d¢(t) et calculons la variation correspondante 0.5 de I'action :

t (9L OL tt (9L d [OL
59 — {5 +.5-}dt:/ {_[}}5 dat . R.20
. Lagd T B W log  dt Lagls (R.20)

Dans le membre de droite on a effectué une intégration par parties et on s’est apergu que le terme
tout intégré est nul & cause de la regle que l'on s’est fixée (départ de qo & tp et arrivée en ¢ a t1) qui
impose dq(to) = 0 = dq(t1).

Pour que l'action soit extrémale autour d’une certaine loi horaire, il faut que pour toutes les
variations autour de cette loi (c.a.d. pour tous les d¢q(t)) on ait §S = 0 ce qui impose que le terme
entre crochets dans le membre de gauche de (R.20) soit nul. C’est ’équation de Lagrange :

oL d [BL}
= | == R.21
dq dt LOg ( )
Lorsque L = %qz — U(q) on retrouve bien la relation fondamentale de la dynamique : mg = —0,U.
Lorsque le lagrangien ne dépend pas explicitement du temps [c.a.d. L = L(q,q,%)] alors 1'énergie
def

E = pg — L est une constante du mouvement (ot p = 90L/9q est 'impulsion généralisée). Avec le
2
type de lagrangien donné trois lignes plus haut, p=mget E = f—m + Ul(q).

R.3 Section efficace en mécanique classique

R.3.a Diffusion de particules

On considere un faisceau caractérisé par un vecteur densité de courant (de particules) Jipe. Le flux de
Jine & travers une surface est le nombre de particules qui traverse cette surface par unité de temps :
[Jinc] = L7271,

Le faisceau est incident sur une cible (ponctuelle ou étendue, cf figure

ci-contre). L’extension du faisceau est grande devant la dimension de \ /
la cible de sorte qu’on considere que Jiy est uniforme et indépendant Y e
de la position. Il est également indépendant de ¢: le faisceau est .%'% Ly
continu et on est en régime permanent. Soit dN., le nombre de PR @
collisions pendant d¢. Il est clair que dN¢o/dt o< Jipe. On écrit o= -—
dN,
deOl =0 Jine - (R.22) \

o est la section efficace de collision, [¢] = L?. Si les particules incidentes sont ponctuelles, et si
on a une interaction de contact comme dans le schéma ci-dessus, alors ¢ est l'aire de la projection
de la cible sur un plan perpendiculaire a Jiye, d’olt le nom de section efficace. Le schéma ci-dessus
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illustre la notion avec ’exemple simple d’une interaction de contact sur une cible étendue. mais on
peut également travailler avec une interaction a portée finie sur une cible ponctuelle.

On peut (cela sera tres utile pour le cas ondulatoire traité

section R.3.b) définir un vecteur densité de courant rayonné 7

Jray (7) qui mesure le flux de particules diffusées par la cible, cme \ /
cf. la figure ci-contre.

Parce qu’on est en régime permanent, et d’apres la définition O =
de J_];ay, son flux & travers une surface fermée ¥ qui englobe la - =

source et dont les dimensions sont grandes devant la portée - = / \
de l'interaction faisceau/cible est simplement — .

Jray

dg;"l = 72 Jray (F).isd%S = / Jray (1, Q)7 r2d%Q . (R.23)

Dans la premiere intégrale de la formule (R.23) 7is est la normale sortante. Dans la seconde
intégrale on a pris pour surface ¥ une grande sphere de rayon r, # = 7/r et Q désigne 'angle solide
(d2Q2 = sin #dAdyp). La sphere doit étre grande pour que I’on soit siir de compter toutes les collisions.
Au passage la conservation du courant impose donc qu’a grand r on ait un courant rayonné de la
forme Jyay = fct(Q)/r2.

On peut également s’intéresser au nombre de particules dif-

fusées pendant dt dans un coéone d’ouverture d2Q dans la direc- d?Q
tion Q, soit d3N.o. On écrit alors Jine
d3Ny; d%c — =
Q20 a2 Jne (R24) —
—_—

d20/d%§) est appelée section efficace différentielle. Son intégrale sur les angles solides vaut bien-siir
o d’apres (R.22). En comparant avec (R.23) on a

d%o jl;ay(r, Q).7r?

= . .2
dQQ Jinc <R 5)

Remarque culturelle: En mécanique classique, dans le cas tres fréquent d’une particule diffusée par un
potentiel & symérie sphérique, la connaissance de la déviation 6 en fonction du parametre d’impact b
permet de calculer d?c/d?Q = ‘si—i’19||d9/db|_1, cf. Landau et Lifschitz vol I, chap. IV.

R.3.b Diffusion d’une onde

Il suffit d’adapter les définitions de la section précédente. On ne parle plus ici de particules incidentes
ou diffusées mais d’énergie incidente ou rayonnée, ainsi

d?o _ puissance rayonnée dans d?Q _ Sray -7 r? 7 (R.26)
d2Q Sinc Sinc

ol .S_Y'inc et gray sont les vecteurs de Poynting incidents et rayonnés (ils remplacent les vecteurs densité
de courant Jinc et Jray de la partie R.3.a). Cela sera une partie importante du cours sur le rayonnement
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que d’établir ’expression de §ray pour une distribution de charges en mouvement. Ici, on doit en plus
tenir compte du fait que le mouvement des charges est induit par le rayonnement incident.

R.4 Perturbations dépendantes du temps

On considére un systeme quantique régi par le hamiltonien H = Hy + W(t). Hy est indépendant du
temps, on note |¢,) ses états propres (ils forment une base orthonormée de 'espace de Hilbert) et E,
les énergies asociées ; W(t) est une perturbation. Le systéme est a ¢ = 0 dans un état propre de Hy
(soit |p;i)) et il évolue sous 'effet du hamiltonien total H. Cette évolution est décrite par un fonction
d’onde |1 (t)) solution de i/ 0;|v)) = H|v). On développe [¢) sur la base des états propres de Hy :

[%(8) =D an(®)len) | (R.27)

ou, compte tenu de la condition initiale, a,(t = 0) = d,,;. En écrivant a,(t) = ¢, (t) exp(—iE,t/h) il
est aisé de montrer que pour tout n on a la relation exacte:

ihen(t) = cm(t){n| W |pm)eHEn=Ent/h (R.28)

m

(0)

olt ¢, (t) désigne la dérivée temporelle de ¢, (t). A ordre zéro en W (t) il est donc clair que ¢y, (t) = 6,4

A Tordre suivant on a ¢, (t) = 0 (t) + c&l)(t) avec :

: t
1 (0) = (palW (O] 90 B soit cD(0) =~ [ dt (W (¢)) BB (R.29)
0

ou l'on a utilisé la condition initiale c%l)(O) = 0. On considere désormais le cas particulier W (t) =

Wo cos(Qt).! Pour effectuer I'intégration sur ¢’ dans (R.29) on écrit alors

t , / 1/t () g (=)
/dt’ cos(Qt')el(En—Et /i _ 2/dt’ (BT BT oy E®) = E, — E;£1Q . (R.30)
0 0

On se place désormais dans le cas n # i et on rappelle que cgg)éi(t) = 0. Cela donne

Dy = L Jeimuon SEDLYR) | ipeyon sin(EOt/20)
2h E()/2h E) /2R

} (en|Wolei) . (R.31)

On veut calculer la probabilité de transition vers un état [p,-;) au bout d'un temps t, soit Pj_,,(t) =
len(t)|? ; lorsqu’on prend le module au carré du terme précédent on trouve (en négligeant le terme
croisé dans le module au carré du terme entre crochets)

Pin(t) = 2% t [{pnlWolgi) 2 {6O (B — E; — hQ) + 6O(E,, — E; + hQ)} (R.32)
ou )
t sin(Et/2h)>
() — <
) = 5 Tpan ) (R.33)

"W est un opérateur. On peut se restreindre & Q > 0. Il est possible que Q soit nul, auquel cas la perturbation est
indépendante du temps, mais méme dans ce cas on choisit de s’intéresser a la probabilité de transition vers un état |, )
apres un temps ¢ (et non & 'expression approchée des états propres de H).
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5 (E) tend vers une distribution de Dirac lorsque t — 00.? Au passage, ces considérations permettent
de préciser le domaine de validité de I'approximation qui consiste a négliger le terme croisé et qui a
conduit a (R.32) : il faut que AQ > h/t.

Dans (R.32) on voit que la probabilité de transition est proportionnelle a ¢, on définit donc un
taux de transition I';_,,, = P, /t qui vaut pour ¢ grand :

T
Livon = o7 {on|Wolei) > {0(Ep — Ei — hQ) + 6(E,, — E; + hQ)} . (R.34)

Ce résultat est perturbatif, il n’est valable que tant que P;_,,, < 1. Pour déterminer son régime de
validité, on se place dans le pire des cas, c’est a dire a la résonance (hf2 = E,, — E; par exemple) alors
P est maximale et vaut® | (i, |Wo|e:)|*t?/(4h2). 11 faut donc au total que

h
[{n|Wolpi)| < 7 < |, — Ei| ~ hS). (R.35)

On notera que 'approximation qui consiste a négliger le terme croisé lorsqu’on prend le module de
(R.31) n’est pas valable lorsque Q = 0, puisque dans ce cas E®) = p(=) (et d’ailleurs, l'inégalité de
droite dans (R.35) est alors violée). Mais les calculs sont en fait plus simples lorsque = 0 puisque
les deux sinus cardinaux dans (R.31) sont alors égaux. On obtient [au lieu de (R.32) et (R.34)]

27
Pion(t) =t x Tin  avec Ty, = o {on|Wolei) |2 6O(E, — E;) | (R.36)

Cette expression est valable pour une perturbation indépendante du temps (2 = 0)* tant que
|{n|Wolpi)| < h/t. La probabilité pour que le systéme ne soit plus dans ’état i au bout d’un temps
t est de la forme ¢t x I'; avec
Ti=Y Tin, (R.37)
n#i
ou I';_,, est de la forme (R.36) ou (R.34) selon si Q est nul ou non. On dit que 1/T'; est la durée de
vie de 'état |p;) sous l'influence de la perturbation, et que Al'; est la largeur de I'état.

2En effet, son intégrale sur R vaut 1 (cela se voit avec (R.4)), sa hauteur ¢/(277) et sa largeur en énergie ~ 27i/t.

3Pour ce calcul on doit bien-siir utiliser I’expression exacte (R.33) de 5(t>, et non 'approximation par un pic delta.

4Bien-siir (R.36) est sans intérét si les niveaux propres de Hy sont non dégénérés, car dans ce cas on ne pourra jamais
satisfaire la contrainte imposée par la distribution de Dirac apparaissant dans (R.36).
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