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III.6.2 Disparition du dernier tore deKAM . . . . . . . . . . . . . . . 12RésuméNous nous proposons ii de dérire l'apparition duhaos dans les systèmes onservatifs. Grâe aux étudesapprofondies dont ils ont été les objets, il est possible d'enfaire une approhe en perturbations. C'est-à-dire, partantd'un système intégrable n'ayant que des solutions régu-lières, on ajoute une perturbation pondérée par un fa-teur � et l'on étudie l'apparition des trajetoires haotiqueslorsque l'on augmente �. Nous verrons que dès que la per-turbation est su�samment forte, la struture de l'espaedes phases devient très rihe. La justi�ation rigoureusede ette struture dépasse le adre de notre exposé, maissa desription nous permettra d'introduire des oneptspratiques. Par ailleurs, l'esthétique de l'espae des phasesjusti�e presqu'à elle seule sa présentation.III.1 Systèmes à une fréqueneRevenons d'abord sur les exemples réguliers de la par-tiule dans un potentiel à deux puits et du pendulepesant, a�n de faire ressortir ertains aspets fonda-mentaux des systèmes non-linéaires, dont les r�les sontruiaux en présene de trajetoires haotiques. Parti-ulièrement, l'importane des harmoniques et la notionde résonane.III.1.1 Les petites osillations et l'exis-tene d'harmoniquesLa partiule dans un potentiel à deux puits permetd'illustrer une méthode de perturbation des trajetoirespour les petites osillations.La fore agissant sur la partiule a la forme :f(q) = q � q3 ; les petites osillations ont lieu près desdeux points d'équilibre stables aratérisés par q = �1.Au voisinage du point q+ = 1, en faisant le hangementIII-1



III-2 V. Croquette, J.M. Flesselles et P. Le Galde variable u = q � 1, l'expression de la fore devient :f(u) = �2u � 3u2 � u3. Bien évidemment le termelinéaire en u onduit à une osillation ave la fréquene!0 = p2.Examinons maintenant séparément le r�le de ha-un des termes non-linéaires u2 et u3 en les traitant enperturbations. Pour ela nous érivons :� du=dt = _ud _u=dt = �2u� 3�u2 (III.1)et nous allons herher une solution de la forme :u = u0 + �u1 + �2u2 + � � � (III.2)En résolvant ordre par ordre nous obtenons :A l'ordre 0 :l'équation linéaire onduisant à u0 = A os(!0t) ave!20 = 2.A l'ordre 1 :� du1=dt = _ud _u1=dt = �2u1 � 3A2 os2(!0t) (III.3)En développant le terme en os2(!0t) sous la forme :(A2=2) [1 + os(2!0t)℄on déompose u1 en deux parties u10 et u12 orrespon-dant respetivement aux fréquenes 0 et 2!0.On obtient u10 = �3A2=4, qui orrespond à undéplaement de la position moyenne d'osillation, lié àla dissymétrie du potentiel, relativement à la transfor-mation +u ! �u. Plus �raide" du oté des u > 0, lesexursions sont don plus failes du oté u < 0. 1La ontribution à la fréquene 2!0 prend la formeu12 = (A2=4) os(2!0t) et orrespond à l'apparitiond'un harmonique 2. Comme pour l'harmonique zéro,l'amplitude de l'harmonique deux varie omme A2.Cei justi�e don le traitement en perturbations de esharmoniques dans la limite des petites osillations.Proédons de la même façon pour le terme u-bique : � du=dt = _ud _u=dt = �2u� �u3 (III.4)L'ordre 0 onduit toujours à la solution linéaire.L'ordre 1 fait apparaître un forçage en A3 os3(!0t) =A3=4(os 3!0t + 3 os!0t), soit une ontribution à lafréquene 3!0 et une à la fréquene !0. Si elle à 3!0onduit à la formation d'un harmonique 3 attendu, la1Quoique et harmonique zéro soit rarement mentionné, iljoue souvent un r�le physique important. Pour ne iter qu'unexemple, 'est lui qui permet d'expliquer la dilatation des solidesave la température T où A2 / kbT e qui implique u0 / T .[4℄

Fig. III.1: Spetre de puissane de la partiule osillantdans un puit non-linéaire. On remarque la présened'harmoniques de la fréquene d'osillationontribution à !0 est préisément à la fréquene de réso-nane du système linéaire. Or elle onduit à un terme enu31 / �(3A3=4)t sin!t, 'est-à-dire à une ontributiondont l'amplitude augmente ontinûment ave le temps !Cei est inompatible ave l'hypothèse de perturbationfaite au début du alul. L'éhe de la méthode vientdu fait que nous avons impliitement supposé que lafréquene du mouvement restait inhangée.III.1.2 Evolution de la période d'osil-lationPour obtenir une approhe en perturbation orrete,nous devons supposer que u est une fontion périodiquede fréquene ! telle que :! = !0 + �!1 + �2!2 + � � � (III.5)En reherhant la solution sous la forme d'unefontion de la variable y = !t et en développant jusqu'àl'ordre 1, nous obtenons :� du=dy = v!2d _v=dy = �2u� �u3 (III.6)A l'ordre 0 :l'équation linéaire onduisant à u0 = A os(!0t) ave!20 = 2A l'ordre 1 :On obtient 2!0!1�u0+!20�u1 = �2u1�(A3=4)(os 3!0t+3 os!0t) (ave �u = d2=dy2). Le paramètre !1 peut25 janvier 1999
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Fig. III.2: Evolution de la fréquene d'osillation dupendule en fontion de la vitesse de rotation maximum_�max.être hoisit de telle façon que la omposante os!0tdisparaisse, e qui évite le problème préédemmentrenontré. La valeur de !1 est ainsi �xé à :!1 = 3A28!0 (III.7)Ainsi la fréquene d'osillation de la bille dans unpotentiel à deux puits va d'abord augmenter ommele arré de l'amplitude des osillations. Dans le as dupendule, le signe du terme en �3 est opposé, et l'ontrouve !1 = �A2=(8!0) : sa fréquene déroît avel'amplitude.Le alul en perturbations, que nous avons es-quissé, nous montre l'apparition d'harmoniques dûsaux termes non linéaires et surtout l'importane de lavariation de la fréquene d'osillation en fontion del'amplitude.Dans le as partiulier des systèmes hamiltoniensdont l'espae des phases est de dimension deux, onpeut érire la période des osillations sous une formeintégrale en fontion de l'énergie totale du système :m _q22 + U(q) = E (III.8)qui onduit à :t = p2mZ qmaxqmin dqpE � U(q) (III.9)

Fig. III.3: Trajetoires d'une boussole dans un hampmagnétique ou d'un pendule dans l'espae des phases.Le domaine des osillations délimité par la séparatriedé�nit une résonane.où qmin et qmax orrespondent aux exursions extré-males de l'osillation. Notons que l'intégrale de l'équa-tion III.9 est elliptique. Nous avons reproduit le om-portement typique de la fréquene d'osillation du pen-dule en fontion de sa vitesse maximum de rotation surla �gure III.2.III.1.3 Struture d'une résonaneUne variante du pendule étudié préédemment estonstituée d'une boussole dans un hamp magnétique.En faisant varier ontinûment le hamp, on modi�e lepotentiel agissant sur la boussole. Appelons ~M l'aiman-tation de la boussole, J son moment d'inertie et ~B lehamp magnétique appliqué. Les équations régissant esystème dynamique sont :� d�=dt = _�d _�=dt = �(MB=J) sin � (III.10)Si le hamp appliqué est nul, B = 0, les traje-toires dans l'espae des phases sont des droites paral-lèles à l'axe � = 0 puisque _� = te. Le mouvementorrespondant de la boussole est une rotation uniformedans un sens ou dans l'autre. Observons maintenantl'évolution de es trajetoires quand nous augmentonsle hamp magnétique jusqu'à une valeur B0. Commenous l'avons reproduit sur la �gure III.3, des traje-toires de type entre apparaissent autour de l'origineDEA Champs Matière Partiules



III-4 V. Croquette, J.M. Flesselles et P. Le Galet des points ols surgissent en � = �� et _� = 0. Ledomaine des osillations est délimité par la trajetoirepartiulière que onstitue la séparatrie, déjà déritedans le as du pendule. Les trajetoires de rotations àvitesse onstante existent enore mais voient leur vi-tesse modulée par la présene de trajetoires d'osil-lations. Tout se passe, en quelque sorte, omme si lehamp magnétique B0 avait éarté les trajetoires derotations pour y insérer un îlot d'osillations.Cet îlot de trajetoires osillantes est appelé réso-nane.Il est faile de aluler son extension dans l'espaedes phases : en e�et, la demi-largeur orrespond à lavitesse maximale que prend la boussole en dérivant laséparatrie soit : _�max = 2pMB=J (III.11)Ainsi la demi-largeur de la résonane roît avele hamp magnétique B. Puisque _� est également unepulsation, il est utile de la omparer à la fréquenepropre des petites osillations !0 =pMB=J . On voitque _�max = 2!0.III.2 Systèmes à deux fréquenesNous nous proposons maintenant d'étudier qualitati-vement la transition vers le haos de systèmes hamil-toniens partiulièrement simples. Nous avons vu qu'ilsu�t que leur espae des phases soit de dimension 4pour qu'ils ne soient pas intégrables. Nous allons intro-duire trois dispositifs très voisins dans leurs prinipes,munis d'un paramètre de ontr�le qui permet de lesfaire évoluer depuis une situation intégrable vers unequi ne l'est pas. Par ailleurs nous allons montrer quel'une des dimensions de leurs espaes des phases orres-pond à un omportement trivial ; on peut don dérireleur évolution dans un espae des phases plus ommodeà représenter, ar ayant seulement trois dimensions.III.2.1 Boussole soumise à deuxhampsPlaçons une boussole dans un hamp magnétique sta-tique B0 et rapprohons la su�samment d'une seondeboussole pour qu'existe un ouplage magnétique entreelles. Nous venons de onstruire un système évoluantdans un espae des phases de dimension 4 puisque nousdevons utiliser les variables � et _� pour dérire la pre-mière boussole, et � et _� pour la seonde. Ce systèmeest non linéaire et possède su�samment de degrés deliberté pour présenter des trajetoires haotiques.Supposons maintenant que la seonde boussole soitbeauoup plus grosse et beauoup plus lourde que la

Fig. III.4: Dans les deux as limites où l'un des hampsest nul, l'espae des phases orrespond à l'existened'une résonane entrée en _� = 0 quand B1 = 0 (àgauhe) tandis qu'elle est entrée en _� = 1 lans le asB0 = 0 (à droite).première : son moment d'inertie J� est beauoup plusgrand que elui de la première. Dès lors, les mouve-ments de la première boussole auront peu d'in�uenesur la seonde tandis que l'inverse ne sera pas vrai. Dansla limite où le rapport des moments d'inertie tend versl'in�ni, les mouvements de la grosse boussole ne sontpas du tout a�etés par eux de la première et ils se ré-duisent par exemple, à une rotation à vitesse onstante_� = 
. Ce nouvel invariant remplae avantageusementelui de l'énergie du système, puisqu'il permet de neonsidérer qu'un espae des phases à trois dimensions :�, _� et �.D'un point de vue pratique, le r�le de la grandeboussole se résume à imposer un hamp magnétique B1tournant ave une pulsation 
. Une façon de réaliser edispositif onsiste à plaer une seule boussole à la foisdans un hamp magnétique B0 �xe et dans un hampB1 tournant. En notant M le moment magnétique dela boussole et J son moment d'inertie, les équations dee système dynamique prennent la forme :8<: d�=dt = _�d _�=dt = �MB0J sin � � MB1J sin(� � �)d�=dt = 
 (III.12)Il est intéressant de remarquer qu'en oupant lehamp statique et en ne soumettant la boussole qu'auhamp tournant (soit B0 = 0 et B1 6= 0), on retrouvele problème d'une boussole dans un hamp �xe ('est-à-dire du pendule pesant) en e�etuant le hangementde variable �1 = � � 
t. Dans e nouveau référentiel,le hamp tournant engendre sur l'axe _� une résonanedéalée de la quantité 
. Quand les deux hampssont non nuls, haun donne lieu à une résonane : ledispositif est dit à deux résonanes.Avant d'étudier plus avant le as de la boussole,nous allons analyser le as lassique très voisin du25 janvier 1999
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Fig. III.5: Pour réaliser un osillateur paramétrique, ilsu�t de monter et desendre le point d'attahe d'unpendule de façon périodiquependule paramétrique.III.2.2 Le pendule paramétriqueLe pendule paramétrique onsiste en un pendule pesantdont le point d'attahe est soumis à un mouvementalternatif vertial d'amplitude a et de pulsation 
.Pour le modéliser, il su�t d'ajouter une omposantesinusoïdale au hamp de pesanteur. Ainsi la fore derappel s'érit (g(1+a os�)=l) sin � où � est la positionangulaire du pendule. En développant, on obtient leséquations suivantes :8>><>>: d�=dt = _�d _�=dt = �(g=l) sin � � (ag=2l) sin(� � �)�(ag=2l) sin(� + �)d�=dt = 
 (III.13)Sous ette forme, le pendule paramétrique est équi-valent à une boussole soumise à trois hamps : unhamp �xe et deux hamps rotatifs d'intensités égalestournant en sens opposés ave les pulsations �
. Pardes arguments analogues à eux que nous avons utiliséspour la boussole, le pendule paramétrique est un pro-blème à trois résonanes, l'une entrée à _� = 0, et lesdeux autres autour de _� = �
.Nous verrons bient�t qu'une trajetoire est sen-sible aux résonanes qui lui sont prohes. C'est la raisonpour laquelle le pendule paramétrique a des aratéris-tiques très semblables à elles de la boussole soumise àdeux hamps.III.2.3 Le mapping standardComme troisième système, nous introduisons en�n lemapping standard. Il s'agit plut�t d'un modèle numé-

rique, proposé par Chirikov [10℄, dé�ni non par deséquations di�érentielles mais par des itérations tradui-sant une forme de disrétisation du temps. Cei permetune exploration très rapide de ses propriétés. Les équa-tions sont les suivantes :� In+1 = In �Ksin�n�n+1 = �n + In+1 (III.14)Revenons à la boussole et appliquons lui périodi-quement un hamp magnétique sous forme d'impul-sions très brèves et intenses, à la fréquene 
=2�.Les variables �n et In=2� représentent respetivementles position et vitesse angulaires juste avant l'applia-tion de la n-ième impulsion. Entre deux impulsions, lehamp magnétique est nul et la boussole tourne à vi-tesse onstante _� = I=2�. L'impulsion de hamp estéquivalente à un ho, qui fait hanger la vitesse angu-laire de la boussole d'une quantité dépendant de l'angle� de la boussole ave le hamp. Dans ette situation,les équations di�érentielles de la boussole sont :8><>: d�=dt = _�d _�=dt = 2�M sin � +1Xn=�1 Æ(t� 2n�) (III.15)En érivant que la somme des impulsions sousforme d'une somme de osinus, nous obtenons :8><>: d�=dt = _�d _�=dt = 2�M +1Xn=�1 sin(� � nt) (III.16)Le mapping standard apparait don omme unsystème ayant une in�nité de résonanes d'amplitudeségales, entrées en _� = n, n 2 Z .III.2.4 Critère de stohastiitéIl peut paraître surprenant qu'un système ayant une in-�nité de résonanes omme le mapping standard puissese omparer à elui de la boussole soumise à deuxhamps seulement. Leur omportements sont pourtantsimilaires tant que les résonanes ne sont pas tropfortes. Nous allons quanti�er e que ela signi�e.Dans le as de la boussole, une résonane orres-pond à un domaine où ses mouvements sont des osil-lations autour du hamp magnétique assoié. Une ré-sonane orrespond à un domaine de piégeage. De efait il est impossible à une trajetoire d'appartenir àla fois à la résonane assoiée au hamp �xe et à elledu hamp tournant. Comme la largeur des résonanesvarie ave l'amplitude du hamp assoié, on onçoit ai-sément qu'en augmentant l'amplitude des hamps, unDEA Champs Matière Partiules



III-6 V. Croquette, J.M. Flesselles et P. Le Galproblème apparait lorsque les deux résonanes viennenten ontat ou même se hevauhent. Dans ette situa-tion la boussole ne sait plus quel hamp suivre et adoptegénéralement une trajetoire haotique, suivant irrégu-lièrement l'un puis l'autre. Inversement on s'attend àdes mouvements réguliers lorsque les amplitudes deshamps sont faibles.Ce raisonnement permet d'obtenir un ritère rudi-mentaire mais simple d'existene de trajetoires hao-tiques : le reouvrement des résonanes a lieu quandla somme de leurs demi-largeurs est égale à la distanequi les sépare. C'est le ritère de stohastiité :S = 2pMB0=J + 2pMB1=J
 = 2(!0 + !1)
 (III.17)où !0 et !1 sont respetivement les fréquenes propresde la boussole dans le hamp �xe et dans le hamptournant.Nous voyons que le reouvrement des résonanesa lieu lorsque S = 1, e qui peut être atteint soit enaugmentant l'amplitude des hamps, soit en réduisantla fréquene du hamp tournant 
.Ce ritère peut s'appliquer à haun des troissystèmes que nous avons dérits, où il existe plusieursrésonanes déalées les unes des autres suivant l'axe _�d'une quantité égale à la fréquene 
.III.3 Setion de PoinaréJusqu'à présent, nous nous sommes bien gardés de don-ner une représentation de l'espae des phases (tridimen-sionnel !) de la boussole ou du pendule paramétrique.Nous avons aussi utilisé pour es systèmes le onept derésonane introduit pour un espae des phases à deuxdimensions, sans justi�er sa validité dans le as de tra-jetoires haotiques. En fait, à l'aide d'une représenta-tion appropriée de es espaes des phases, nous allonsvoir que les résonanes existent globalement dans le sys-tème de la boussole mais qu'elles peuvent être sujettesà des perturbations importantes.III.3.1 Strobosopie des trajetoiresLa boussole et le pendule paramétrique sont tous deuxperturbés par une omposante périodique de fréquene
. Une façon naturelle de véri�er si es dispositifstournent rond ou osillent ave la fréquene de laperturbation onsiste à les strobosoper, 'est-à-dire àen observer la position angulaire � à des intervalles detemps réguliers tn = n2�=
. C'est équivalent à faireune oupe de la trajetoire de la boussole dans unplan � = te. Au lieu d'une trajetoire ontinue, nousavons maintenant une série de points d'intersetion

Fig. III.6: Prinipe de la oupe de Poinaré de laboussole.dans un plan �; _� : 'est une oupe de Poinaré(nous avons utilisé la périodiité de � pour ramener latrajetoire dans l'intervalle d'étude [0; 2�℄). La oupe dePoinaré est un outil puissant permettant de réduirel'espae des phases d'une dimension.Dans les as de la boussole ou du pendule paramé-trique, on se ramène don au plan �; _�, semblable à e-lui utilisé pour représenter les trajetoires du pendulesimple. Toutefois ii, une trajetoire est représentée nonpar une ourbe ontinue, mais par une suite disrète depoints (En prinipe il serait judiieux de les numéro-ter suivant leur ordre d'apparition, quoique ela soitrarement fait en pratique).Comme le mapping standard orrespond direte-ment à la oupe de Poinaré d'une boussole soumise àun hamp pulsé, es deux types de diagrammes peuventêtre diretement omparés.III.3.2 Coupe de PoinaréQuoique la trajetoire d'un système dynamique quel-onque ne présente pas forément de périodiité impo-sée par une perturbation extérieure, il est ependanttoujours possible de dé�nir une setion de Poinaréomme l'ensemble des points d'intersetion d'une tra-jetoire ave un plan quelonque de l'espae des phases.On ne retient que les points orrespondant à une inter-setion se faisant dans un sens donné. Cette fois-i, letemps qui sépare deux intersetions onséutives n'estpas forément onstant.Une oupe de Poinaré réduit l'information queontient la trajetoire omplète, et il est possible qu'elle25 janvier 1999
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Fig. III.7: Coupe de Poinaré de la boussole à S =1=2. En variant les onditions initiales, on distinguedi�érentes régions de l'espae des phases, et notammentles résonanes.ne soit pas représentative de toute la dynamique. Pouravoir une vue réaliste de la trajetoire, il faut fairevarier le plan de oupe ('est-à-dire la phase de lastrobosopie) .III.3.3 Allure d'une oupe de Poinaréde la boussolePour illustrer e onept, observons la oupe représen-tée sur la �gure III.7, e�etuée à � = 0, ave des hampsmagnétiques d'amplitudes égales, et à S = 1=2.Pour ertaines onditions initiales, les séries depoints s'alignent sur une ourbe bien dé�nie. On re-trouve ainsi l'allure des deux résonanes et des traje-toires de rotations.III.4 Trajetoires passantesNous allons dérire ii l'évolution des trajetoires derotation situées entre les deux résonanes prinipales. Ilest faile d'imaginer que les trajetoires passantes sontpeu a�etées par les résonanes tant que S << 1, maisqu'elles le deviennent dès que S se rapprohe de 1. Siette image est qualitativement orrete, elle est toute-fois altérée par l'existene d'arohages de fréquenes.Il en résulte une struture partiulière de l'espae desphases.

Fig. III.8: Analyse d'une trajetoire passande. En hautsetion de Poinaré, on remarque que la trajetoire estdense. En bas spetre de Fourier de la vitesse angulaire.Nous allons herher à aluler une de es traje-toires sous la forme d'un développement en � ommenous l'avons déjà fait. Nous supposons que B0 et B1proportionnel à � (don petit). Nous herhons ainsi àrésoudre :�� = ��M sin � � �P sin(� � 
t) (III.18)Où M =MB0=J et P =MB1=J . Nous herhons unesolution de la forme :�(t) = �0(t) + ��1(t) + �2�2(t) + � � � (III.19)A l'ordre 0 : nous avons à résoudre : ��0 = 0, equi onduit à : �0(t) = �+ !t+ � � �DEA Champs Matière Partiules



III-8 V. Croquette, J.M. Flesselles et P. Le GalIl s'agit d'une trajetoire de rotation à la vitesseangulaire onstante ! ; le terme de phase � orrespondà la multipliité des hoix possibles pour l'origine desphases.A l'ordre 1 : nous avons à résoudre :��1 = �M sin(�+ !t)� P sin (�+ (! � 
)t)Nous obtenons ainsi :�1(t) = M!2 sin(�0(t)) + P!02 sin(�00(t))Où �00(t) = (�+ (! � 
)t). En tournant, la bous-sole ressent le hamp �xe omme une perturbation pé-riodique de fréquene !. Sa vitesse de rotation est mo-dulée à ette fréquene. De façon analogue, le hamptournant impose une perturbation à la fréquene !0 =! � 
. Nous venons de montrer que le spetre de fré-quene de la vitesse de la boussole est onstitué d'aumoins deux raies aux fréquenes : ! et !0.A l'ordre 2 : nous avons à résoudre :�� = ��M sin (�0(t) + ��1(t))� �P sin (�00(t) + ��1(t))En développant les sinus et en gardant les terme en �2on a : ��2 = �M os �0 �M!2 sin �0 + P!02 sin �00��M os �00 �M!2 sin �0 + P!02 sin �00�Le terme os �0 sin �0 onduit à une perturbation ensin(2� + 2!t) 'est à dire à un harmonique 2! ; demême le terme en os �00 sin �00 onduit à l'harmonique2!0. Les termes roisés os �0 sin �00 et os �00 sin �0donnent lieu à des termes �0 � �00 et �00 � �0 soità des perturbations de fréquenes ! � !0 et !0 � !.En général nous pouvons déterminer l'expression de �2et poursuivre le développement aux ordres supérieurs.Cependant dans le as où ! = 
=2 = �!0, nous avonsà résoudre l'équation : ��2 � � sin(2�). Ce qui onduit àun terme qui roît en t2 qui n'est pas petit omme nousl'avions supposé au début du alul en III.19. Dans leas ! = 
=2 nous avons un arohage de fréquenes.III.4.1 Arohage 1/2Quand deux osillateurs s'arohent, il est faile deomprendre que leur di�érene de phase ne peut pasêtre quelonque. Dans l'exemple de l'arohage 1=2,nous venons de montrer que la boussole est soumise àune perturbation en sin(2�). Pour dérire orretementl'arohage il faut reprendre le alul en perturbationmais en laissant à la fréquene ! la liberté d'évoluer,

omme nous l'avions fait en III.1.2. Plus préisément,omme une modulation de fréquene n'est autre qu'unemodulation de phase, nous allons supposer que � variedans le temps. Nous allons herher une solution de laforme : � = 
2 t+ �(t) + � � �Nous allons analyser le mouvement orrespondantà et arohage dans un as partiulier. Si nous hoi-sissons M = P , l'equation III.18 devient :�� = �2�M sin� os(
t=2)Remarquons que dans ette situation, le pointorrespondant à � = 0 et _� = 
=2 est un point �xetout omme le point orrespondant à � = �. Pourappréhender la solution, nous allons supposer que laphase � est voisine de 0 mais peut osiller lentementautour de e point �xe :� = exp(�!0t)[u0(t) + �u1(t) + �2u2(t) + � � �℄A l'ordre 0 : on obtient : �u0 = 0A l'ordre 1 : nous avons à résoudre :�u1 � i!0 _u0 = �2Mu0 os�
t2 � (III.20)e qui onduit à :_u0 = 0 et u1 = 8M
2 u0 os�
t2 �A l'ordre 2 : nous avons à résoudre :�u2 � i!0 _u1 � !20u0 = �2Mu1 os�
2 t�En remplaant u1 par son expression III.20, onrésoud séparément les termes qui ne dépendent pasexpliitement du temps, eux en os(
t) et eux enos(
=2t). Cei permet de trouver la forme de !0 :!20 = 8M2
2Nous voyons ainsi que la fréquene d'osillation de laphase est parfaitement dé�nie puisqu'elle vaut �!0. Prèsdes points �xe � = 0; _� = 1=2 et � = ��; _� = 1=2, onassiste à une osillation de phase qui orrespond auxtrajetoires elliptiques visibles sur la �gure III.7.Les équations en os(
t) et os(
=2t) permettentde dérire la forme de u2 :u21 = i!0 16M
3 u0 os�
t2 �u22 = �u0 32M2
4 os(
t) (III.21)25 janvier 1999



Transition vers le Chaos dans les Systèmes Hamiltoniens III-9III.4.2 Le spetre de la vitesseNous pouvons généraliser les résultats du dévelop-pement en � en onsidérant le spetre de fréquene dela vitesse de la boussole : tant que les perturbationspériodiques ne sont pas de fréquene nulle, les ordresplus élevés en � font apparaître des fréquenes du typep!�q!0 ave p et q 2 Z . Ce spetre est ompliqué maistoutes les raies peuvent s'expliquer par des ombinai-sons des fréquenes ! et !0 qui dé�nissent le nombre derotation � = !=!0.III.4.3 Nombre de rotation rationnelChaque fois que e nombre de rotation � est ration-nel, don égal à p=q, le développement en � est sin-gulier : il apparaît un arohage de fréquenes. Latrajetoire de rotation se sinde en un hapelet de qpetites résonanes. Les q résonanes font apparaître qpoints entres et autant de points ols. On peut voirun exemple de e phénomène sur la �gure III.7. Lorsd'un arohage de fréquenes, on pourrait penser quedes deux fréquenes de départ ! et !0 il n'en subsisteplus qu'une seule ; en fait, omme nous l'avons vu dansl'analyse du as partiulier de l'arohage 1/2, l'osil-lation de phase fait apparaître une nouvelle fréquene�!0 qui peut à nouveau présenter une relation de om-mensurabilité ou non ave la fréquene fondamentale.Dans le as générale, deux fréquenes subsitent dans lesystème.Par ailleurs, l'amplitude des hapelets de résonan-es est d'autant plus grande que le rationnel est simple,'est-à-dire que q est petit. A égale distane des deuxrésonanes fondamentales, on observe ainsi un hapeletde deux résonanes lié à l'arohage 1=2. Celles del'arohage 1=3 sont plus faibles et ainsi de suite.III.4.4 Tores de K.A.M.Si le rapport � = !=(
 � !) est un nombre irration-nel, le méanisme d'arohage préédent n'a plus lieuet le développement en � peut se onstruire. Cepen-dant, il est possible que e développement ne onvergepas. La trajetoire subsiste tant que la perturbationliée aux résonanes n'est pas trop forte. En introdui-sant le paramètre de stohastiité S nous avons montréomment les résonanes prinipales pouvaient pertur-ber les trajetoires passantes. L'apparition de hapeletsde résonanes seondaires va aussi ontribuer à déstabi-liser les trajetoires irrationnelles voisines. En d'autresmots, ertaines trajetoires vont rester régulières pourun système non intégrable. Cette proposition onstituele théorème KAM.Sa preuve fut un moreau de bravoure et d'ingénio-sité mathématiques de la part de Kolmogorov, Ar-nold etMoser. Son importane est apitale ar il nous

Fig. III.9: Coupe de Poinaré de la boussole à S = :9.On remarquera l'apparition des 5 îlots orrespondant àun arohage 1=5.permet d'a�rmer que ertaines trajetoires passantesomprises entre les deux résonanes prinipales reste-ront rigoureusement régulières jusqu'à une ertaine va-leur seuil du paramètre de stohastiité. Ce type detrajetoire orrespond à des séries de points se pla-çant sur les ourbes bien dé�nies de la �gure III.7. Cethéorème permet de justi�er le développement en � quenous avons ébauhé. En prinipe, il permet de dire ledomaine du paramètre � pour lequel les trajetoires res-tent régulières.III.5 Trajetoires appartenant àune résonaneNous venons de voir que le rapport � des deux fré-quenes qui aratérise une trajetoire passante, déter-mine la stabilité de ette dernière, au moins pour unparamètre de stohastiité faible. Comme e rapporthange de 0 à 1 quand la vitesse angulaire varie depuis0, près de la résonane du hamp �xe, jusqu'à 
, prèsde elle du hamp tournant, nous allons observer unealternane de rationnels et d'irrationnels qui onduità une struture de l'espae des phases très omplexe.Examinons la situation au sein d'une des résonanesprinipales.Sans que ela soit restritif, onsidérons le as de larésonane assoiée au hamp �xe. Au premier ordre, laboussole osille autour du hamp �xe ave la fréqueneDEA Champs Matière Partiules
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Fig. III.10: Coupe de Poinaré de la boussole àS = 1:30. Arohage 1/3, remarquer que les pointsols et les points entres ne sont pas répartis sur uneellipse.!. Elle est perturbée par le hamp tournant qui induitune omposante d'osillation à la fréquene 
. Noussommes don en présene d'un système ayant deuxfréquenes, omme pour les trajetoires passantes. Dela même façon, la stabilité des trajetoires va dépendredu aratère rationnel ou non du rapport � = !=
.III.5.1 Résonanes seondairesC'est à e stade que le omportement non-linéaire del'osillation de la boussole prend toute son importane.Comme nous le montre la �gure III.2, la fréquene évo-lue ontinûment depuis la fréquene des petites osilla-tions !l jusqu'à 0 pour la résonane. La situation estassez omparable à elle des trajetoires passantes oùla vitesse angulaire varie ontinûment d'une résonaneà l'autre. Toutefois, le domaine des osillations linéairesest un peu singulier puisque la variation de la fréquene! est du seond ordre pour ! � !l.On assiste don à une alternane d'arohageset de trajetoires régulières assoiées à des tores deKAM. Les arohages font apparaître des hapeletspériodiques d'îlots seondaires omme eux de la �gureIII.9. Dans le domaine où les osillations sont presquelinéaires, l'amplitude des harmoniques est petite etles arohages sont très peu marqués. Par ontre,au fur et à mesure que l'on s'éarte du entre de larésonane, les arohages deviennent plus forts et les

îlots seondaires plus larges.Les di�érents arohages ont un rapport de fré-quene !=
 borné par !l=
 = pMB0=J=
. On re-marque ainsi que lorsque l'on augmente le hamp ma-gnétique B0, les îlots d'un arohage p=q s'éartent duentre de la résonane. Ainsi, l'augmentation de !l estompensée par la déroissane de la fréquene d'osil-lation ave son amplitude. Comme les arohages sontd'autant plus intenses que le rationnel qui les araté-rise est petit, la perturbation qu'ils apportent est petitepour !l=
 << 1 et devient très importante quand !l=
approhe 1/3 et 1/2.La séparatrie de la résonane orrespond à unetrajetoire très sensible à toute perturbation (elle dupendule en équilibre instable). C'est également dansson voisinage que la fréquene d'osillation varie leplus rapidement jusqu'à s'annuler. Elle onstitue donla première région de l'espae des phases à devenirhaotique quand on augmente S, omme on peut levoir sur la �gure III.7.
III.5.2 Hiérarhie des résonanesLes arohages ne sont pas tous de la même natureet les plus forts sont partiuliers. Si notre desriptiondes arohages p=q ave q > 3 est bonne, alors lesarohages 1=3 et surtout 1=2 sont très partiuliers.Avant de les détailler, préisons pour quelles valeursde S on peut s'attendre à les observer. Choisissonsune même amplitude pour le hamp �xe et le hamptournant. Alors !l=
 = S=4. Pour atteindre le rapport1=3, il faut avoir S = 4=3 (2 pour la résonane 1=2),'est-à-dire être dans un domaine où les résonanes sereouvrent. Dans e régime, le haos a�ete la plupartdes trajetoires, et seule le ÷ur de la résonane n'estpas haotique.L'arohage 1=3 montre une première partiula-rité : les trois petits îlots auxquels il donne naissaneapparaissent à distane �nie du ÷ur de la résonaneet non pas en son entre, omme dans les as des aro-hages 1=5 ou 1=4, par exemple. De plus la struture dees îlots est di�érente de elle observée pour les autresarohages (voir �g. III.10).L'arohage 1=2 est enore plus partiulier : tan-dis que les autres arohages laissent le ÷ur de la ré-sonane indemne, l'arohage 1=2 sinde la résonaneen deux. Le point entre du ÷ur se transforme en unpoint ol tandis que deux nouveaux points entres ap-paraissent de part et d'autre omme on peut le voir surla �gure III.11. 25 janvier 1999



Transition vers le Chaos dans les Systèmes Hamiltoniens III-11

Fig. III.11: Coupe de Poinaré de la boussole àS = 1:70. Arohage 1=2. Remarquer omment etarohage sinde la résonane en deux. Les neufspetits îlots qui déorent les deux résonanes entralesorrespondent à l'arohage 4/9.III.5.3 Disparition d'une résonane pardoublement de périodeLe sénario que nous venons de dérire se reproduitpour es résonanes seondaires. Au ÷ur de la réso-nane, les deux fréquenes sont ommensurables ; il ya don arohage de fréquenes entre les mouvementsd'osillation et eux induits par la perturbation. L'exis-tene d'un arohage traduit la sensibilité de es deuxmouvements à leur phase relative. Comme elle-i estdi�érente de la phase au point entre de la résonane,elle va osiller autour ette valeur. Le hapelet d'îlotsmanifeste ette osillation.Quand es îlots sont très petits, l'osillation de ladi�érene de phase relative est très lente et le rapportde ette fréquene à elle assoiée à p=q nous fournitun nouveau nombre de rotation �1. Suivant les valeursde �1, nous observons de nouveaux arohages oudes trajetoires régulières. Lorsque S augmente, �1augmente aussi et la résonane seondaire se sinde endeux pour �1 � 1=2. Les nouvelles résonanes issuesde la résonane seondaire vont se omporter de lamême façon, et l'on assiste à une asade de divisionde résonane par deux.Nous voyons ainsi que la struture des résonanesest hiérarhique : une résonane engendre des réso-nanes qui engendrent elles-mêmes des résonanes et

ainsi de suite. On dit que l'espae des phases a unestruture auto-similaire.III.6 Stohastiité à grandeéhelleLe sénario que nous venons d'expliiter est valable àtoute valeur du paramètre S. Des suessions de réso-nanes seondaires apparaissent, mais la multipliationdes résonanes ne onsistue pas diretement le haos.Pourtant nous avions dit que les trajetoires stohas-tiques devenaient plus nombreuses quand S augmente.Par l'aroissement des largeurs relatives des résonaneonduit au haos : l'espae disponible pour les tores deKAM déroît, leurs formes sont de plus en plus tortu-rées et il �nissent par se déhirer.Une façon de quanti�er e résultat onsiste àinspeter les résonanes aux di�érents ordres hiérar-hiques. Si nous ne onsidérons que les trajetoires pas-santes, les deux résonanes prinipales onstituent lapremière génération. Imaginons que nous étudions latrajetoire orrespondant au nombre de rotation irra-tionnel �, des résonanes �lles apparaîssent de partet d'autre de la trajetoire assoiée à �. On peut re-prendre es résonanes omme une nouvelle base et ré-itérer l'opération. Se faisant, l'ampleur des résonanes�lles que l'on trouve soit roît, soit déroît au fur età mesure des itérations. Dans le deuxième as, toutesles trajetoires apparaîssent lisses aux petites éhelles :elles sont régulières. Dans le premier as les résonanespoussent les trajetoires et les déforment à toutes leséhelles. C'est ainsi que les trajetoires assoiées à des� irrationnels sont détruites. La valeur seuil que nousavons évoquée pour la stabilité des tores de K.A.M.orrespond préisément à e hangement de omporte-ment.III.6.1 Allure de l'espae des phasesL'étude loale de l'espae des phases que nous venonsde dérire permet d'entrevoir son allure : une stru-ture imbriquée de résonanes, des trajetoires régulièresprès de leurs ÷urs et des trajetoires haotiques prèsdes séparatries. Le méanisme d'ampli�ation des ré-sonanes et de destrution des tores de K.A.M. onduità l'extension des domaines haotiques.Notons en�n que deux trajetoires régulières sonttoujours nettement séparées dans l'espae des phases,tandis que deux trajetoires haotiques s'enhevêtrentet forment une mer stohastique, à la ondition dene pas être séparées par une trajetoire régulière quionstitue alors une barrière étanhe.DEA Champs Matière Partiules



III-12 V. Croquette, J.M. Flesselles et P. Le GalIII.6.2 Disparition du dernier tore deKAMAinsi tant qu'il reste un seul tore de K.A.M. entre lesdeux résonanes prinipales de la boussole, les traje-toires haotiques qui, très vite, sont apparues près dela séparatrie, ne sont pas reliées entre elles et restentloalisées autour de leurs résonanes. Quand e der-nier tore lâhe, les trajetoires haotiques explorent lesvoisinages de haune des résonanes : le haos qui ap-parait est dit à grande éhelle. L'observation des mou-vements de la boussole montre son omportement er-ratique d'un hamp à l'autre. Elle osille quelque peuautour du hamp �xe, aélère puis osille autour duhamp tournant, s'arrête brutalement avant d'osillerà nouveau autour du hamp �xe et ainsi de suite.Bibliographie[1℄ L. Landau et E. Lifhitz Méanique Ed. Mir[2℄ V. Arnold Méthodes Mathématiques de la Méa-nique Classique Ed. Mir[3℄ V. Arnold Equations Di�érentielles OrdinairesEd. Mir[4℄ Kittel Introdution à la Physique des Solides,Ed. Dunod.[5℄ P. Bergé, Y. Pomeau et C. Vidal, L'ordre dansle haos, Ed. Hermann (1984)[6℄ P. Manneville, Strutures Dissipatives Chaos etTurbulene, Colletion Aléa Salay, 91 191 Gif-sur-Yvette Cedex, (1991)[7℄ H.G. Shuster, Deterministi Chaos, VCH,(1989)[8℄ A.J. Lihtenberg and M.A. Liberman, Regu-lar and Stohasti Motion, Springer-Verlag (1983)[9℄ M. Berry, Nonlinear Dynamis Ed. S. JornaAmerian Institute of Physis. New-York (1978)p. 16[10℄ B.V. Chirikov Physis Reports 52 (1979) p. 263
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