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TD 1

Rappels sur les transitions de
phases, deux exemples

1.1 Modele d’Ising unidimensionnel par la matrice de transfert

On s’intéresse au modele d’Ising unidimensionnel avec conditions aux limites périodiques, en présence
d’un champ magnétique, régi par le hamiltonien

N N
H= _ngiai—i-l — HZO‘i, ON+1 =01
i=1 i=1
On posera h = H/ksT et 8 = J/ksT. Ce qui suit est tiré de R.J. Baxter, Ezactly solved models in

statistical mechanics (Academic Press, 1982)

1. Montrer que l'on peut écrire la fonction de partition sous la forme Z = TrT™ ou T est une matrice
2 x 2 que 'on choisira symétrique.

2. Déterminer le spectre {A;,A_} (avec AL > A_) de T et montrer que

T=PD.P!

(A 0 _( cos@ —sind
D_( 0 )\_>’ P_(sin0 cos9>

et cot 20 = e?Pshh, 0 < 0 < 5

ou

3. Montrer que 1’on peut écrire I'aimantation locale moyenne sous la forme
(0;) = Z7'Tr(S.TV)
ou S est une matrice 2 X 2 que 'on précisera.

4. Exprimer a l'aide des matrices S et T la corrélation (0;054,) (r > 0) sous la forme d’une trace. En
déduire la fonction de corrélation connexe

9(r) = (0i0itr) — () (Titr)
dans la limite thermodynamique en fonction de 8, A_/\; et r.

5. Définir puis exprimer la longueur de corrélation & en fonction de la variable 7 = e~27. Montrer que
I’aimantation se met sous la forme

h

(0i) = \/ﬁ
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lorsque 7 — 0 et h — 0. Identifier les valeurs des exposants critiques v,0,8 a ’approche de T" — 0 et
h — 0 définis par

E~T7Y, {oy) ~ A OB (r.n 1/ (B

ou ®; est une fonction sans dimension que I'on précisera. Identifier par ailleurs I'exposant n défini par

o) ~ e @2 (/)

lorsque h = 0 (d = 1 désigne la dimension de l'espace ambiant). Identifier enfin I'exposant donnant la
divergence de la capacité calorifique & volume constant Cy ~ 7~ ¢. Calculer oo — 2 + vd.

6. On se place en champ nul. Montrer que l'on peut obtenir la probabilité Py(m) que I'aimantation
locale moyenne ait la valeur m pour un systéme a N sites, a I’aide de ce qui précede. Ne pas effectuer
les calculs explicitement & ce stade. Déterminer Py (m) par la méthode la plus simple lorsque N > 1.

1.2 Transition liquide-gaz, fluides réels

On s’intéresse a un systeme de N particules classiques de masse m enfermées dans un volume V,
I'ensemble étant en contact avec un thermostat a la température T' (8 = (ksT)~!). On dénotera par
n = N/V la densité volumique de particules (v = n~!) et par A la longueur d’onde thermique de De
Broglie.

L’énergie potentielle d’interaction de deux particules séparées de r est notée V(r). Pour fixer les
idées, on aura recours & I'une des trois formes suivantes, sensées décrire avec fidélité les interactions dans
les fluides réels:

400 sir<o
Vi(r) = .

1(r) {0 sir>o
+oo sir<o

Va(r) = —& siac>r>o
0 sir > ao

= [(2)° )] i

Le parametre « qui donne la largeur du puits du potentiel (2) est a > 1. L’échelle d’énergie € > 0 donne
la profondeur du puits pour (2) et (3). La parametre o décrit le rayon de répulsion & courte distance. Le
potentiel (1) décrit d’ailleurs un ensemble de spheres dures impénétrables de diametre o. Le potentiel
(3) est le potentiel de Lennard-Jones.

1.2.1 Equation d’état et développement du viriel

L’objectif de cette partie est d’obtenir I’'équation d’état sous la forme d’un développement en puissances
de la densité:

BP = Bin + Ban? + Bsn® + ... (1.2)

Dans cette partie, on se placera dans ensemble grand-canonique, ot ¢’est le potentiel chimique p (et non
le nombre de particules) qui est fixé ; la notation n désigne ici le rapport (N)/V. On posera ¢ = A~3e®H.
Cette grandeur a les dimensions d’une densité volumique.

1/ Citer des exemples concrets de fluides correspondant aux potentiels (1) et (3). Quels sont les ordres
de grandeurs typiques de o et de 7

2/ Montrer qu’a partir d'un développement de la grande fonction de partition & l’ordre (P on peut avoir
acces a P et a n al’ordre (P.
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3/ Etablir que B; = 1 et que By = -3 [ @ f(r), avec f(r) = e #V) —1 (fonction de Mayer). Calculer
explicitement Bs pour les potentiels (1) et (2). Tracer T + Bo(T') dans ce dernier cas. Quel est le petit
parametre adimensionné du développement du viriel.

4/ Si l'on procéde & une détente isenthalpique du gaz, celui-ci va-t-il se refroidir ou se réchauffer.
Connaissez-vous une application?

5/ Dans I’étude des fluides réels, on prend souvent comme équation de départ ’équation d’état de van
der Waals,

BP =

- nb — Ban® (1.3)

Donner le sens physique de a et b. Montrer que cette forme est compatible avec le développement du

viriel, & condition d’identifier a et b avec les grandeurs caractériques du potentiel. Procéder a cette
identification explicitement dans le cas du potentiel (2).

1.2.2 Fonction de corrélation de paire

On introduit 'observable densité locale n(x) = Zf\il §3) (x—r;). On définit la fonction de corrélation

de paire définie par
1
9 (xy) = = (n()n(y)) (1.4)

n

1/ A quelle condition pourra-t-on écrire que

9% (xy) = gl x ~¥1) (L5)
2/ Calculer [d’rg(r). Que représente 47r2g(r)dr?
3/ Montrer que
ﬂP—n——/d3 rd—g r) (1.6)
Interpréter le signe de la correction a ’équation d’état des gaz parfaits.

4/ Tracer r — g(r) pour un gaz parfait, puis pour un gaz tel que 'argon (pour I’argon, on effectuera le
tracé pour deux températures distinctes).

5/ Montrer que, dans les mémes conditions qu’au 1.3, on peut développer g sous la forme
g(r) = e VO A £ ng (r) + nlga(r) +...) (1.7)

Montrer que gi(r) = [d® f(r')f(r —r'). Calculer g; explicitement dans le cas (1), et tracer g a I'ordre
n' dans ce cas.

6/ On pose G(r) = g(r) — 1. Tracer qualitativement g — S(¢) = n [ d*r e 797G (r).

1.2.3 Diagramme des phases

1/ Tracer les courbes isothermes v =n~ P(v) pour un gaz de van der Waals, pour plusieurs valeurs
de la température. On rappelle que P(v ) kB BT — 5.
2/ Montrer que la compressibilité isotherme yr = %g—}’, est une grandeur strictement positive. Au

T cste
vu de ce résultat, certaines courbes de 1/ correspondant & une température inférieure & une certaine

température critique 7, présentent une anomalie, laquelle? On y remédie habituellement en substituant
a une partie de la courbe théorique un segment horizontal. Quel critére dicte la position de ce segment ?

3/ On appelle P., v, et T, les coordonnées du point critique. Que vous inspirent le tableau et le graphe
ci-dessous?
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i
fluide | T.[ K] | v cm?®/mol | P.[10° Pa] | B.P.v. e
He 5,2 57,8 2,26 0,30 095 )
Ne | 44,4 41,7 26,9 0,31 0.90 .
H, | 331 65,0 12,8 0,31 o5 ]
N, | 126,1 90,1 33,5 0,29 |
O, | 1544 744 49,7 020 | E£°%I¢
CH, | 191,1 98,8 45,8 0,29 0754 §
CO, | 304,2 94,0 72,9 0,27 o] .
H,0 | 6474 56,3 218,3 0,23 - |
NH; | 4055 72,3 111,3 0,24  Xe o cH,
oot

0.55 1 L 1 I ! 1 1 1 1 L 1 L
00 02 04 06 08 1.0 12 14 16 1.8 20 22 24 26
n/n,

Tracé de T'/T,. en fonction de n/n. pour différents
gaz.

4/ Soit Q(V,T,u) = F — p(N) le grand potentiel, et w(n = (N)(V,T,u)/V,T,u) le grand potentiel par
unité de volume. L’équation g—;j = 0 détermine la relation entre p et T le long de 'isochore critique n..

Justifier de plus que 'on ait

0*w FPw
7(ncaTcaﬂlc) = O» %

T2 (ne,Teypbe) =0 (1.8)

Exprimer la pression critique en fonction de w(n.,Te,tc)-

5/ On pose ¢ = n — n.. Quelle sera la forme générale du développement de w(n,T,u) en puissances de

b7

6/ Montrer que xr diverge comme |T — T,|77, avec v & déterminer, au voisinage du point critique
(lorsque l'on se trouve sur l'isochore critique).

7/ Vérifier que G(r) définie en 6/ s’exprime simplement en termes des fluctuations locales de densité
(n(0)n(r)) — (n(0))(n(r)). Relier [ d*r G(r) d'une part & S(0), d’autre part & y7. On peut montrer que
I'intensité de la lumiere (de longueur d’onde X) diffusée par le gaz dans la direction € est proportionnelle
a S(q = 4msin(6/2)/Xo). Une théorie approchée due a Ornstein et Zernike prédit

kgT

_ 1.9
T1+Kq2ngx% (1.9)

S(q) = nx

ou K est une constante. Cela permet-il de rendre compte du phénomene d’opalescence critique?

8/ Montrer que la différence de densité dans la phase liquide et dans la phase gazeuse tend vers 0 comme
|T —T.|?, avec B & déterminer.
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TD 2

Champ moyen

2.1 Le modele d’Ising antiferromagnétique

Un cristal antiferromagnétique est constitué d’ions magnétiques répartis sur deux sous-réseaux a
et b qui s’interpénetrent, tels que les v plus proches voisins d’un ion du sous-réseau a soient situés sur
les noeuds du sous-réseau b, et vice-versa. L’énergie d’échange J > 0 entre ions plus proches voisins est
positive, ce qui favorise 'alignement antiparalléle des spins situés sur des sous-réseaux différents.

Un tel cristal aura toujours une aimantation globale nulle en I'absence de champ extérieur, mais en
dessous d’une température critique, dite temperature de Néel Ty, on observe, en champ nul, 'apparition
d’aimantations spontanées et opposées M, et M, sur les deux sous-réseaux.

Ici, on étudiera le phénomene dans le cadre d’'un modele d’Ising, avec couplage antiferromagnétique
entre plus proches voisins. Chaque spin (scalaire) S; (1 < ¢ < N) ne peut prendre que les valeurs +1
correspondant aux deux projections possibles le long de I’axe de quantification matérialisé par la direction
du champ B. On désignera par N, = N, = N/2 le nombre de spins sur chacun des deux sous réseaux.
Le hamiltonien des spins est donc de la forme

H=+J >  8S;—-BY Si—BY S, (2.1)
<i€a,jEbL> i€a jEb
ou i € a (resp. j € b) indique que le somme sur les spins ¢ appartenant au sous-réseau a (resp. b). La

somme sur < ¢,7 > porte sur les plus proches voisins i et j.

On désignera par M, et M; les moyennes thermiques des aimantations sur les deux sous-réseaux :
My=()_S), My=(>_ S
i€a icb
et on posera S, = M, /N, et S, = My/Np.
1. Quelle(s) expérience(s) permettraient de mettre en évidence 1'ordre antiferromagnétique qui apparait
pour T" < Ty 7 Donner des exemples de corps antiferromagnétiques. Quelle est I'origine physique, dans

ces substances, de la positivité de l'interaction d’échange? Existe-t-il des applications des antiferro-
magnétiques?

2. Quelles sont les valeurs de I’énergie F et de 'aimantation totale M = M, + M} du cristal dans 1’état
fondamental, c’est-a-dire & température nulle, en 1'absence de champ extérieur (B = 0)? Quelle est la
dégénerescence de cet état?

3. Définir et effectuer l'approximation de champ moyen dans le hamiltonien H de 1’équation (2.1).
Montrer que, dans le cadre de cette approximation, la forme champ moyen du hamiltonien est

Hem =Ho+ D _hi+ Y _h;

i€a jeb
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ou h; et h; sont des hamiltoniens a un spin que l'on précisera, ainsi que le termne constant H.

4. Calculer la fonction de partition canonique Z, puis I’énergie libre F' dans ’approximation de champ
moyen. On exprimera ces quantités en fonction des variables T', B, S, et Sp.

5. Une méthode autocohérente pour déterminer les valeurs de S, et Sy consiste & minimiser ’expression
de ’énergie libre par rapport a ces variables a T et B fixés. Une autre méthode consiste a déterminer les
moyennes thermiques S, et S, en utilisant comme hamiltonien Hy,. Ecrire les équations qui déterminent
ces valeurs autocohérentes. Commenter la similarité des résultats produits par les deux méthodes.

6. On considere d’abord le cas du champ nul (B = 0). Ecrire les équations d’autocohérence obtenues en
5, et montrer qu’elles impliquent S, = —S, (on posera alors S = S,). La propriété S, = —S, reste-t-elle
vraie hors ’approximation de champ moyen? En déduire I’équation unique qui détermine S, quelle que
soit la température. Esquisser schématiquement la solution graphique de cette équation. Montrer qu’en
dessous d’une température critique, appelée température de Néel T, I’équation admet une solution non
nulle S # 0 (phase antiferromagnétique) alors que pour T' > Ty, seule S = 0 est solution. Donner
I'expression de T. Montrer que pour T' < T, la solution S = 0 n’est pas physique.

7. Toujours en champ nul, on s’intéresse au voisinage immédiat de la température de Néel. Déterminer
le comportement du parametre d’ordre, a savoir I'aimantation partielle par spin S, en fonction de la
température, a ’ordre le plus bas dans ’écart relatif e = T%;T > 0. En déduire la valeur de I’exposant
critique régissant le comportement de S au voisinage de Ty. Pour T fixée, voisine de Ty, développer
I'énergie libre en puissance de S, jusqu’a l'ordre S*. Représenter schématiquement 1'énergie libre en

fonction de S, sur tout le domaine de variation de S, pour T' > Ty et pour T' < Tl .

8. Calculer I'énergie interne U du modele en champ nul. En étudiant le voisinage du point critique,
montrer que la chaleur spécifique Cy possede une discontinuité en T' = Ty que l'on précisera.

9. On s’intéresse ensuite a 'aimantation M induite dans le systéme par un champ extérieur B. Donner
Pexpression générale de M dans le cadre de 'approximation de champ moyen. On se place d’abord
dans la phase paramagnétique (T' > Ty ). Calculer Paimantation M en champ faible et en déduire la
susceptibilité magnétique en champ nul

oM

X~ 9B s=o

Commenter le comportement de y lorsque T" — T;. Montrer que les aimantations partielles M, et M,
sont égales en champ faible. On examinera ensuite la phase antiferromagnétique (7' < Ty). Exprimer

la susceptibilité x en fonction des susceptibilités partielles x, = %% et xp = % . Ecrire
= =0

les équations couplées qui déterminent y, et xp. Exprimer ces susceptibilités partielles en fonction du
parametre d’ordre en champ nul S. En déduire I'expression de x en fonction de ’écart relatif € a 'ordre le
plus bas en e. Calculer la limite de x lorsque T'— T’ (¢ — 07). Dessiner schématiquement la variation
de x avec T au voisinage de Ty. Comparer ce comportement a celui obtenu dans le cas ferromagnétique.

10. Finalement, on souhaite déterminer le comportement de la susceptibilité y dans la limite des tres
basses (T < Ty) et des tres hautes (T > Tx) températures. Dans la premiere limite, on calculera
a partir de I’expression champ moyen obtenue en 9. Dans 'autre limite, on utilisera un développement
haute température : apres avoir démontré que

on développera le numérateur et le dénominateur en puissances de 7!, en se limitant au premier ordre.
En déduire I’expression de y & l'ordre T—2. Montrer que la susceptibilité est inférieure & celle prédite
par la loi de Curie pour un cristal paramagnétique (J = 0). Pourquoi? Comparer le résultat obtenu a la
prédiction de la théorie de champ moyen.
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2.2 Théorie de Maier-Saupe pour la phase nématique des cris-
taux liquides

Les cristaux liquides sont composés de longues molécules (comme des tiges). On peut les rencontrer
dans plusieurs états: une phase isotrope ol les orientations et les positions des tiges sont aléatoires;
une phase nématique ou les positions sont aléatoires, mais les tiges s’orientent toutes dans une direction
privilégiée (caractérisée par un vecteur appelé directeur); des phases smectiques ou les tiges s’orientent
dans une direction privilégiée comme dans la phase nématique, mais les molécules s’empilent en couches
paralleles (dans chaque couche, elles se répartissent aléatoirement).

isotrope nématique smectique (A)

Phases que I'on peut observer dans les cristaux liquides.

On ne s’intéresse ici qu’a la transition isotrope-nématique. A haute température, le cristal liquide se
comporte comme un fluide isotrope. En baissant la température apparait alors la phase nématique qui
présente un ordre orientationnel a longue distance. Dans cette phase, la symétrie de rotation est brisée
(mais pas linvariance par translation). Seules des rotations autour de ’axe directeur laissent invariante
la phase nématique. Le modele le plus simple pour un systéme nématique est un modele sur réseau (on
supprime les fluctuations des positions en préservant 'invariance par translation). Dans le cadre de ce
modele, le hamiltonien régissant les interactions entre molécules a pour expression

H=—¢ Z (w; - v )? (2.2)
<>
olt u; est le vecteur unité caractérisant l'orientation de la molécule i (on notera uf, p = 1,2,3 ses

composantes dans une base de 'espace a 3 dimensions), et la somme sur < ¢,j > porte sur les paires de
plus proches voisins sur un réseau cubique tridimensionnel.

1. Justifier par des arguments qualitatifs la forme du hamiltonien. Quel est 'ordre de grandeur de €7
Quel type d’expérience permettrait de distinguer les deux phases?

2. En chaque site ¢ on définit le tenseur o; par

3 1
ol = iufu;’ — 56’“’ (2.3)
Montrer que le hamiltonien prend la forme
H=-J Tr(oi0;) + cste (2.4)

<i,j>
On précisera I'expression de J en fonction de .
3. On pose Q = (o;). Définir et effectuer Papproximation de champ moyen sur le hamiltonien H. On

obtient alors un hamiltonien de champ moyen H.,, simplifié. Préciser ’expression de H.,, en fonction
de @ et des o;. Peut-on choisir () comme parametre d’ordre?

4. Montrer que Tr(Q) = 0. Justifier que @ doit avoir la forme matricielle suivante (dans une base ou le
directeur est selon la troisieme direction) :

Q= (2.5)

o ovik
\
ovk O
K O O
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5. Montrer que
I N2 Z P
Hcm = 5‘] qg — 9Jq : 2(COS 91) (26)

3
ol Py(z) = 32% — ] et 0; est Pangle azimuthal de la molécule 4.

6. Trouver, sans évaluer les intégrales angulaires explicitement, une expression pour l’énergie libre du
systeme et montrer qu’un développement limité de ’énergie libre en puissances de ¢ comprend un terme
cubique. En déduire 'ordre de la transition.

7. Tracer qualitativement ¢ en fonction de 7.
8. Par minimisation de 1’énergie libre, montrer que ¢ satisfait la condition d’autocohérence

Lll dz Py(z)ef97aP2(@)

2.7
f_11 dz eB9JqP2(x) (2.7)
Pourquoi est-il inutile de chercher une solution a cette équation a priori dans la limite ou ¢ — 0.
9. Montrer que I’énergie interne du systeme est £ = —%J q?. Tracer qualitativement la capacité calorifique

en fonction de la température.

10. Résolution numérique. — Proposer un algorithme de résolution numérique de I’équation donnant ¢
en fonction de 7'

2.3 Ferro-électriques ferro-magnétiques

On se propose d’étudier dans le cadre de la théorie de Landau les propriétés d’un systéme qui présente
une transition ferromagnétique du second ordre a une température T;, puis une transition ferroélectrique
du second ordre & une température T, < T},,. On a donc:

Pour T, < T, < T le systeme est paramagnétique et paraélectrique.
Pour T, < T < T,, le systeme est ferromagnétique et paraélectrique.
Pour T' < T, < T,, le systeme est ferromagnétique et ferroélectrique.

1/ On suppose que les orientations de 'aimantation M et de la polarisation P sont paralléles et que T,
et T, sont proches. Montrer qu’au quatrieme ordre en M et P ’énergie libre de Landau s’écrit :

Fr(T,M,P) = Fy(T) + % (a1(T — 61)M? + as(T — 62) P?) + i(blM‘* + b P* + 2cM?P?) |

ou les aj, les bj, les 0; et ¢ sont des constantes.

2/ Déterminer T, et T, et donner les expressions de M et P en fonction de T'. Quelles relations doivent
satisfaire a1, ag, by, ba, ¢, 61 et 05 pour que les diverses phases soient stables?

3/ Montrer que M est continue a T, mais que dM/dT ne lest pas.

4/ Ecrire les équations donnant M /OB, OP/OB, OP/OE et OM/OE ot H et E sont des champs externes
magnétique et électrique. Déterminer le comportement de ces 4 quantités lorsque T'— T, & champ nul.
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TD 3

Théorie de Landau des cristaux
liquides

Un cristal liquide est formé de molécules allongées que ’on peut se
représenter comme des batonnets. L’orientation du batonnet « est
repérée par un vecteur unitaire 7(®. Le batonnet n’ayant pas de
“téte” ou de “queue”, on ne peut choisir indifféremment 7 (%) ou
—7(®) pour repérer son orientation: il en résulte que la moyenne
(7(@)) prise sur un petit volume est nulle, méme si les batonnets
ont une orientation privilégiée dans Iespace (comme illustré sur la
figure ci-contre). Pour définir un parametre d’ordre orientationnel
on utilise donc un tenseur Q quadratique en 7 (®):

Qi (7) = <v§‘”v§-a> _ ;5i7j> . (3.1)
Schéma de l'ordre orien-
Dans cette expression la moyenne est & comprendre comme tationnel dans la phase
(++) =% > ,(-++) ot la somme porte sur les N molécules conte- nématique d’un cristal Ii-
nues dans un petit volume autour du point 7. La dépendance en quide.

7 ne sera prise en compte que dans la section 3.3.

Dans (3.1), 1/1.(0‘) est la i*™° composante (i € {1,2,3}) du vecteur normé 7 (®) sur un triedre {&),&5,63}
fixe dans le laboratoire.

3.1 Propriété du parametre d’ordre

1/ Montrer que si l'orientation des vecteurs 7/ (@) est distribuée de maniére isotrope alors Qi; = 0. Pour
cela, plutét que de moyenner sur plusieurs molécules comme dans (3.1), on pourra ne considérer qu'un
seul vecteur ¥ d’orientation aléatoire et isotrope et moyenner sur son orientation.

2/ Montrer que Tr(@Q) = 0. On en déduit que l’on peut écrire les 3 valeurs propres de ) avec seulement 2
parametres réels (notés S et n ci-dessous). Dans un systéme de coordonnées qui diagonalise @) on choisit
d’écrire

25 0 0
Q=10 —%S+n 0 , avec S>n>0. (3.2)
0 0 —3S -7

Tres souvent = 0. Dans ce cas on dit que le cristal liquide est uniaxe (sinon il est biaxe).

(a) Pour comprendre & quoi cela correspond, considérer le cas schématique d’un seul batonnet dont le
vecteur directeur 7 peut prendre 4 valeurs: € ou —€; avec une probabilité p/2 et & ou —eé; avec
une probabilité (1 — p)/2. A priori p € [0,1] mais on se place dans la configuration ou % <p<l,
de sorte que la direction €] est toujours privilégiée par rapport a €.
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Montrer que dans ce cas @ est diagonal dans le référentiel {€7,62,65} et donner les valeurs de S et
de 7. Discuter les notions d’uniaxialité et de biaxialité sur cet exemple.

(b) Dans le cas ou n = 0, montrer que si I’on note 7 la direction privilégiée d’orientation des batonnets
(7 est le vecteur propre associé a la valeur propre la plus élevée de @) on a I'expression valable
dans tous les référentiels:

Qij = S(nmj — %&"j) . (33)
Dans une phase isotrope S = 0, et dans une phase nématique 0 < S < 1 mesure le degré d’aligne-
ment des molécules. Le vecteur 77 est appelé le directeur.

3/ En présence d’un champ magnétique H (7) le cristal liquide développe un moment magnétique M (7)
avec M; = Z?Zl Xi;H;, ou x;; est le tenseur de susceptibilité magnétique qui se met sous la forme y;; =
Xs0ij + Xalij, O Xs €t Xa sont respectivement la composante isotrope et anisotrope de la susceptibilité
magnétique. Montrer que dans le cas d’un cristal liquide uniaxe la contribution correspondante a 1’énergie
libre est

- o N2 1]
Frag & -5 d?’rM.H:—%/dSr <XSH2+XaS{(ﬁ-H) —3H2D . (3.4)

3.2 Théorie de Landau de la transition nématique-isotrope

On veut construire une énergie libre de Landau F,(Q) pour un cristal uniaxe. F;, doit étre invariante
si on fait subir une rotation globale au systeme, c’est a dire si ’on change de maniere globale I'orientation
de tous les batonnets sans changer leurs orientations relatives. Les seuls invariants scalaires construits a
partir de Q qui ont cette propriété sont les traces des puissances de Q: Tr(Q?), Tr(Q?) ... En I'absence
de champ extérieur on écrit donc la densité d’énergie libre sous la forme:

F,(Q,T) 3a 3b

E S RQT) =S X T (@) -

ou a, b et ¢ sont des constantes réelles positives.

Tr (Q*) + %g (Tr (Q?))2 + - (3.5)

1/ Exprimer f, en fonction de S pour un cristal liquide uniaxe. Expliquer pourquoi il n’y a pas de terme
Tr(Q) dans (3.5), ni de terme en Tr(Q*).

2/ Montrer que 1’énergie libre (3.5) décrit une
transition du premier ordre entre une phase

isotrope et une phase nématique. Pour trai- 0.14- -

posé organique dont la structure chimique est

la suivante CsHi CN -.02- — —
10 20 30 40 50

Exprimer la température T, de la transition

— =
ter cette question il est conseillé de s’aider oo ] ‘%
de graphes décrivant le comportement de F} by 0.10 *
en fonction de S pour plusieurs valeurs fixées OoE ]
de T. Discuter les résultats expérimentaux S 0.064
présentés figure ci-contre, correspondant a des RS ]
mesures effectuées sur le 5CB qui est un com- a 0.02]

= ]

<

en fonction des parametres du probléme. On T [°C]

identifiera également une température T** Anisotropie magnétique Ax/p du cristal liquide 5CB
telle que pour T, < T < T** la phase en fonction de la température. p est la masse volu-
nématique est métastable. Donner 1’expres- mique, Ax est la différence entre les deux valeurs
sion de T** en fonction des parametres du propres du tenseur de susceptibilité magnétique x;;.

probleme. Discuter de la stabilité de la phase Figure extraite de la thése de B. J. Frisken (1989).
isotrope pour T < T* et T* < T < T..

3/ On place ’échantillon en présence d’un champ magnétique H parallele au directeur 7.
(a) Montrer que tout se passe comme si on ajoutait & ’expression de f,,(S,T) obtenue en B.1 un terme
—h x S, ou 'on donnera ’expression de h en fonction de H, ug et xa.

(b) Montrer alors que, pour T' > T, S est proportionnel & h en champ faible. Que vaut la constante
de proportionnalité?
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(¢) L’anisotropie associée & l'ordre orientationnel se traduit par une bi-réfringence optique du cristal
liquide. On montre que la différence An entre les deux indices de réfraction est proportionnelle &
S. Discuter alors le comportement de la constante de Cotton-Mouton An/H? en fonction de T
(pour T > T.). Comparer aux résultats expérimentaux de la figure ci-dessous, obtenue avec des
mesures sur le MBBA qui est un composé organique dont la structure chimique est la suivante:

C4H9@N:CH@O—CH3

HEran aTs 10'%)
s

=]

48 52 13 [-1a]
TEMPERATURE I*C)

=]
5
Y

Inverse de la constante de Cotton-Mouton tracé en fonction de la température, pour deux échantillons
(dont les températures de transition sont légérement différentes) du cristal liquide MBBA. Figure extraite
de T. W. Stinson III and J. D. Litster, Phys. Rev. Lett. 25, 503 (1970).

3.3 Déformation statique dans un cristal nématique

On se place dans une configuration nématique uniaxe ou le parametre S est homogene avec S = 1 et
ou le directeur 77 peut dépendre de la position. En utilisant des raisonnements généraux on peut justifier
I’écriture suivante de ’énergie libre:

F, [ﬁ(f),ﬁ(f)} - /d3r {;K [(6 A2V A ﬁﬂ . % Xa(H - ﬁ)2} , (3.6)

ou K est une constante positive.

1/ Justifier la forme du couplage magnétique dans (3.6). Pourquoi la contribution (3.5) n’apparait-elle
pas?

2/ On considére un dispositif ott le cristal liquide occupe 1’espace entre deux parois de verre. L’interaction
entre le nématique et le verre est telle que le directeur est contraint d’étre perpendiculaire a la surface du
verre sur chaque paroi. On applique un champ magnétique parallele aux parois. Lorsque l'intensité du
champ dépasse un certains seuil H,, les propriétés optiques du systeme changent brutalement. C’est
cet effet, observé pour la premiere fois par Frédericksz et ses collaborateurs (1927 et 1933), que 'on se
propose de décrire.

Le cristal liquide est placé entre deux parois paralleles au plan yOz et situées aux abscisses x = 0 et
x = L (cf. Figure ci-dessous). La surface latérale des parois est notée L,L,. On repere lorientation du
directeur 7 par un angle 6(z): @ = cos(x) €, + sin0(z) €,, avec #(0) = (L) = 0. Le champ magnétique
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est uniforme et vaut H = H €y-

H

— L —

bﬂc

Dispositif de Frédericksz. L’orientation des batonnets est représentée schématiquement par les seg-

ments en traits pleins. Les parois en verre sont les rectangles hachurés.

(a)
(b)

Ecrire énergie libre par unité d’aire de paroi [c’est & dire F,,/(L,L.)] comme une fonctionnelle de
0(x).
Mountrer que l'orientation 6(x) obéit & I'équation

'S &0 +sinfcosf =0 (3.7
— +sin =0. .
dx?

ou & = /K/(moxaH?) est la longueur magnétique. Voyez-vous une solution triviale de cette

équation? Commenter.

On cherche une solution non triviale de (3.7) ou la valeur maximale de 6(z) n’est pas nulle, mais
reste faible, de sorte que |6(z)] < 1. Donner, en résolvant (3.7) de maniére approchée, la forme
correspondante de 6(z). Justifier que dans ce cas la solution la plus simple correspond & L/§ = 7.
En déduire la valeur du champ critique de Frédericksz:

T K
Heig = — 4/ . 3.8
’ L Ho Xa ( )

Pour les courageux: résoudre cette question en cherchant une intégrale premiére de (3.7) et en vous
inspirant du cours.
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TD 4

Théorie de Ginzburg—Landau

En 1950 Ginzburg et Landau ont proposé une théorie phénoménologique de la supraconductivité
inspirée de la théorie de Landau des transitions de phase du second ordre (1937). Il ont utilisé un
parametre d’ordre complexe ¢(7) dont le sens physique n’était pas clair & ’époque, et qu’on a interprété
depuis comme décrivant un champ de paires d’électrons. Ils ont écrit I’énergie libre du systéme en présence
d’un champ magnétique en imposant I'invariance de jauge (c’est ce qu’on appelle en théorie des champs
le “couplage minimal”). Cela permet de décrire trés correctement les riches effets causés par U'interaction
mutuelle d’'un supraconducteur et d’'un champ magnétique.

4.1 Energie libre de Ginzburg-Landau

On décrit la phase supraconductrice d’'un métal par un parametre d’ordre complexe ¢(7) qui joue
le r6le d’une fonction d’onde effective. En présence d’une induction magnétique B(7) 1’énergie libre de

Ginzburg-Landau est
F F(T)+/d3 (e _lag),
= P _ 4
0 2m h

m et ¢ sont deux parametres du modele. La valeur de m est arbitraire, on verra que celle de ¢ ne 'est
pas. A(7) est le potentiel vecteur, il est défini & un gradient pres (B = VA A). d est un parametre positif
constant, et a = a X (T — T.) ot @ > 0 et T, est la température de la transition supraconductrice.

2

d B2
2, %4
+ al@| +2\¢| +2N0} ) (4.1)

1/ En extrémisant F' par rapport aux variations de ¢* et de /Y, dériver les équations qui décrivent la
configuration d’équilibre du parametre d’ordre et du champ:

1 /= 2 )
%(lhva) d+ap+d|ePe=0, (4.2)

et
2 .
- = - . 2o 0 2_,_1qﬁ g
VAB=pod, o J()=—L|pPA 72m(¢> Vo ¢v¢). (4.3)

Indication: il est utile d’utiliser une intégration par parties afin d’écrire [ d*r|(V — %g)¢|2 = [dPro*(iV+ %g)zd).
Montrer que si on écrit ¢ = /p(7) exp{if(7)} alors la densité de (super)-courant se met sous la forme

2/ Vérifier que si on effectue un changement de jauge sur le potentiel vecteur A A=A+ ﬁx alors
la nouvelle solution de (4.2) est ¢'(7") = ¢(7) exp{iZ x(7)}. Vérifier alors que I'expression (4.1) de F' est
invariante par changement de jauge (si 'on fait de maniere concommitante les changements A= A et
¢ — ¢'), et qu’il en va de méme pour la densité de courant J,.

3/ En l'absence de tout champ magnétique, donner pour un systéme uniforme, I’expression de la densité
de paires pg en fonction de la température. Si on se place dans un cas non uniforme modele ou on impose
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que ¢(7) soit nul sur le demi-espace z < 0, vérifier que pour x > 0 (et T' < T) on a

¢(x)::vﬁmtanh,<wgig> : (4.4)

ou ¢ est appelée “longueur de cohérence” (on donnera son expression en fonction des parameétres du
probléeme).

4/ Dans les deux derniéres questions de cette section on décrit 'interaction du champ électromagnétique
avec le supraconducteur de maniere simplifiée: la densité de paires (p = ¢*¢) n’est pas affectée par le
champ électromagnétique et garde la valeur constante py que 'on vient de déterminer. On ne considére
que des champs électromagnétiques faibles qui, s’ils n’affectent pas la densité de paires, peuvent toutefois
induire des courants dans le supraconducteur, de sorte que 'on écrit le champ de paires sous la forme

o(7) = /po exp{if(7)}.
On se place dans une configuration ou la moitié > 0 de I'espace est occupée par le milieu supra-
conducteur avec un champ de la forme ¢ = ,/pg exp{if(7)}, tandis que le vide régne dans la moitié 2 < 0

(¢ =0).

(a) Montrer, en utilisant ’équation de Maxwell-Ampere déterminée & la question 1/, que dans le
supraconducteur le champ magnétique vérifie —AB + % = (. On donnera l'expression de I'échelle
de longueur caractéristique A, du probléme (dite longueur de London).

(b) Imposons un champ uniforme éo = Bye€, dans le demi-espace x < 0. Déterminer alors le champ
B(z) dans le demi-espace z > 0.

(¢c) Montrer effet Meissner qui s’énonce ainsi: “ il ne peut exister de champ magnétique uniforme &
I'intérieur d’un supraconducteur ”.

5/ On considére un échantillon supraconducteur placé dans un champ magnétique statique.

(a) Dans le supraconducteur, loin de la surface, justifier que j; = 0, et montrer alors que le long de
tout chemin % partant d’un point 7 et allant & 7 on a

‘éAM:SM@me]

(b) On considere un supraconducteur de forme torique et
on applique la formule précédente le long de la courbe
fermée marquée en pointillés sur la figure ci-contre.
On remarquera que le champ ¢ doit étre monovalué,
mais que cette contrainte peut étre relaxée pour la
phase 6 dans un supraconducteur de forme non sim-
plement connexe.

Montrer alors que le flux de B a travers la surface
délimitée par la courbe % est quantifié en unités de
CI)O =h / q.

(c) Les expériences de Doll et Nabauer >
K , (I)/(I)O 30| PO S

et de Deaver et Fairbank ont montré
en 1961 que le flux est quantifié avec 20 <
un quantum valant &, = 2,07 x 107 0332
gauss.cm? (cf. figure ci-contre). 1ol RS TEE L T
Quelle est la valeur correspondante
de la charge ¢ (on l'exprimera en iyt e

unité de la charge élémentaire)? Dis- bl ol
cuter. By [gauss]

Flux traversant un cylindre supraconducteur creux (en étain) en
fonction du champ magnétique appliqué. La figure est tirée de
B. S. Deaver et W. M. Fairbank, Phys. Rev. Lett. 7, 43 (1961).
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4.2 Thermodynamique et magnétisme

1/ Rappels magnétisme dans un milieu. L’induction magnethue B est la valeur du champ micro-
scopique b moyennée sur un volume petlt a I’échelle macroscoplque B= <b> La valeur moyennee de la
densité de courant s’écrit () = V A M + Joona ot M est la densité de moment magnétique et Joond la
densité de “courant de conduction” (elle est nulle si aucun courant n’est injecté dans le systeme)!. On
définit le champ magnétique? par H= ﬁg - M , il vérifie VAH=Joona.

Remarque: a lintérieur d’un supraconducteur, 'effet Meissner impose que M = —H (é = 0).
La susceptibilité magnétique x = dM/dH|,_, vaut donc exactement -1. On parle de diamagnétisme
parfait: le courant induit J, produit un écrantage parfait. Par contre, dans I’état normal le systeme que
nous considérons n’a pas de propriété magnétique particuliere, et un champ magnétique statique pénetre
parfaitement dans I’échantillon.

2/ On se place dans la configuration ot aucun courant n’est injecté dans le supraconducteur. Le super-
courant J, est donc induit par le champ magnétique extérieur (il est donc de la forme J, =V AM ). A
Pextérieur du supraconducteur il y a des courants de conduction notés fext (et non plus jcond) qui créent
le champ magnétique®. On a donc une distinction claire entre J, (qui n’est non nul qu’a lintérieur du
supraconducteur) et Tot (qui n’est non nul que hors du supraconducteur).

On soumet le matériau & un champ magnétique et on considére une situation ou, a température
fixée, B(F) — B(F) 4+ 6 B(7'). L’opération est effectuée en un temps dt, elle est supposée quasi-statique
et réversible. Montrer que le travail dW regu par le systeme est

Lol - - 6B
W = fét/E.Jextddr , ou VAE= 57 (4.5)

E étant le champ électrique généré par la variation de B. Justifier que 'on peut identifier 6W avec la
variation d’énergie libre § F' du systeme et que si dans (4.5) on élimine Jey; au profit de H, une intégration
par parties permet d’écrire

6F = / *rH.68B . (4.6)

3/ On définit I’équivalent de lenthalpie libre G g [d3r B.H. Montrer qu'a T et Tt fixés

Pétat d’équilibre du systéme correspond a un extrémum de G (indication: montrer que 6G + S0T =
—f ff.éthd?’r). Les courageux pourront montrer que l'extrémisation de G par rapport aux variations
de A conduit — & Joy fixé — & une équation équivalente & Maxwell-Ampere (4.3). Cela justifie que par la
suite on travaille toujours avec les équations (4.2) et (4.3).

4/ On place 'échantillon & T' < T, dans une bobine ol régne un champ magnétique H. L’expérience
montre que la supraconductivité est brisée si le champ est supérieur & un champ magnétique H.(T') qui
se comporte approximativement comme H,.(T) = H.(0)(1 — T?%/T?).

En comparant les enthalpies libres de Ginzburg-Landau pour un systeme supraconducteur et un
systéme normal, donner la forme de H.(T) prédite par la théorie de Ginzburg-Landau. L’accord est il
bon avec l'expérience pour T € [0,7.]? Et au voisinage de 7.7

4.3 Interface entre les phases normales et supraconductrices

On considere une interface plane entre les phases normales et supraconductrices a 'intérieur de
I’échantillon, le systeme baignant dans un champ magnétique H.. L’interface est le plan yOz et I'axe
x pointe vers la phase supraconductrice. La distribution de toutes les quantités ne dépend que de la
coordonnée x. On choisit d’exprimer le potentiel vecteur dans la jauge de Coulomb (6/1’ = 0), de sorte

1. On pourra se rafraichir rapidement la mémoire sur les matériaux magnétiques en lisant les 4 premiéres pages du
chapitre IV de “Electrodynamics of continuous media”, Landau et Lifshitz Volume 8.

2. Parfois appelé “excitation magnétique” dans la littérature frangaise.

3. Typiquement on met 1’échantillon dans une bobine.
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que dA,/dxz = 0, et qu'il est donc possible de prendre A, = 0. On choisit alors I’axe Oy de sorte que ¢,
soit toujours colinéaire & A: A = (0,A(z),0) et alors B = (0,0,dA/dz).

1/ En utilisant les relations entre H , E, M et J, montrer que dans tout I’espace le champ magnétique
garde la valeur constante H = (0,0,H.).

2/ Justifier que I'on définisse la tension de surface comme

00 h2 . iq—»

ol gnc est la densité d’enthalpie libre dans la phase normale uniforme en présence d’un champ H, (gn est
exactement égale a la densité d’enthalpie libre gs. dans la phase supraconductrice uniforme en présence
d’un champ H.).

2 d B2
+ alo|? + 5\<z>|4 to - B(z)H,. — gm} , (4.7)
Ho

3/ Montrer que ¢ est solution de ’équation

h2 d2¢ 2A2
s (o T b)) ol 0. (48)
et que A(z) est solution de
d?A 2
T = P @) A) - (4.9)

L’équation (4.8) ayant des coefficients réels on peut choisir ¢ réel, ce qu’on fera désormais. On uti