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EXAMEN d’ELECTRODYNAMIQUE CLASSIQUE et QUANTIQUE

Durée : 3 heures

Les calculatrices, les polycopiés et les notes de cours et de travauz dirigés sont autorisés.

Baréme approzimatif : A = 10 points ; B = 10 points ; C = 10 points.

Les parties B et C sont indépendantes. A chaque étape on pourra, en cas de difficulté, admettre les
résultats de la question et passer a la suite.

Monopoles magnétiques

A Généralités.

En suivant une méthode proposée par Dirac, nous allons symétriser les équations de Maxwell sous
la dualité électrique-magnétique et montrer que cela implique 1’existence de monopoles magnétiques
(analogues pour le magnétisme des charges électriques ponctuelles), dont nous étudierons les pro-
priétés.

1/ Ecrire les équations de Maxwell (en I’absence de charge et de courant) sous forme covariante
relativiste.

2/ Comment se modifient le tenseur *F* et les champs E et B lors de la transformation, dite
transformation de dualité électrique/magnétique : F* — *FF 7 Vérifier que les équations écrites
en 1/ sont bien invariantes sous cette transformation.

3/ On considére maintenant les équations de Maxwell en présence de matiere. Plus exactement,
on les écrit :
OuFM = poJ”, et O, F" = po K, (A1)

ot KH(7,t) = (co(7,t), K (7,1)).

(a) Rappeler la signification des composantes de J#(7,¢). Comment doivent se transformer J*
et K" pour que le systeme d’équations (A1) soit invariant sous effet de la transformation de
dualité électrique/magnétique ?

(b) Ecrire la forme vectorielle des équations de Maxwell qui correspondent (Al). On pourra,
soit traduire (Al) en relations vectorielles, soit appliquer la transformation de dualité aux
deux équations de Maxwell qui ne sont pas modifiées pour obtenir la nouvelle forme des deux
autres.

4/ On suppose que la fonction o(7) est indépendante du temps et qu’elle est localisée dans un do-
maine  de 'espace tridimensionnel (c’est-a-dire o(7) = 0 si 7 ¢ Q) et on note G = [[[, d®v o(7).
Exprimer en fonction de G le flux de champ magnétique a travers une surface S fermée entourant
Q. Comment peut-on alors interpréter G ? Quelles sont ses dimensions ?

5/ On considére un monopdle magnétique immobile, ¢’est & dire une charge magnétique g ponctuelle
fixe placée & L'origine: o(7) = g 8 (7). Donner I’expression du champ magnétique By, (7) créé par
ce monopole.
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Indication: On pourra chercher By, () sous la forme C5* T—; et démontrer que C5° = g/(4meqc).



B Solénoide infini.

On revient dans toute cette section dans le cadre de 1’électromagnétisme usuel. Nous allons montrer
que P'extrémité d’un solénoide infiniment mince et long modélise un monopdle magnétique.

Nous considérons donc un tel solénoide qui s’étend le long de ’axe des z depuis 'origine jusqu’a
z — 4o00. On écrit le champ magnétique créé par ce solénoide dans tout ’espace sous la forme
B = By, + B ol Em(F ) est le champ déterminé a la question A.5/, et

Bs(7) = a8(x)5(y)0(2) €. (B1)
est le champ qui régne a l'intérieur du solénoide!. Déterminer la constante a qui apparait dans
(B1) afin que le champ B soit un champ acceptable pour la magnéto-statique usuelle?.

1/ Nous allons démontrer ici que le champ B dérive
d’un potentiel vecteur A dont l’expression en coor-
données sphériques est:

e g 1+4+cosf _
A7) = — —E,. B2
(™) dmege 1 sinf Ce (B2)

(a) Déterminer la zone de I'espace oli A est singulier. C > 2

(b) Montrer que sur T = {R? privé du demi-axe ;
z>0},onaVAA=B. 9 /

(c) Pour achever la démonstration on va vérifier que g
le théoreme de Stokes s’applique sur un contour /
qui entoure la ligne de singularités de A. Soit
donc un cercle orienté 4 entourant le demi-axe
2> 0 (cf. schéma). Calculer la circulation de A
le long de ce cercle et vérifier que

fﬁdé’:@ﬁ@s, (B3) .
¢

ot @, (resp. Pg) est le flux de By, (resp. de Bs)
sur une surface orientée s’appuyant sur €. On
choisira a chaque fois la surface la plus appro-
priée.

g 1—cosf _

2/ On définit sur %~ = {R3 privé du demi-axe z < 0}, le champ A* = . €.
4dmege 1 sinf
(a) Démontrer que sur le domaine % ot A* et A sont tous deux non singuliers (# = %~ NU+ =

{R? privé de l'axe z=01}),ona VAA* =V AA=B,.

(b) Démontrer que sur %, on passe de Aa A par une transformation de gauge, c’est a dire qu’il
existe un champ scalaire G(7") tel que A* = A+ VG. Donner 'expression de G(7).

1On rappelle que © est la fonction de Heaviside: ©(z) =1si 2> 0et ©(z) =0si z < 0.
28i vous ne savez pas faire, ce n’est pas rédhibitoire, il suffit de sauter la question 1/(c) ci-dessous.



(¢) On consideére une particule quantique chargée soumise au hamiltonien H = ﬁ (?ﬁ—q/f V2 4qo

et décrite par une fonction d’onde ¥(7,¢). On note H* la nouvelle forme de H obtenue lors de
la transformation de jauge la plus générale (A — A* = A(7,t)+ VG et ¢ — ¢* = ¢(7,t) — WG
ou G(7,t) est un champ scalaire quelconque).

Montrer (ou admettre et passer a la suite) que la nouvelle fonction d’onde ¥* (solution de
H*U* = iho,U*) est U*(7,t) = ¥(7,t) exp{iq¢ G(7,t)/h}.

(d) Revevons au probleme du monopole, avec le G(7) qui a été déterminé a la question (b) ci-
dessus. Les fonctions d’onde ¥ et U* décrivant une particule se déplacant dans 1’espace %
doivent chacune reprendre la méme valeur lors d’un parcours ¢ — ¢ + 27. En déduire la
condition de quantification de la charge ¢q :

99 _wh ot nez. (B4)

gpcC

C Quantification du moment cinétique.

On va retrouver le résultat (B4) d’une autre maniere. On considére une charge électrique ponctuelle

—

de coordonnée &* = (ct,&(t)) pour laquelle

der :

JH(F 1) = q < SO —£1)), K7t =0. (C1)

1/ Rappeler l'expression (vue en cours) de I’équation relativiste (non quantique !) du mouvement
pour cette particule test dans un champ électromagnétique (E(7,t), B(7,t)). On Iécrira sous forme
covariante relativiste (en utilisant le tenseur de Faraday F*) puis sous forme vectorielle (on notera

P la quantité de mouvement relativiste de la particule).

2/ On se place dans le cas ou cette particule se déplace dans le champ ém(F ) obtenu a la question
A.5/. Montrer que la quantité

[

- a9
L=¢Np—
EAP 4megc |

(C2)

L,\f‘fl

est conservée au cours du mouvement de la particule.

3/ Démontrer que le produit scalaire L - € est constant (€ = £/|€|). En déduire que la particule se
déplace sur un cone d’axe L, dont le sommet est & l’origine et dont on donnera le demi-angle au
sommet.

4/ On suppose qu’on a réussi & démontrer que L est le moment cinétique total, particule + champ
(ce sera fait a la question suivante). Pour quantifier le systéme, on impose que la projection de L
sur une direction constante soit de la forme mh/2 o m € Z. En prenant comme direction un des
vecteurs unitaires porté par la surface du cone identifié précédemment, retrouver la condition de
quantification (B4).

5/ Enfin, derniére étape, nous allons démontrer comme promis que L est le moment cinétique total:
particule + champ. Pour ce faire, il suffit de s’assurer que le second terme du membre de droite de

(C2) correspond au moment cinétique du champ, c’est a dire que — 4735900 é = I_:Chp ou
. St N,
Lenp = /// v FAGF L), avec §(Ft) = (02 ) =9 E(T,t) N B(T) . (C3)
R3
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Dans (C3) E(7,t) = %% est le champ électrique du systeme (il est créé par la charge
mobile) et B(7) = By (7) le champ magnétique (il est créé par le monopole?, cf. question A.5/).

(a) En utilisant les notations tensorielles de ’espace a trois dimensions, avec sommation implicite
sur les indices répétés (sans distinction covariant/contravariant), montrer que

gy = g (i _mre) _ g
(FAG): = Eg( ) 40Egag< ) (C4)

4dre r 73 T

3r
ey = W///de V. (C5)

et achever le calcul explicite de Lchp.

(b) En déduire que

Formulaire :

0 —B, —By B
1 B 0 E /c —-E,/c
xppv = pvaf — x Y
Fr=5" s =g _pe 0 Ee | (1)
B. E,/c —E;/c 0

Formules en coordonnées sphériques :

V- (i) = 4m 53 (7). (2) .

z €r
— F —
Si A(F) = f(r,0) &, , alors 4 N\
|
- - 1 O(fsinf) la(rf) |
vad= rsing 06 & - r Or ®) :
Pour un champ scalaire G(7) : S : Y
, oG . 109G 1 0G| v PR L
VG(T,Q,(,O) 87« er—f‘r 80 eg—f‘m%@w. (4) (3@
an(bAE)=(G-E)b— (G- b)C (5)
€ijk Ektm = 5z£ 5jm 5zm 5]€ (6)

30n se place dans une approximation non relativiste ot1 Pon néglige le champ magnétique que pourrait créer la
charge mobile.



