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EXAMEN d’ELECTRODYNAMIQUE CLASSIQUE et QUANTIQUE

Durée : 8 heures

Les calculatrices, les polycopiés et les notes de cours et de travauzr dirigés sont autorisés.

Ne restez pas bloqués sur une question: si vous ne savez pas répondre, admettez le résultat et passez
a la suite.

Bareme approzimatif : A = 5 points ; B = 15 points.

A Lagrangien alternatif pour 1’électromagnétisme

On considere la densité lagrangienne

1 1
L= FPF,5— —F (0,45 — 05As) — AgJ®
4,“0 af 2/,L0 ( a4l (o] a) « )
pour laquelle les variables dynamiques indépendantes sont les 20 composantes des champs A, (7, t)
et F,o3(7,t) (donc pas de relation a priori entre elles, contrairement au cas de I’électrodynamique
usuelle). Dans cette expression J,(7,t) est le quadri-courant de particules, considéré comme fixé.

e Déterminer, selon cette théorie, les équations qui régissent la dynamique des champs Fi, 3 et A, en
utilisant (sans démonstration) la forme générale des équations d’Euler-Lagrange donnée en cours.

e Donnez ’expression du tenseur énergie-impulsion canonique des champs. Symétrisez-le. Conclu-
sion 7

B Rayonnement d’un anneau de stockage

On considere un anneau circulaire de rayon R, placé sur le plan 2Oy comme indiqué sur la figure.

Cet anneau est parcouru par des électrons qui

ont été préalablement accélérés. Un champ ma- ¥ 7
gnétique (non représenté sur la figure) oblige R
les électrons a décrire une trajectoire circulaire
de rayon R et de fréquence w. L’anneau n’est
pas rempli de maniere continue mais de maniére
pulsée: les électrons sont stockés “par paquets”.
Une modélisation simple consiste a remplacer /
chaque paquet par une unique particule de charge =z
q (la méme pour tous les paquets).

dQ2

Le probleme est divisé en deux parties. Dans la premiere, on étudiera d’abord le rayonnement
cyclotron d’une unique particule de charge g, puis celui de de N particules en mouvement circulaire
uniforme. Dans la deuxiéme et derniere partie on vérifiera que la puissance rayonnée s’annule
lorsque N — oo (ce qui correspond au cas d’un anneau parcouru par un courant continu).



B.1 Rayonnement d’un ensemble de N particules

La géométrie du probleme est indiquée sur la figure. Considérons d’abord le cas d’une seule particule
de charge ¢. On dénotera sa position par 7 (t), le vecteur densité de courant est donné par :
dr

TR

1/ En s’appuyant sur la sohition du probleme de rayonnement donnée dans l’annejce7 vérifier que
les composantes de Fourier A, () (n € Z) du potentiel vecteur sont données par (k, = 7 nw/c)

J(7t) = qui(t) 6% (F— 7)), on @ = (B1)
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2/ Démontrer qu’apres moyennage sur une période, dans la zone de rayonnement la puissance
rayonnée par unité d’angle solide s’écrit (en notant (---) = & fOT dt---):

dP\ . dpP, dr, pocq® ., B3
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ou dP, /df2 est une puissance rayonnée a la fréquence w, = nw et
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3/ Considérons maintenant un ensemble de N particules qui tournent dans I’anneau, toutes avec
la méme vitesse angulaire w. On notera ¢, la position angulaire de la v-ieme particule a l'instant
t = 0 et on prendra ¢ = 0. Le vecteur densité de courant est donné par :

dr,

N
J(F ) =Y qu,(t) 0B (F =7, (t), ot F(t) =Fi(t+ ¢u/w) et T (t) = 5+
v=1

Réexaminer I’expression de la puissance rayonnée par le systeme de particules. Démontrer, en
utilisant un changement de variable dans les intégrales temporelles, que la puissance rayonnée par
unité d’angle solide s’écrit ici :

<d32f> — dZ, 42, dp,
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oudP,/dQ est 'expression (B3) déja obtenue pour la particule 1 et F},(N) un “facteur de structure”

donné par :
2

Fu(N) =

N .
3o
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4/ On considere désormais le cas ou les N particules sont uniformément distribuées sur le cercle
(c’est a dire ¢, = 27(v — 1)/N). Démontrer que :

<i‘§> = N2 [dPN = } : (B6)
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c’est a dire que le rayonnement correspond & un systeme dont la fréquence fondamentale est Nw.
Donner une explication physique simple de ce phénomene.



B.2 Lecasou N — o

Nous allons par la suite étudier I’équation (B6) en nous limitant (pour simplifier les calculs) au cas
non relativiste (c’est a dire = v/c = wR/c < 1). La symétrie axiale du probleme nous permet de
choisir le vecteur En dans le plan 2Oz. Pour simplifier davantage les calculs nous nous limiterons a
étudier la puissance rayonnée dans le plan de 'anneau, a §# = 7/2. Le vecteur de propagation est
alors donné par k, = (nw/c) & et la trajectoire de la particule 1 est :

71(t) = Rcos(wt) & + Rsin(wt) y .

1/ Examiner l'expression (B4) qui en résulte pour p,. Vérifier que dans la limite f < 1 le
développement limité de p,, en fonction de 8 démarre avec la puissance 8" et calculer explicitement
ce terme dominant’.

2/ Démontrer ensuite que si N > 1, alors?, & I'ordre dominant en /3
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ol I’on exprimera le coefficient &1 en fonction des données du probleme. On vérifiera ’homogénéité
de la formule?.
Discuter enfin la limite N — oo.

Remarque : le fait que la puissance rayonnée par une distribution homogene dans ’anneau
s’annule est vrai quels que soient § et la direction d’émission #. On peut obtenir* une expression
exacte pour la puissance rayonnée a la fréquence nw qui s’exprime a ’aide de fonctions de Bessel.
Cette expression exacte s’annule lorsque N — co. Et c’est tant mieux, puisqu’une spire parcourue
par un courant continu ne rayonne pas.

'Pour ce faire on utilisera le développement en série du terme impliquant 8 dans P'intégrale apparaissant dans la
définition de pi,.

“Pour aboutir & ce résultat on utilisera 'expression approchée de (N — 1)! donnée en annexe.

3Indication: [uo] = [masse] x [longueur] x [charge] 2.

4Voir par exemple 'ouvrage “Classical electrodynamics” par J. D. Jackson.



Annexe

1/ Probléme de rayonnement: On suit presque exactement la démarche de la section 3 du
chapitre II du cours, mais ici on considere des phénomenes exactement périodiques et il est donc
approprié de faire un développement en série de Fourier plutot que d’utiliser des transformées de
Fourier. On note T la période de rotation d’un paquet, et w = 27/T la pulsation correspondante.
Tous les champs sont décomposés en série de Fourier sur les harmoniques de la pulsation principale
w, ainsi on écrit par exemple:

R R ) . 1 (T . .
B = 3 B ™ on Bu(r) = 5 [atBrd. (B8)

n=—oo

Toutes les quantités dépendantes du temps admettent un développement similaire. Les formules
(I.15) et (I1.16) du cours s’écrivent donc ici (on définit k, = "7 ot 7 = 7/r et n € Z) :

ikpr o
B, (7) = iknNAR(T) ,  En(7) =cBup(F)AF, ou A,(F) = Moe/dgr’e‘k"'r Jo (7). (B9)
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Pour mémoire, ces expressions ne sont valables que dans la zone de rayonnement, et c’est dans
cette région que nous allons travailler durant tout le probleme.

e Pour un champ réel qui admet le développement (B8) on a un théoréme de Parseval-Plancherel:
(e.)

I
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oit le module au carré d’un vecteur complexe est |B,|> = B, - B} :

*: c’est simplement la somme du
carré des modules de ses composantes cartésiennes.

2/ Intégrales utiles: Pour m € Z, fozﬂdu exp(imu) = 20y, 0. Donc, pour n € N* et r € N,

2 ) 2w ) iu —iu\"T 0 ir <
/ du ™ (COS ’U,)T _ / du ™ <6+6> _ § S% r<n, (Bll)
0 0 2 21 /2" sir=mn.

3/ Formule de Stirling: si N > 1 alors (N — 1)! ~ (N/e) \/27/N .



