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Introduction

Depuis son observation initiale dans I’hélium II &
2.172K par J. F. Allen et A. D. Misener [2] et P. Ka-
pitza [3], jusqu’a son observation dans les conden-
sats de polaritons a température ambiante [4], la
superfluidité continue de fasciner les hommes par sa
phénoménologie incroyable. Grace a la découverte
expérimentale des superfluides en 1938, il était enfin
possible d’observer le comportement des fluides non
visqueux et d’étudier expérimentalement leur com-
portement '. En 1995 la réalisation expérimentale
de la condensation de Bose-Einstein d’atomes de

G
. 1. . XS
rubidium par le groupe de E. Cornell et C. Wie- ‘-‘«'f,,"{,:;;, 28

XX7
LS
X

X
Ll

man [1] au JILA | et d’atomes de sodium par le
groupe de W. Ketterle [6] au MIT (suivi de la
condensation d’atomes de Lithium [7, 8]) a permis
de franchir une étape supplémentaire dans ’étude
d/es' fluides quantiAques,: ce gaz,. dont les \atomes FIGURE 1 - L'expérience du
résident dans le memg état quantique en deca d’une JILA [1] fait la couverture de
certaine température ©, constitue un tres bon super-
fluide dont les interactions entre atomes peuvent
étre controlées par résonance de Feschbach. Dans ces expériences, le refroidissement
par laser n’était pas suffisant pour atteindre les températures et les densités nécessaires
pour la condensation de Bose-Einstein et il fut nécessaire d’utiliser le refroidissement
par évaporation®. La mise en oeuvre expérimentale de la condensation de Bose-Einstein
constitue un vrai tour de force et fut récompensée par le prix Nobel de physique en 2001,
décerné a C. Wieman et E. Cornell, et W. Ketterle pour leurs expériences sur les atomes
de rubidium et de sodium. A température nulle et pour un gaz suffisamment dilué , la
dynamique du condensat de Bose-Einstein peut étre traitée par une théorie de champ de
classique (cf. approximation d’Hartree au Chapitre 1) ; le champ de vitesse du superfluide
v(r,t) est alors décrit par I’équation de Gross-Pitaevskii (présentée ici sous la forme
dite de Madelung) :

Science en 1995. ©1995, AASS

1V2/p
P=gp—5——, (1)
2

1. cf. les vidéos intemporelles de A. Leitner sur 'hélium superfluide [5].

2. On réalise ainsi dans les vapeurs atomiques ultra-froides un excellent condensat de Bose-Einstein,
dans lequel la fraction d’atomes non condensée est tres faible, alors que pour 'hélium 4 cette fraction non
condensée est de 1'ordre de 90% & température nulle.

3. initialement mis en oeuvre pour les atomes d’hydrogéne [9]. Cette technique est connue par les
consommateurs de thé ou de soupe qui en soufflant sur leur boisson débarrassent le liquide des ces molécules
les plus énergétiques et diminuent par conséquent la température du fluide.

ow+v-Vv=—-VP avec

- 1/230 -



INTRODUCTION

FIGURE 2 — A gauche : propagation d’une onde de choc radiale a travers un milieu optique
non-linéaire, cf. la Ref. [10] ©2007, Nature — a droite : propagation d’une onde de choc
radiale a travers un condensat, cf. la Ref. [11] ©2006, APS

otl p(r,t) est la densité d’atomes du condensat * et g un coefficient constant décrivant 1'in-
teraction entre les atomes constituant le condensat. L’équation (1) correspond a 1’équation
d’Euler d’un fluide compressible irrotationnel de pression P et de viscosité nulle®.

L’équation de Gross-Pitaevskii, dérivée en 1961 indépendemment par E. P. Gross [14] et
L. P. Pitaevskii [15] pour les condensats de Bose-Einstein, joue un réle fondamental en
physique et décrit de fagon effective de nombreux phénomenes allant de la modulation des
ondes de gravité en mécanique des fluides (cf. e.g. les Refs. [16-18] et le Chapitre 2) a la
propagation d’un champ électrique en optique non-linéaire (cf. e.g. les Refs. [19, 20] et la
Fig. 2); on parlera dans ces différents contextes d’équation non-linéaire de Schroédinger.
La dérivation de E. P. Gross et L. P. Pitaevskii est remarquable : il existe un fluide dont
les parametres d’ordre (ici la densité et la vitesse du condensat) obéissent directement
a cette équation non-linéaire, et le condensat de Bose-Einstein constitue un laboratoire
naturel pour étudier la dynamique d’un fluide décrit par I’'Eq. (1). La phénoménologie de
cette équation est considérable et de nombreux effets ont été observés expérimentalement
dans les condensats de Bose-Einstein tels que : la propagation de phonons de densité, la
propagation de solitons [21, 22] et d’ondes de choc dispersives [11, 23] ou encore que la
création de vortex [13, 24] (cf. la Fig. 3), représentatifs respectivement de la superflui-
dité, de la non-linéarité et du caractere dispersif ainsi que du caractere irrotationnel de
I’équation (1). De par son universalité, ’équation de Gross-Pitaevskii fait encore 'objet
de nombreux travaux théoriques fondamentaux : on citera par exemple le développement
récent de la turbulence intégrable [25, 26] rendu possible par son observation dans les fibres
optiques non-linéaires [27]. Plus particuliérement, au méme titre que d’autres équations
dispersives fondamentales telles que 1’équation de Korteweg-de Vries[28, 29] ou I’équation
de Landau-Lifshitz (cf. le Chapitre 3), I’équation (1) est intégrable & une dimension [30]
par la méthode de diffusion inverse et la dynamique du condensat peut étre résolue exac-
tement. On montrera notamment que la dynamique & une dimension d’un condensat de
spineurs décrit, sous certaines conditions, d’autres systemes intégrables; le condensat
de Bose-Einstein constitue deés lors le systéme idéal pour étudier ces différents systémes
intégrables.

4. A température nulle le condensat est entierement superfluide et simplement décrit par son champ de
densité p et de vitesse v ; le systéme d’équations est fermé par I’équation de conservation : d¢p+ V- (pv) = 0.

5. Bien que cette équation ne contienne aucun terme dissipatif, elle contient un terme dispersif aussi
appelé terme de pression quantique. Au méme titre que la viscosité dans pour les fluides classiques, ce terme
posséde une importance capitale et régularise les différentes singularités se développant dans ’équation
d’Euler sans dispersion [12].
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Le développement de la condensation de Bose-
Einstein a rapidement été suivi par la réalisation
expérimentale de la condensation sur différents ni-
veaux hyperfins de l'atome de rubidium par le
groupe du JILA en 1997 [31] et de 'atome de sodium
en 1998 par le groupe du MIT [32]. Théoriquement
I’étude de la condensation sur différents états
quantiques constituait le prolongement naturel des
expériences réalisées en 1995 [33] : la réalisation
expérimentale de ces condensats permettrait ainsi
d’étudier un mélange de superfluides couplés a
travers les interactions entre atomes mais
aussi a travers un Hamiltonien effectif sur les
différents états hyperfins. Les travaux présentés
dans cette these porteront plus spécifiquement sur
les condensats de Bose-Einstein & deux compo-
santes. Ce modele & deux niveaux permet notam-
ment d’étudier les effets d’un couplage cohérent
entre deux superfluides comme le couplage Rabi [34]
ou plus récemment le couplage spin-orbite [35].
Cette condensation a deux composantes a été reproduite dans de nombreuses expériences
avec deux états hyperfins atomiques [24, 36-45] | avec deux isotopes différents du méme
atome [46, 47], ou encore avec deux espéces atomiques différentes [48-56].

FIGURE 3 — Nucléation de vor-
tex dans les condensats de
Bose-Einstein (cf. la Ref. [13]).
©2000, APS

Bien que les résultats présentés par la suite aient été dérivés dans le but de décrire
la dynamique des condensats a deux composantes, il existe un analogie formelle entre
I’évolution des condensats a deux niveaux dans la configuration & une dimension et
I’évolution d’un champ électrique a travers une fibre optique non-linéaire. A titre
d’exemple, en étudiant la propagation du champ électrique E composé de deux ondes
planes modulées suivant :

1 . .
E=g (El (t,2) e ! L Fy(t, 2) eﬂth) el tcc., (2)

avec wy et wy deux pulsations différentes, e, la direction de la fibre optique et e - e, = 0,
on peut montrer que les enveloppes E1 (¢, z) et Es(t, z) sont solutions d’équations de Gross-
Pitaevskii couplées, de fagon similaire a un mélange de deux condensats de Bose-Einstein
(cf. e.g. la Ref. [57]). Ces équations sont appelées dans ce contexte équations non-linéaires
de Schrodinger vectorielles. Le paquet d’onde (2) se propage selon 'axe z et le temps ¢
est alors interprété comme la coordonnée spatiale des équations de Gross-Pitaevskii. Les
fibres optiques non-linéaires et plus généralement ’optique non-linéaire constituent un
domaine tres riche, et d’autres configurations permettent de réaliser une dynamique régie
par des équations non-linéaires de Schrodinger couplées. On peut citer ici de maniere tres
analogue a la situation illustrée par 1’équation (2) la propagation d’une onde lumineuse a
travers les fibres optiques (non-linéaires) biréfringentes pour laquelle les composantes du
champ électrique selon I’axe ordinaire et l'axe extraordinaire sont solutions d’équations
non-linéaires de Schrodinger couplées.

- 3/230 -



INTRODUCTION

- 4/230 -



Chapitre 1

Condensat a deux composantes

Sommaire

1 Dynamique ducondensat . . . . .. ... ... ...,
l.a Equations de Gross-Pitaevskii . . . . .. ... ... ... ...
1.b Miscibilité des condensats . . . . . . . . ...
l.c Couplage cohérent . . . . . . . . . .. ... e 13
1.d Un nouveau type de soliton . . . . .. ... ... ... ...... 17

2 Dynamique de polarisation. . . . .. ... ... ......... 22
2.a Notations de Madelung . . . . . . ... .. ... ... ... .. 22
2.b Spectre de Bogoliubov . . . . .. ... oL oo 24
2.c Conclusion . . . . . . . . . e 27

Les expériences du groupe de E.A. Cornell [31] et du groupe de W. Ketterle [32]

ont rapidement mené a I’observation expérimentale de nouvelles structures non-linéaires a
I'intérieur d’un condensat telles que : la formation de domaine de spin [37, 58], la nucléation
de vortex [34], de soliton gris [59] et de structure hybride comme un vortez-soliton [60].
L’ajout d’un nouveau degré de liberté interne a permis alors d’étudier des phénomenes
intrinseques a la qualité spinorielle du condensat comme : la brisure spontanée de la
symétrie interne du condensat [61], un effet de Josephson interne [62, 63], ou encore la
création de courant permanent de spin [64]. Plus récemment, la mise en place de champs
de jauge effectifs [65—67] a permis le développement d’une interaction spin-orbite pour la
condensation de Bose-Einstein [35, 68, 69], ouvrant la perspective d’un nouveau domaine
de recherche (cf. le Chapitre 2).
Dans ce chapitre on s’attachera a présenter la dynamique de champ moyen des conden-
sats & deux composantes et plus particulierement leur dynamique quasi-unidimensionnelle
(quasi-1D). La condensation de deux espéces souléve la question de la miscibilité a
laquelle on répondra en étudiant les distributions stationnaires de Thomas-Fermi. On
présentera ensuite des phénomenes typiques associés au degré de liberté spinoriel et no-
tamment les effets liés au coupage cohérent entre les deux especes. Finalement on verra
qu’il existe une représentation plus naturelle pour décrire ces systemes. On calculera dans
cette nouvelle représentation le spectre de Bogoliubov des excitations pour un condensat
dans son état fondamental et on montrera que la dynamique du systeme peut étre séparée
au niveau linéaire en deux modes d’évolution différents.
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Chapitre 1 - Condensat & deux composantes

Dorénavant on suppose que les atomes constituant le condensant sont distribués selon
deux états quantiques ' que 'on dénote par les vecteurs : 1) = (}) et [{) = (7). Bien
que le point de vue adopté ici soit quantique, cette séparation en deux niveaux peut étre
adaptée dans le cas de I'optique non-linéaire : |1) et |]) représentent par exemple dans le
cas décrit par I'équation (2) aux composantes du champ électrique suivant e~ 1! et e~iw2!
respectivement. On suppose de plus que le condensat est confiné de fagon radiale (selon les
axes y et z) et faiblement confiné de facon longitudinale (selon l'axe x) et on étudiera sa
dynamique selon I'axe des x : cette configuration est appelée configuration quasi-1D ~.
On pourrait étudier ici plus simplement un systeme a deux niveaux dont la dynamique est
a une dimension spatiale stricto sensu (e.g. la propagation d’un champ électrique a travers
une fibre optique non-linéaire qui n’est pas confiné selon son axe de propagation), mais on
préférera décrire dans toute la suite un systeme comparable aux expériences réalisées sur
les condensats a deux composantes.

Dans un premier temps I’Hamiltonien a une particule Hy considéré est simplement
constitué de I’énergie cinétique d’un atome et du potentiel de confinement V :

2oy V(r) 0 L9 o 1 5 o o
_ [ 2m I -
H ( 0 5’;+V(T)> avec V(r) W) T + MWl (y*+27), (1.1)
et la configuration quasi-1D est obtenue pour un confinement choisi tel que : w; < w,.
Ce critere devient plus complexe en présence d’interactions (cf. la Ref. [70]) et on peut
montrer que le régime quasi-1D est atteinte pour Niw//ai Jwia; < 1 avec Nj le nombres
d’atomes dans la composante i et a; la longueur de diffusion en onde s associée (cf. la Sec-
tion 1.a). La dynamique du condensat selon les axes y et z peut étre intégrée séparément
de sa dynamique selon x dans le cas d’un confinement radial et les détails du confinement
sont alors entierement contenus dans la description des interactions entre particules (cf.
section suivante). On suppose que c’est le cas par la suite et on étudiera la dynamique du
condensat simplement selon 'axe des .

On introduit par ailleurs la longueur et le temps caractéristiques du confinement harmo-

nique longitudinal :
h 1
ay=,|—— et ty=—, (1.2)
1/ mwy /A "

t—)t/t// et x—>:r/a// (1.3)

afin de normaliser x et ¢ :

qui revient a considérer dans les équations de Gross-Pitaevskii la normalisation h = m =
wy = 1; plus généralement les énergies seront exprimées en quanta d’énergie de l'oscilla-
teur harmonique : E;, = hwy. On privilégie ici cette normalisation afin de comparer les
effets non-linéaires de la dynamique des condensats aux effets linéaires bien connus de la
mécanique quantique a un corps; plus particuliérement ici a; correspond a ’extension
spatiale caractéristique de la fonction d’onde solution de 1’équation de Schrédinger a une
dimension avec potentiel harmonique. D’autres normalisations sont possibles : notamment
en absence de potentiel confinant ot une des longueur caractéristique de la dynamique est
la longueur de cicatrisation £ = h/,/mgpo, olt g correspond au coefficient non-linéaire
décrivant l'intensité de I'interaction entre atomes et pg la densité moyenne du condensat.

1. représentant de fagon équivalente deux niveaux hyperfins atomiques, deux isotopes atomiques ou
encore deux especes atomiques différentes.

2. Du fait de son confinement radial, le condensat quasi-1D possede une forme d’ellipsoide aussi appelée
dans la littérature : condensat en forme de cigare (cf. e.g. la Ref. [32]).
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Chapitre 1 - Condensat a deux composantes

1. Dynamique du condensat

1.a. Equations de Gross-Pitaevskii

On ne réitérera pas ici la dérivation de la dynamique de champs moyen du condensat
présente dans de nombreux ouvrages et on présentera ici simplement les équations. Pour
la dérivation de la dynamique a deux composantes on peut se référer aux revues [71, 72]
ou a l'ouvrage [73] (et dans le cas des fibres optiques [57]). Proche de la température nulle
les corrélations entre atomes peuvent étre négligées et I’évolution du condensat peut étre
décrit & 'aide d'une théorie de champ classique® (ou théorie de champs moyen). Dans
cette approche, tous les atomes sont dans un méme état quantique décrit par une fonction
d’onde 9 (z,t), et Pétat du systéme est décrit par la fonction d’Hartree :

W) =1:9) x[2:9¢) x--- X |N:9) . (1.4)
Le systeme décrivant ici deux niveaux, on introduit les fonctions d’onde :
Yr(z,t) €C et Py(z,t) € C, (1.5)

ol [4p4|? représente la densité d’atomes dans l'état |1), et [1;|? la densité d’atomes dans
I'état ||). Le systéme conservant le nombre total d’atomes N, les fonctions d’ondes sont
normalisées telles que :

[ (2 +1,2) = N (1.6

On peut introduire comme parametre d’ordre le spineur de rang deux :

\I/(a;,t) = <$I> = wT ’T> + wi H’> ) (1'7)

et il est commun de décrire le systéeme comme un condensat de spineurs. On utilise
ici sans distinction les notations (1.5) et (1.7) pour caractériser 1’état du condensat. Dans
une théorie de champ moyen la dynamique est simplement décrite par la donnée de la
fonctionnelle d’énergie (cf. e.g. la Ref. [73]) :

| B[Y] = Eo[¥] + B [V] | (1.8)

L’énergie est séparée ici en deux contributions* :

e une contribution provenant de ’'Hamiltonien & une particule Hy

1 2
Ep[V] = §/dx\0x\ll|2+/de(:U)\I/T\Il avec V(x)= % , (1.9)

Ecin. Epot.

ot UT est le vecteur adjoint de W ; FEgy,. et Epop. correspondent respectivement a
I’énergie cinétique et I'énergie potentielle des atomes.

3. L’adjectif classique correspond ici au fait que le champ décrivant le systéme n’est pas quantifié ; bien
que sa description soit scalaire, le condensat de Bose-Einstein reste un gaz quantique et certains effets
décrits par la théorie de Gross-Pitaevskii comme la superfluidité sont quantiques.

4. On rappelle ici que I'énergie est ici exprimée en unité E; = hwy,.
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Chapitre 1 - Condensat & deux composantes

e une contribution due a I’énergie d’interaction :
91 4 94 4 2 2
B = [ do (% jwrf+ St 4 g o) . (L10)

ou les termes o< |1/1¢]4 et o |9 ¢|4 représentent les interactions pour les atomes dans
le méme état quantique et le terme oc |¢)¢|2 K% ¢|2 les interactions pour les atomes
dans des états quantiques différents.

On a utilisé ici 'approximation de gaz dilué pour exprimer 1’énergie d’interaction du
condensat. Dans cette approximation, les interactions sont considérées comme des inter-
actions de contact dont l'intensité est gouvernée par les différents parametres g;. Par abus
de langage ces coefficients sont appelés les coefficients non-linéaires. Ils sont exprimés en
fonction des longueurs de diffusion de la collision élastique intra-espece en onde s : ap et
ay), et de la longueur de diffusion de la collision élastique inter-espece en onde s : ay,. A
3 dimensions, ces coefficients s’expriment sous la forme dimensionnée

g = T avec 1€ {TT7\L~L7 /N/} . (111)

Dans le cas ot le condensat est confiné radialement, les coefficients non-linéaires sont égaux
apres intégration a 2hw | a; (cf. la Ref. [74]) et on peut définir des coefficients non-linéaires

adimensionnés par :
W] ag

g =20 e (L) (1.12)
/]

De fagon intuitive, la relation (1.12) montre que plus les atomes sont confinés radiale-
ment (augmentation du ratio w; /w//), plus les interactions entre atomes sont intenses.
La discussion de I’expression des coefficients non-linéaires est importante d’un point de
vue expérimental et montre que l'intensité des interactions dépend de la géométrie du
condensat. D’un point de vue plus formel, la dynamique du condensat ne dépend que du
rapport entre les coefficients g; c.a.d. du rapport entre les longueurs de diffusion a;. En
effet il suffit dans les équations de la dynamique (1.14) de normaliser les fonctions 1; par
/91t pour montrer que la dynamique ne dépend que de a Jar et ayp/ag.

L’équation d’évolution pour le spineur W(x,t) est alors obtenue en imposant la sta-
tionnarité de 'action” :

5 <i/dt/d:p (vio,w) +/th[\1:]> ~0, (1.13)

qui est respectée pour des champs 1)1 et 1| solutions des équations de Gross-Pitaevskii :

Py SE 19%y

Yot T oyr T 2 0a
Oy OE  10%)

1] —=

ot oYr 2 0a?

+ V(@) + grlrPor + gry [y [Py (1.14a)

+ V(@)0y + gy vy Py + gri Py (1.14b)

La ressemblance des équations (1.14a) et (1.14b) avec deux équations de Schrodinger n’est
pas anodine et provient directement de I’approche de champ moyen utilisée ici. En effet

5. Cette dérivation est équivalente a celle de ’équation de Schrodinger linéaire dans le probleme & une
particule (ou Eint. = 0).
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Chapitre 1 - Condensat a deux composantes

on peut considérer dans cette approche que chaque atome dans 1’état |1) (resp. |})) est
sensible au potentiel de confinement V(z) et au potentiel effectif : grt|t1]? + gyl |?
(resp. gy |w)]? + g1,]14|?) créé par son interaction avec les autres atomes. La forme de la
fonctionnelle d’énergie (1.8) garantit la conservation de I’énergie E[¥] [pour ¥ solution
de (1.14a) et (1.14b)] mais aussi la conservation du nombre d’atome dans les différents
états quantiques

NilW] = [dafer? et M) = [ ol (1.15)

Remarque 1.1. Les équations de Gross-Pitaevskii couplées peuvent étre dérivées en
optique non-linéaire, on parle alors d’équations non-linéaires de Schrodinger. On re-
prend a titre d’exemple la propagation d’un champ électrique composée de 2 ondes planes
a l'intérieur d’une fibre optique non-linéaire [cf. I'Eq. (2)]. La dynamique des enveloppes
Eq(t,z) et Es(t, z) est obtenue en résolvant I’équation de Helmholtz du champ électrique
en considérant ’approximation paraxiale” :

O, OE, P21 0*E1  «

B, Thugr i e Ty

Ei =in(B1* +2|E2) Er (1.16)

I'équation sur Ey s’obtient en permutant les indices 1 et 2, cf. la Ref. [57]. On choisit de
présenter ici cette configuration car I’équation de propagation de I'onde est atypique : ici
le temps ¢ correspond a la coordonnée spatiale x de I’équation de Gross-Pitaevskii (1.14a).
61_11 correspond a la vitesse de groupe du paquet d’onde et Bo1 appelé parametre GVD
(Group Velocity Dispersion) qui est relié a la courbure de la relation de dispersion du
paquet d’onde. Le parametre P21, correspondant & I’opposé de la masse dans I’équation de
Gross-Pitaevskii, peut étre ici positif (régime dit normal) ou négatif (régime dit anormal)
et dépend de la longueur d’onde de la porteuse. De méme le coefficient de non-linéarité v,
dépend de la longueur d’onde. Dans cette configuration a deux ondes porteuses le coeffi-
cient non-linéaire inter-espece est fixé et correspond au double du coefficient intra-espece.
Ce n’est pas nécessairement le cas pour d’autres configurations : par exemple les fibres op-
tiques non-linéaires biréfringentes présentent des coefficients intra et inter-espece différents
qui dépendent du type de fibre utilisée. De maniere générale gy et g sont appelés dans ce
contexte coefficients de single phase modulation ou SPM et gy coefficient de cross phase
modulation ou XPM. Le systéme étant dissipatif, ’équation (1.16) présente un terme de
perte caractérisé par le coefficient a.

Les résultats dérivés dans cette these sont principalement obtenues a partir de ’étude de
la dynamique des équations de Gross-Pitaevskii (1.14). Au vu de I'équation (1.16), ces
résultats sont transposables a ’optique non-linéaire dans la limite ol les mémes approxi-
mations sur les coefficients non-linéaires sont respectées.

1.b. Miscibilité des condensats

Dans les travaux présentés ultérieurement on considere que les interactions entre
atomes sont répulsives, c.a.d. que les coefficients non-linéaires sont définis tels que :

g1 >0, g >0, gy >0. (1.17)

De fagon similaire aux condensats a une composante, cette restriction assure ici qu’il n’y
ait pas effondrement des condensats (cf. e.g. les Refs. [75, 76]).

82E1
ot2

82E1
022

6. Dans cette approximation, on néglige
champ électrique.

par rapport a dans I’équation de propagation du
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Chapitre 1 - Condensat & deux composantes

Dans le cas présent ou l'interaction entre les deux composantes est répulsive, la coexistence
spatiale des deux especes T et | n’est pas nécessairement assurée comme le montrent
les travaux expérimentaux sur la condensation dans deux états hyperfins de ’atome de
8TRb [38, 42, 44] ou sur deux espeéces atomiques différentes [46, 51]. En effet, la répulsion
inter-espéces peut étre suffisamment forte pour qu’il soit énergétiquement favorable au
systéme de voir ces deux composantes spatialement séparées [cf. la définition de 1'énergie
d’interaction dans la limite de champ moyen (1.10)]. La valeur de champ moyen pour limite
de miscibilité sur le coefficient non-linéaire inter-especes peut étre dérivée analytiquement
de différentes fagons [33, 77-79]. On suit ici la dérivation proposée dans la référence [73]
dans le cas d’un condensat & deux composantes sans confinement. Définissons ’énergie du
condensat quand les deux espéces sont miscibles [cf. 'Eq. (1.10)] :

N? N} N3N

gt M g VY 1Ny
j i 1.1
mis. 2 T, + 2 I, + 91 I ( 8)

ou L est le volume’ occupé par le condensat, et 1’énergie du condensat quand les deux
espéces sont immiscibles :

2 2
g —mMN g Ny (1.19)
o Ly 2 Ly '

ou Ly et L sont les volumes occupés par les condensats d’atomes dans 1'état |1) et dans
létat ||) respectivement ; le volume total du condensat dans cette situation est aussi égal
a L: Ly+ Ly = L. A I'équilibre mécanique les deux volumes Ly et L) respectent :

aE‘imrn 8Eimm NT? Nf
- = - & — =05 1.20
L, oL, ITE T INTE (1.20)

et I’énergie du condensat peut étre réécrite entierement en fonction de son volume total
L :

2 2
- g N g NV Ny Ny
imm. . 1.21
2 L 2 L IrrgLL L ( )

En comparant Fis. et Eiynm., on remarque alors que la phase miscible du condensat a
deux composantes est énergétiquement favorable quand :

gt S VI 91 (1.22)

En présence d’un potentiel confinant, le critere de miscibilité devient plus complexe et le
condensat peut présenter un profil immiscible méme si la condition (1.22) est respectée.
Afin d’illustrer cet effet, on va dériver les distributions stationnaires des atomes dans les
états |1) et |]) dans le cadre de I’approximation de Thomas-Fermi : dans ce régime
I’énergie cinétique est négligeable devant 1’énergie d’interaction et ’énergie de confinement
des particules, et on peut négliger dans les équations de Gross-Pitaevskii le terme dispersif
o 92. Dans le régime quasi-1D, cette approximation est bien vérifiée dans la limite ou (cf.

la Ref. [70]) :
\1/3
(Ni “’”“) >1. (1.23)
wy ay

La dérivation des distributions stationnaires du condensat devient alors relativement aisée
a déterminer et les calculs sont présentés dans I’Annexe A. On présente ici les distributions
stationnaires |11|? et |1 |? pour un choix des ordres de grandeur des longueurs de diffusion
a; raisonnables pour des expériences sur les atomes de rubidium :

7. On suppose que la dynamique est figée selon les directions y et z.
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Chapitre 1 - Condensat a deux composantes

FiGUuRE 1.1 — Distributions sta-
tionnaires des atomes dans
létat |T) en rouge et ||l) en
bleu dans un piege harmonique
(wy,wi) =27 x (1,500) Hz pour un
choix de paramétres ay < app < app

1500 1

1000 1 P o
. avec Ny = N| =5 x 10%. Les distri-
= butions en trait plein (—) corres-

500 - pondent a la résolution numérique

des équations stationnaires de Gross-
Pitaevskii (1.141) et en trait pointillé
(--) les distributions de Thomas-
—60 _'4() _é() f] 2'(] 4'() 60 Fermi déterminées dans 1’Annexe A.

o (ap,ayy,ar)) = (102a9,99ag, 100ag) représenté dans la figure 1.1,
o (ap,ayy,ar)) = (102ag, 101ag, 100ag) représenté dans la figure 1.3,

oil ag est le rayon de Bohr®. Dans ces deux situations, le critére (1.22) de miscibilité en
absence de potentiel est bien rempli : on a aray | — a% 1> 0. Cependant, en présence d’'un
potentiel confinant, on remarque dans la figure 1.1 que la configuration a;; < ay; présente
une quasi-séparation de phases et il se forme par répulsion entre les deux especes un puits
pour la composante |1) (pour laquelle at4 > ay}). De plus, cette configuration de puits
stable d’apres 'analyse stationnaire des équations de Gross-Pitaevskii, n’est pas stable en
pratique. Observée initialement dans l'expérience [38] (cf. la Fig. 1.2), les deux compo-
santes finissent par se séparer entierement ; a noter ici que I'expérience [38] ne correspond
pas a la méme géométrie que celle étudiée ici et que cette expérience réalise une condition
d’immiscibilité stricte arpayy — a%i < 0.

Dans le cas ay| < a}| < aqy, les interactions intra-espece sont dominantes et les deux com-
posantes peuvent coexister comme le montrent les distributions de Thomas-Fermi dans
la figure 1.3. Au contraire du cas précédent, les distributions stationnaires représentées
dans la Fig. 1.3 sont bien stables expérimentalement comme le montrent I'expérience du
groupe de P. Engels [45] ou les deux espéces peuvent coexister pendant plusieurs secondes
(cf. la Fig. 1.4). Bien que lapproximation de Thomas-Fermi ne permette pas de décrire
la dynamique du condensat dans le régime a;| < app < app (cf. expérience [38]), elle
constitue une tres bonne approximation dans le régime miscible; de fagon plus formelle,
les distributions de Thomas-Fermi sont en trés bon accord avec la résolution numérique
des équations de Gross-Pitaevskii stationnaires dans la limite (1.23) (cf. les Figs. 1.1 et 1.3
). Une étude extensive des distributions stationnaires dans les condensat a deux compo-
santes est présentée dans les références [80, 81].

Par la suite les résultats seront dérivés pour un condensat a deux composantes dans
sa phase miscible : ay| < aj| < ayy [dans le cas a| = ayy, cette condition se confondra
trivialement avec (1.22)]. Plus généralement, il a été montré que la séparation des deux
condensats peut étre contrdlée par résonance de Feshbach (cf. e.g. les Refs. [44, 46, 82]).
Comme le montre I'encart de la figure 1.3, les distributions |14|? et |1} |> sont uniformes
au centre du potentiel harmonique dans le régime miscible. Cette relative uniformité est

8. Le choix des valeurs ne correspond a aucune réalisation expérimentale particuliére et est simplement
motivé par l'illustration de 'imiscibilité induite par le confinement.
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Chapitre 1 - Condensat & deux composantes

FIGURE 1.2 — Formation d’un puits
dans un condensat de deux états hy-
perfins de I'atome de 8" Rb réalisé dans
la Ref. [38] avec Ny = N| = 2.5 x 10°
dans une situation ay, < ap, < app
(avec cependant ici un régime immis-
cible stricte ara) — a%i < 0) . Les
distributions des atomes dans |1) = |1)
et |2) = |}) sont représentées ici a t =
30ms et se séparent entiérement pour
des temps plus longs. On peut remar-
quer que la composante T pour laquelle
ar > ay présente bien ici le défaut
d’atomes. ©1998, APS

une caractéristique de la distribution de Thomas-Fermi et on peut considérer en général
que le condensat en forme de cigare constitue un trés bon modeéle de condensat uniforme a
une dimension. Dés lors les équations de Gross-Pitaevskii seront étudiées, hormis mention
contraire, sans potentiel confinant :

V(z)=0, (1.24)

et le condensat au repos sera décrit par deux distributions uniformes. Il est important ici de
mentionner que la détermination des distributions de Thomas-Fermi et notamment de 1’ex-
tension typique du condensat a une dimension conserve une importance capitale pour deux
raisons. La premiere présentée précédemment correspond a la modification de la condition
de miscibilité (1.22). La seconde correspond a la validité de I'approximation V' ~ 0. En

FiGure 1.3 — Distributions station-
naires des atomes dans l'état |T)
(en rouge) et ||) (en bleu) dans
un piége harmonique décrit dans la 1000 1
Fig. 1.1 pour un choix de parameétres
ary < ay| < app. Les distributions en
trait plein correspondent & la résolution
numérique des équations stationnaires
de Gross-Pitaevskii (1.141) et en trait
pointillé les distributions de Thomas-
Fermi déterminées dans I’Annexe A.
L’encart représente un agrandissement
des distributions pour x € [—7;7] (x est 60  —40 -20 0 20 40 60
exprimé en unité a; ).
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effet cette approximation d’uniformité reste valide si les phénomenes étudiés possedent
une extension spatiale inférieure a la largeur de la distribution 1.3. On verra notamment
dans le Chapitre 3 que les excitations du mode de polarisation d’extension typique de
[(VIr1911 — 911)po] /% (en unité adimensionnée) et deviennent de largeur comparable &
celle du condensat proche du régime immiscible (1.22); I’étude et le développement de ces
phénomenes expérimentalement dans les condensats quasi-1D n’est possible que dans le
cas ou la distribution de Thomas-Fermi est suffisamment large *.

1l.c. Couplage cohérent

i. Oscillations Rabi

Un des attraits principaux de la condensation sur deux niveaux est la possibilité de
coupler les deux especes de facon cohérente. A titre d’exemple on considére un condensat a
deux composantes dont on a levé la dégénérescence entre les deux niveaux par effet Zeeman
et auquel on applique un champ radio-fréquence (r.f.) pour coupler de fagon cohérente les
deux niveaux du condensat. Quand la pulsation du champ w, ¢, est proche de la différence
énergétique wy entre les deux niveaux, un transfert d’atomes d’un état a l'autre peut
s’effectuer. Dans cette limite, la dynamique de champ moyen du condensat s’écrit a I'aide
de Papproximation du champ tournant ' (rotating wave approwimation en anglais) :

O 19%) Q) i,

il = =5 g+ grtlnPr - gn iy Py — ety 25
. 0 1 82 Q¢ —iw

i % =3 a{:ﬁ + gl Py + gl Py + wzir — é e Y (1.25b)

ou Q(t) > 0 est proportionnel a amplitude du champ (dans le cas d’une transition a un
photon) ou au carré de Pamplitude (dans le cas d’une transition a deux photons, cf. e.g.
I'expérience [84]); la fréquence de Rabi (t) et I'écart d’énergie entre |1) et ||) : wy
sont exprimés en unité fiw,. Bien que les équations (1.25) ne conservent pas séparément

9. A titre d’exemple on peut calculer la longueur de cicatrisation du mode de polarisation £, [définie au
Chapitre 3 par (3.5)] au centre des distributions de la figure 1.3 : &, = 0.22qy ; &, reste ici bien inférieure
a l'extension du condensat de 'ordre d’une dizaine de a, !

10. Cette approximation consiste & négliger dans la représentation d’interaction 'oscillation rapide de
fréquence wz 4w, ¢. par rapport a ’oscillation lente de fréquence wz —w; ¢. ; cette approximation est valable
pour un désaccordage wz — wr.s. suffisamment faible, cf. e.g. la Ref. [83].

FI1GURE 1.4 — Condensat de deux états hy-
perfins de l'atome de 8"Rb réalisé dans
la Ref. [15] avec Ny = N, = 2.25 x 10°.
Les longueurs de diffusions sont sem-
blables a celles considérées dans la fi-
gure 1.3 et correspondent a une situation
de miscibilité (le confinement est décrit par
(wy,w1) =~ 27 x (1.5,150)Hz). Bien que les
deux espéces soient miscibles, les deux
condensats sont séparés de facon balistique

TR 8 afin d’observer la distribution des atomes
dans |T) (en haut de chaque photo) et
o MR R B s dans ||) (en bas de chaque photo). Les

différentes photos ont été prises aux temps

t = 100ms, t = 1s et t = 9s. (©2011, APS
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les nombres d’atomes Ny et N|, elles conservent toujours le nombre total d’atomes, et
on étudiera simplement la densité relative entre les deux espéces. On reprend ici le calcul
proposé dans la référence [73] : supposons initialement que le champ r.f. soit éteint (2 = 0)
et que le condensat soit dans I’état stationnaire :

Ur(x) =/po(x) et ty(z) =0, (1.26)

de telle fagon que tous les atomes soient dans I’état 1) a t = 0. Supposons maintenant que
lon expose le condensat au champ r.f. (2 # 0) durant un temps suffisamment court pour
que les atomes n’aient pas eu le temps de se redistribuer spatialement. Aprés ce cours laps
de temps, les fonctions d’ondes s’expriment :

Yr(z,t) = @1(t)y/po(x) et Pz, t) =@ (t)\/po(z) . (1.27)

Dans la limite dite de Manakov :

It = 91 = 914 (1.28)

la distribution po(z) est bien une distribution stationnaire de ’équation (1.25a) et de
I'équation (1.25b) avec les potentiels chimiques py et ) = pp + 6, et les coeflicients ¢4 |
sont solutions de :

% — Q(t) iwr .t

1 ar oy — ——€ et

1% — Q(t) —lwy .t
2 dt

ppy— ——e : (1.29)

Ces deux équations sont résolues dans la limite des temps courts [t < 1/(wys. —wz)] par :
. Ot ; Ot
or(t) = e ' cos (2) et o (t) =ie Ml sin (2) , (1.30)

ou on a utilisé la condition initiale (1.26). On remarque alors que suivant la durée de
Pexposition au champ r.f., on peut transférer une partie des atomes du niveau 1) au
niveau || :

e pour t = /2, aussi appelé pulse /2 (on choisit d’utiliser ici la dénomination

anglophone, cf. la Ref. [84]), la moitié des atomes a été transférée dans 1’état ||),
e pour t = 7/}, aussi appelé pulse 7, la totalité des atomes a été transférée dans
létat ||).

De fagon générale la densité relative |¢+]2 — |¢,|? oscille entre les valeurs extrémes —1 et
1 pour Q(t) # 0 et correspond au régime appelé régime de Rabi. Bien que les atomes
soient bien en interactions dans la limite de Manakov, il est important de souligner ici que
Poscillation représentée par (1.30) est un effet purement linéaire. Dans le cas ou la limite
de Manakov n’est pas atteinte pp(z), définie initialement comme distribution stationnaire
de I’équation (1.25a), n’est plus une distribution stationnaire de (1.25b). Apres un pulse
7 du champ r.f., le condensat n’est plus dans un état stationnaire et on peut observer
loscillation de la largeur du condensat a une fréquence typique du mode d’oscillations
collectives (cf. Pexpérience réalisée dans la Ref. [85]).
A laide du couplage cohérent de Rabi, le groupe de E.A. Cornell a pu mesurer en 1998 la
phase relative entre les deux composantes en intercalant entre deux pulse /2 du champ
r.f. une évolution libre (2 = 0) du condensat sur une certaine durée ¢y3. Reprenons ici
les différentes étapes de I'expérience : initialement la moitié des atomes de I’état |1) sont
transférés dans ’état ||); chaque composante du condensat est alors peuplée et gagne
lors de I'évolution libre une phase —p t9. Durant le second pulse 7/2, les atomes res-
tant de I'état |1) sont transférés dans 1’état |]) accompagnés de la phase —ppto — wr s to
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100% e ' e ' " FIGURE 1.5 — Fraction d’atomes
loi[? dans Détat ||) (ici noté
|2)) aprés le second pulse
w/2 en fonction de la durée
de Iévolution libre ty. En
trait plein est représentée
la  fraction d’atomes ana-
Iytique (1.31) et les points
représentent les différentes me-

\ . > sures expérimentales réalisées

4 6 8 10 12 par [84]. ©1998, Springer
pulse separation (ms)

75%

50%

fraction in [2)

25%

i

0%

N

0

correspondant respectivement a 1’évolution libre de la composante 14 et a I’évolution du
champ r.f. pendant ¢9. La composante ¢ voit ainsi interférer a la fin du second pulse deux
contributions de phases —pu to et —pqrto — wrr.to respectivement et la fraction d’atomes
dans état |]) a la fin de I'expérience est alors égale a :

1 1
\%’2 =3 + 5 cos (g — pr — wreg)to] - (1.31)

Dans la limite de Manakov, la pulsation de la figure d’interférence (1.31) correspond au
désaccord § = w; . —wz et a été mesurée expérimentalement dans la référence [84] comme
le montre le tres bon accord entre les mesures réalisées a différents ty avec la formule
analytique (1.31) dans la figure 1.5. Bien plus que la mesure du désaccord 9, expérience
réalisée dans la référence [84] montre que la phase relative constitue une grandeur phy-
sique & part entiere au méme titre que la densité relative. On verra notamment dans la
section suivante que la dynamique relative entre les deux espéces constituant le condensat
est bien caractérisée par le champ densité relative d’atomes et le champ de phase relative.

ii. Self-trapping et régime de Josephson

Dans 'espace des phases constitué de la phase relative et de la densité relative (cf.
les Figs. 1.6 et 1.7), les oscillations du régime Rabi sont représentées par des trajectoires
fermées autour du point du point (7,0) représentées en rouge dans la figure 1.6 (aussi
connues sous le nom d’oscillations 7), ou autour du point (0, 0) représentées en bleu dans
la figure 1.6. On ne discutera pas en détail ici ces derniéres oscillations, aussi connues sous le
nom d’oscillations plasma, qui ont été mises en évidence initialement dans la référence [36]
(puis dans la Ref. [87]) dans les condensats & une composante en présence d'un puits double
(i.e. double well trap en anglais) ; dans ces expériences ont été observées notamment un
régime d’oscillation Josephson entre les deux puits du potentiel ainsi qu’un le self-trapping
du condensat dans 'un des deux puits. On peut souligner ici que la dynamique temporelle
d’un condensat a l'intérieur d’un double puits est similaire & celle d’'un condensat & deux
composantes (1.25) : la fraction du condensat a l'intérieur d’un des 2 puits est décrite
par une fonction d’onde v 2 dont la dynamique est déterminée par les interactions entre
atomes dans le méme puits ainsi que par 'interaction cohérente entre les deux fractions
du condensat (rendue possible par effet tunnel a travers la barriere entre les deux puits).
L’étude des condensats a deux composantes constitue a cet égard une prolongation na-
turelle de I’étude de ces condensats faiblement couplés : dans le cas a deux composantes
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FIGURE 1.6 — Représentation dans
Pespace des phases des oscillations
plasmas (en bleu) et des oscillations
7 (en rouge) observées par [63] dans
le régime de Rabi. ¢ représente la
phase relative entre les deux compo-
santes et z la densité relative |1)|> —
v |>. Les courbes en trait plein
(—) correspondent au trajectoires
analytiques et les points les me-
sures expérimentales ; chaque type de
symbole (o, ©, *, ...) correspond a
un condition initiale du condensat.
©2010, APS

FIGURE 1.7 — Représentation dans
Pespace des phases des oscillations
plasmas (en bleu) et des oscilla-
tions m (en rouge et vert) observées
dans la Ref. [63] dans le régime
de self-trapping (cf. légende de la
Fig. 1.6). En dessous d’un certaine
valeur critique du couplage Rabi, les
oscillations m bifurquent d’un régime
de densité relative moyenne nulle
(représentés dans la Fig. 1.6) a un
régime de densité relative moyenne
finie, représenté ici par les trajec-
toires vertes ; la trajectoire rouge cor- *

respond ici a la limite entre les oscil- 0.5 1
lations plasma et les oscillations . ¢ []
©2010, APS

les deux especes 1 et | ne sont plus confinées spatialement dans un puits et le couplage
cohérent entre les deux especes est accordable de fagon directe expérimentalement (on
rappelle que la fréquence de Rabi Q est liée & ’amplitude du champ r.f. appliqué).

Intéressons nous plus particulierement aux oscillations m pour lesquelles le point fixe (7, 0)
correspond a I’état fondamental du systéme comme on le verra au Chapitre 2. Les trajec-
toires sont déterminées initialement par la densité relative ainsi que par la phase relative
dans lequel le systeme a été préparé. Pour les deux types d’oscillation représentés dans
la figure 1.6, la dynamique du condensat est dominée par le régime linéaire de Rabi et
la densité relative du condensat oscille autour de 0. En 2010, T. Zibold et al. ont montré
expérimentalement que pour une pulsation Rabi ) suffisamment faible la trajectoire des
oscillations 7 changent drastiquement : la densité relative oscille autour d’une densité
relative finie, comme le montrent les trajectoires représentées en vert dans la figure 1.7.
En effet, en dega d’une certaine valeur critique du couplage Rabi, le condensat subit une
transition de phase et I’état de plus basse énergie est décrit par une densité relative finie
correspondant aux 2 nouveaux points fixes dans ’espace des phases 1.7. La moyenne tem-
porelle non nulle de la densité relative, ou self-trapping (initialement prévu par [33]), est ici
une signature directe des effets non-linéaires de la dynamique du condensat et ne peut-étre
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observée dans le régime limite de Manakov (1.28); plus particulierement, cette transition
de phase ne peut étre observée que dans le cas ou les interactions inter-especes et intra-
espece sont différentes, cf. I'Eq. (2.11) dans le Chapitre 2. Pour des pulsations de Rabi
encore plus basses, le self-trapping est accentué et les atomes sont presque entiérement
condensés dans un seul état. Le systeme entre alors dans un nouveau régime : les trajec-
toires des oscillations 7 dans l’espace des phases ne sont plus fermées et la phase relative
du condensat n’est plus bornée. Ce nouveau régime peut étre lié formellement & 1'effet
Josephson alternatif (cf. e.g. la Ref. [88]) en montrant que le courant d’atomes entre les
deux composantes oscille tel que :

dNy — N,

gr I(t) =1.sin(¢p) avec [.xQ et ¢Poxt, (1.32)

qui est une conséquence directe de la croissance non bornée de la phase relative du conden-
sat. Observée initialement dans les condensats de spin 1 [62], cet effet a été observé dans
les condensats & deux composantes [63] et constitue une signature élégante d’une dyna-
mique relative entre les deux especes du condensat.

Outre l'intérét pratique de pouvoir peupler les différents états du condensat dans le
régime linéaire, ’étude du couplage cohérent en présence d’interaction dans les conden-
sats a deux composantes révele une tres riche phénoménologie. Dans le Chapitre 2, on
s’apercevra que ce couplage modifie le spectre des excitations se propageant a travers le
condensat. On simplifiera par ailleurs I’étude du champ r.f. stationnaire (£2(¢) = cste) en
étudiant les fonctions d’onde dans le référentiel tournant en posant :

Py — e lwrtt Proet Y — etiwrst (T (1.33)
Dans ce référentiel les équations de Gross-Pitaevskii (1.25) se simplifient telles que :

(O 10%y
ot 2 0z

Q
+ grtlor s PUry + grulbya Por + %t (1.34)

1.d. Un nouveau type de soliton

L’ajout d’un nouveau degré de liberté au condensat de Bose-Einstein n’enrichit pas
seulement la dynamique collective du condensat mais permet aussi d’observer la propa-
gation de nouvelles ondes non-linéaires. La propagation d’ondes non-linéaires a travers
un condensat de Bose-Einstein est le résultat de deux effets antagonistes bien décrits par
I’équation de Gross-Pitaevskii :

e un effet non-linéaire qui tend a raidir le profil des ondes se propageant a travers le
condensat et qui peut développer dans certaines configurations une discontinuité
des champs de densité et de vitesse; il est a noter ici que ces effets ne sont pas ca-
ractéristiques des gaz quantiques uniquement mais de tout fluide dont les équations
posseédent une limite hydrodynamique (cf. le Chapitre 3),

e un effet dispersif qui tend a élargir les paquets d’onde lors de leur propagation.

La propagation d’onde a l'intérieur d’un fluide n’est pas exceptionnelle et il n’est pas
rare d’étudier la propagation des ondes planes de faible amplitude a travers un fluide
quelconque. Plus exceptionnellement dans le cas des ondes non-linéaires, la perturbation
du condensat est macroscopique au passage de l'onde et ne se limite pas a une faible
déformation du milieu. De plus, la propagation des ondes non-linéaires n’est pas restreinte
aux ondes périodiques : il existe en effet une solution localisée de ’équation de Gross-
Pitaevskii se propageant sans déformation communément appelée soliton.
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i. Soliton sombre

Avant d’écrire ’expression analytique du soliton, on peut étudier ici de fagon qualitative
les deux effets antagonistes présentés précédemment & 1’origine de la propagation de cette
onde localisée, pour un condensat & une composante & interaction répulsive ''. Ces deux
effets sont encodés dans la relation de dispersion des excitations :

w(k)? =2k* +k'/4 avec c=./p, (1.35)

ou c est la vitesse du son des excitations (exprimée ici pour un coefficient non-linéaire
g = 1) et p la densité uniforme du condensat non perturbé; d’apres la relation (1.35),
la vitesse des excitations dépend de la densité locale du condensat ¢ = /p (effet non-
linéaire) ainsi que de la pulsation des excitations k (effet dispersif).

Supposons maintenant que le soliton correspond a une perturbation localisée de la densité
Ap sur une extension spatiale L. D’apres la relation (1.35), la vitesse du son au voisinage
de cette perturbation gagne une contribution ~ ¢Ap/p. De plus, puisque k ~ 1/L, la
dispersion augmente la vitesse d'une quantité ~ ¢/pL? [cf. 'Eq. (1.35)]. Le soliton peut
alors se propager a travers le condensat uniforme si ces deux perturbations de la vitesse
se compensent, autrement dit si :

Ap 1

p ~ _pL2 . (1.36)
On remarque ici que le soliton correspond a une dépletion de la densité du condensat
Ap < 0 : on appelle ce type de soliton un soliton sombre. Le signe de Ap dépend di-
rectement du signe de la contribution dispersive de la relation (1.35). Une autre équation
bien connue supportant la propagation de soliton est ’équation de Korteweg-de Vries, de
relation de dispersion w = ck — k3 : le soliton propagé par cette équation correspond ici &
une augmentation du parametre physique et on parle alors de soliton brillant.

On peut dériver analytiquement la formule du soliton sombre dans le cas d’un conden-
sat de Bose-Einstein a interactions répulsives, en cherchant les solutions de 1’équation de
Gross-Pitaevskii se propageant a vitesse constante v :

Y(z,t) = \/po (cosatanh [\/pg cos a(x — vt)] +isina) avec sina=wv/c, (1.37)

ou 19 est le parametre d’ordre du condensat a une composante; la vitesse v du soliton
sombre est couplée & son amplitude cos? a ainsi qu’a sa largeur 1/ cosa : plus le soliton
se propage rapidement, plus il est large et plus sont amplitude diminue. La distribution &
une dimension des atomes présente bien une diminution locale du nombre d’atomes :

\¢|2 = po (1 — cos? af CoshQ[\/pT)cos a(z — vt)]) . (1.38)

Observé la premiere fois dans le domaine de 'optique non-linéaire en 1987 [89], puis
dans les condensats en 1999 [21], I’étude des solitons dans les gaz quantiques fait I'objet
d’une littérature conséquente depuis la réalisation de la premiere condensation de Bose-
Einstein (cf. e.g. la revue [90]). On associe souvent & la robustesse de cette onde solitaire un
comportement proche de celui d’une particule : de fagon similaire & une particule insécable

11. L’équation de Gross-Pitaevskii & une composante correspond simplement & 1’équation (1.14a) pour
laquelle gt = g > 0, g1 = 0 et V = 0. Dans un souci de concision on présente ici les résultats pour g = 1.
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le soliton conserve bien sa forme apres collision avec un autre soliton 2.
Ces structures sont cependant instables & deux et trois dimensions pour des excitations
transversales a la propagation du soliton dont la longueur d’onde est plus grande que la
largeur du soliton 1/,/pg cos a (typiquement de I'ordre de la longueur de cicatrisation du
condensat), comme le montrent les premieres expériences sur la génération de solitons [92].
On ne résiste pas ici & présenter la justification élégante proposée par [93] pour expliquer
cette instabilité aussi appelée instabilité serpentine?. En considérant que le soliton sombre
correspond bien a une particule, sa dynamique est régie par I’équation
d?X

Mms g = Fs, (1.39)
ou X est la position du soliton, mg sa masse inertielle (correspondant par définition a
ms = 2d£f ot By o (pg — v?)3/? est I'énergie du soliton '*) et F, est la force subie par le
soliton. A 3 dimensions le soliton sombre peut étre vu comme une membrane d’épaisseur
1/ cosa et la force subie par le soliton Fy correspond alors & une tension de surface que
l’on peut écrire a l'aide de la loi de Laplace : Fs = E5/R ou R est le rayon de courbure de
la membrane (cf. e.g. la Ref. [95]). Dans la limite des faibles déformations et en supposant

que la perturbation soit seulement dirigée selon ’axe y, on a plus simplement Fy = ES%QT)Q(.

Dans le cas ou la déformation transversale s’écrit X = cos(ky — wt), on obtient :

w = %i\/Es/|ms|k , (1.40)

préfigurant l'instabilité du soliton dans un condensat a 2 ou 3 dimensions; le taux 27 /w
dérivé dans I’équation (1.40) décrit bien le taux observé numériquement pour des grandes
longueurs d’onde. Le soliton se désintégre ensuite en paire vortex — anti-vortex. Il est
remarquable ici que cette instabilité soit reliée a une propriété contre-intuitive du so-
liton sombre : sa masse effective négative, qui correspond physiquement & la diminu-
tion de I’énergie du systeme quand la vitesse du soliton augmente. Le critére de stabilité
kL </ V/Po est tres contraignant expérimentalement et les solitons sombres sont diffi-
ciles a observer : dans les condensats & une composante bidimensionnels, le soliton sombre
constitue une membrane trop mince pour résister aux perturbations transversales.

ii. Soliton sombre-brillant

Le développement des condensats a deux composantes permet d’observer de nouvelles
solutions solitoniques et notamment une version plus robuste a 2 et 3 dimensions du
soliton sombre. Dans la limite de Manakov (cf. section précédente), les équations de Gross-
Pitaevskii admettent comme solution un soliton hybride appelé soliton sombre-brillant (ou
dark-bright soliton en anglais). Dans cette limite une des deux composantes propage un
soliton sombre d’expression (on reprend ici la notation proposée dans la Ref. [97]) :

Yp(,t) = /g (cos atanh [k(z — ktanat)] +isina) , (1.41)

12. Cette robustesse est une propriété générale des solitons et peut étre observée pour les solitons dits
hydrodynamiques (e.g. les solitons solution de 1’équation de Korteweg-de Vries). L’équation de Gross-
Pitaevskii permet de tester d’autres effets caractéristiques de ce comportement particulaire : on peut
observer par exemple l'oscillation d’un soliton sombre dans un condensat soumis a un potentiel harmo-
nique (cf. e.g. la réalisation expérimentale [91]) de fagon analogue & une particule oscillant dans un puits
harmonique.

13. ou snake instability, cf. la Ref. [94].

14. On définira de fagon exacte I’énergie du soliton au Chapitre 3.
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FIGURE 1.8 — Observation du
soliton sombre-brillant dans un
milieu optique non-linéaire [906].
Les deux profils correspondent
au profil radial des deux enve-
loppes || E1||? et || E3||?> du champ
E = Eq(r,t)e Wi  By(r t)e 2!
aprés propagation a travers un
milieu non-linéaire; le régime
des équations non-linéaires de
Schrodinger est différent de celui
discuté dans la Section 1.d et
correspond a un régime attractif.
©1992, IEEE

créant un puits attractif pour la seconde composante pour laquelle se forme alors un soliton

brillant :
N¢Ii ei(Q¢t+ntanaz)
t) = 1.42
) ' 2 cosh[k(z — ktanat)]’ ( )

ol la largeur du soliton =1 est définie par x = \/,u cos2a+ (N /4)2 — N /4 et Q =
k2(1 — tan? o). Ces solitons ont été observés initialement en 1992 (cf. la Ref. [96]) lors de
la propagation d’une onde électrique a deux porteuses a travers un milieu non-linéaire de
Kerr, cf. la Fig. 1.8. Dans cette expérience, la géométrie de la propagation est différente
de celle décrite dans la remarque 1.1 et la coordonnée spatiale correspond ici a la di-
rection perpendiculaire a la propagation de la porteuse. De fagon générale ces structures
sont appelées en optique non-linéaire des solitons vectoriels (ou vector soliton en anglais)
par opposition au soliton plus classique que ’on pourrait qualifier de scalaire. Le soliton
sombre-brillant a été ensuite réalisé dans les condensats de Bose-Einstein par impression
de phase [91] dans un condensat a deux especes dans le régime d’interaction immiscible
(cf. la Fig. 1.9). Il est important de souligner que la solution en soliton sombre-brillant
présentée ici, dérivée dans la limite de Manakov, ne met pas en coexistence les deux
especes : 1)) — 0 pour |z| suffissamment large. De fagon similaire au soliton sombre, le
soliton sombre-brillant présente un comportement particulaire : il oscille en présence d’un
potentiel harmonique (cf. la Fig. 1.9). Les échelles de temps sont cependant différentes
entre les deux phénomenes et la période d’oscillation du soliton sombre-brillant mesurée
dans la référence [91] est plus grande de presque un ordre de grandeur par rapport a
celle mesurée pour un soliton sombre. Dans cette méme expérience, la collision entre un
soliton sombre et un soliton sombre-brillant a été testée : le soliton sombre rebondit alors
sur le soliton sombre-brillant, rebond qualifié par les auteurs de réflection hard-wall. Ces
différentes mises a I’épreuve montrent bien qu’au méme titre que le soliton scalaire, ce nou-
veau type de soliton se comporte de fagon similaire a une particule mais montre aussi que
la dynamique entre les deux types de soliton est différente. Bien plus qu’une simple nou-
velle structure non-linéaire, le soliton sombre-brillant peut étre vu comme un mécanisme
stabilisateur du soliton sombre contre I'instabilité serpentine. En effet, le couplage entre le
soliton sombre (1.41) et le soliton brillant (1.42) permet de modifier la largeur du soliton
sombre indépendemment de sa profondeur (et dans une moindre mesure de sa vitesse de
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FI1GURE 1.9 — Observation du
soliton  sombre-brillant  d’un
condensat de deux états hyper-
fins de 8" Rb [91]. Le profil du
soliton est initialement imprimé
sur la distribution station-
naire du condensat (régime de
Thomas-Fermi) et les différents
photographies correspondent a
Pévolution du soliton sombre-
brillant en présence du potentiel
confinant. De facon similaire au
comportement d’une particule
a lintérieur d’un potentiel
harmonique, le soliton oscille
(la période est en bon accord
avec les simulations numériques
réalisées dans la référence [91]).
(©2008, Nature

propagation) : pour un nombre suffisamment grand d’atomes dans I’état ||), la largeur
du soliton k! est égal & k=1 = N|/(2ucos® a), et il devient possible de protéger le soli-
ton contre les perturbations transversales de grandes longueurs d’onde en augmentant le
nombre de particules dans la composante |/).

L’étude de ces solitons inédite a travers les condensats fait 'objet d’une recherche

expérimentale treés active. On peut mentionner par exemple les expériences [45, 98] qui ont
permis de réaliser ces structures en faisant contre-propager les deux especes du condensat
dans un régime miscible mais soumis & une instabilité modulationnelle ; on reviendra plus
en détail sur ces expériences au Chapitre 3 ot 'on montrera que cette contre-propagation
semble s’accompagner de la formation d’ondes de choc dispersives de polarisation. De nom-
breux progres théoriques ont été aussi accomplis depuis la premiere observation du soliton
sombre-brillant & travers un condensat. Plus particulierement on étudiera (toujours dans
le Chapitre 3) la propagation d’un autre type de soliton vectoriel, de structure similaire au
soliton sombre-brillant, solitons dits magnétiques présents dans le cas ou le condensat ne
décrit plus la limite de Manakov [99, 100]. Au contraire du soliton décrit par (1.41)-(1.42),
le soliton magnétique constitue une excitation du condensat de Bose-Einstein dans son
régime miscible ou les deux especes coexistent.
Ces nouvelles excitations non-linéaires ne se limitent au régime de la dynamique 1D
ou quasi-1D étudié ici. Plus récemment des structures similaires ont été étudiées dans
des géométries purement tridimensionnelles comme le soliton sombre-brillant & symétrie
sphérique : dark-shell-bright soliton [101]. L’ajout du seconde degré spinoriel de liberté per-
met notamment de coupler ces excitations a des excitations topologiques de dimensions
différentes comme le montre 1'observation de soliton-vortex dans 1’expérience [60].
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2. Dynamique de polarisation

Comme le montrent les phénomeénes présentés précédemment, I’ajout d’'un degré de
liberté interne autorise une nouvelle dynamique a travers les condensat caractérisée par
I’échange de particules entre les deux niveaux ainsi que par la phase relative entre les
fonctions d’onde des deux especes. Dans cette section on présentera une réécriture des
équations de Gross-Pitaevskii plus & méme de décrire cette dynamique interne du conden-
sat. On montrera notamment que cette réécriture décrit, hors du régime de Manakov,
deux dynamiques non-linéaires différentes caractérisées dans le spectre de Bogoliubov par
deux modes de phonons.

Remarque 1.2. Les résultats théoriques et expérimentaux présentés dans les sections 1.c
et 1.d ont été déterminés dans la limite de Manakov (1.28) (hormis le régime de Jo-
sephson en présence d’un faible couplage Rabi). On peut dans ce cas réécrire les équations
de Gross-Pitaevskii de la fagon suivante :

{WE =—302E + g1t |[E’E avec E(z,t) = {1ey + 1€, , (1.43)

ol ey et e, sont des vecteurs unitaires ; on reprend ici les notations de I'optique non-linéaire
ou la limite de Manakov a été dérivée initialement [102]. Dans cette limite la dynamique
relative entre les composantes Ey, et E, (ou 1y et 1)), est linéaire et par conséquent est
trivialement résolue (cf. e.g. le régime d’oscillations de Rabi en présence d’un couplage
cohérent). Plus formellement cette équation est intégrable par la méthode de diffusion
inverse (cf. e.g. la Ref. [103]). Dans les travaux présentés dans cette these, on considérera
la limite stricte :

91l < V91 (1.44)

sauf mention contraire explicite. Cette inégalité stricte se montrera capitale pour 1’étude
des phénomenes non-linéaires issus de la dynamique relative entre les deux especes (cf. a
cet égard 1’équation (1.53d) dérivée ultérieurement).

Par ailleurs on supposera que les deux coefficients intra-espéce sont égaux entre eux.
Cette limite permet de simplifier 'approche théorique et de mettre en exergue les effets
non-linéaires liés & la différence entre les coefficients intra et inter-especes; elle peut étre
atteinte expérimentalement comme le montre les travaux de la référence [104]. Cette limite
n’est pas sans conséquence et la différence entre les deux coefficients gy et g meéne a
des effets non-linéaires tres intéressants (cf. e.g. la dérivation d’équation de Gardner dans
[105]) qui ne seront pas étudiés ici. En résumé les coefficients non-linéaires seront choisis
tels que :

\ g =911 =9=91,>0 (1.45)

2.a. Notations de Madelung

Le condensat de spineurs peut étre aussi vu comme deux fluides en interaction dont 'un
est composé d’atomes dans 1’état quantique |1) et 'autre d’atomes dans I’état quantique
|1} (cf. figure 2.a). Dans cette description, il devient plus naturel de parler de densités et
de vitesses et on réécrit a cet égard les deux parametres d’ordre complexes U = ()4, 1)))

de la facon suivante '° :
Ur) Z (vere”
(w ~\ypreo ) (1.46)

15. Cette notation est en fait une généralisation de I’approche proposée par Madelung pour 1’équation
de Schrodinger [106].
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FIGURE 1.10 — Approche Madelung du condensat [cf. 'Eq. (1.46)] composé de particules
dans I’état |]) en bleu (o) se déplacant a la vitesse 0,¢, et de dans I’état |T) en rouge (o)
se déplacant a la vitesse Oy ¢y

ol pr = [4]? > 0 et p = [1)|> > 0. ¢4 € [0;27[ (resp. ¢1 € [0;27[) correspond au
potentiel vitesse des atomes dans ’état [1) (resp. dans I’état |])). La dynamique du systéme
est alors régie par quatre équations réelles sur les deux champs de densité p; et p| et les
deux potentiels vitesse ¢4 et ¢ obtenues en combinant la définition (1.46) aux équations de
Gross-Pitaevskii (1.14). Il existe cependant une autre notation, introduite dans la référence
[107], plus appropriée a la description des condensats & deux composantes. En effet une
facon naturelle de décrire deux fluides en mouvement 'un par rapport a l'autre est de
décrire séparément
e le flot total caractérisé par une densité totale d’atomes py 4 p; et une vitesse
ax¢T + 8x¢¢7
e le flot relatif entre les deux fluides caractérisé par une densité relative d’atomes
pt — py et une vitesse relative 0,¢ — 0,9, .

Dans ce but on introduit la notation :
P\ _ i®/2 _ (cos(8/2) e i¢/2
(wi = /pe / X avec X = sin(6/2) ooz | (1.47)

ou l'angle 0(x,t) est défini tel que : 6 € [0;7]; on parle d’angle de mélange, = 0 (resp.
6 = 7) correspondant & une situation ou tous les atomes sont dans I’état |1) (resp. dans
Pétat |])) et 8 = /2 correspondant a la situation ou autant d’atomes sont dans 1’état |1)
que dans Iétat |]). Les deux notations (1.46) et (1.47) sont simplement reliées par :

p=pr+p, pcosd=pr—p, e=¢r+¢,, d=—¢r+ ¢ . (1.48)

On rappelle que la phase relative ne constitue pas seulement une réécriture du parametre
d’ordre du condensat mais correspond bien a une quantité observable du systeme mesu-
rable expérimentalement (cf. la Section 1.c). On utilise aussi par la suite les notations pour
la vitesse totale et la vitesse relative :

U(z,t) = 0,P(x,t) et v(x,t) = 0y0(z,t) . (1.49)

Afin de différencier les quantités exprimées a 'aide des champs complexes (1.5) et les
quantités exprimées a l'aide des nouvelles notations (1.47), on introduit le parametre
d’ordre :

=(x,t) = (p, ®,0,0)T (1.50)
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ou T correspond & la notation transposée. Dans cette nouvelle notation 1’énergie cinétique

des particules (1.9) s’écrit :

E.n[= /dx (,033 +p {02 + @2 4 p2 — 2C089@x¢x}> , (1.51)
et 'énergie d’interaction (1.10) :

_ 1
Ei [E] = 3 /d:rp2 (39 + g1y + (9 — g4) cos 20) . (1.52)

En combinant la définition (1.47) et les équations de Gross-Pitaevskii (1.14), la dynamique
du condensat s’écrit :

1 1

pt+ 5 aa:(p(pm) D) Oz(p ppcosh) =0, (1.53a)
1 cot ¢ p;v p:m: 1 2 2 2 _
1 1

0t+§®x9x+%8x(p¢xsin0) =0, (1.53c¢)
1 1

e+ 5 5 o m 92(pbz) — (9 — gt )pcosd = 0. (1.53d)

On voit d’apres les équations (1.53b) et (1.53d) que l'effet des interactions entre les atomes
ne se manifeste qu’a travers la somme et la différence des coefficients non-linéaires g et

g1l

| gi=gtgn et p=g-gy | (1.54)

On remarque ainsi que dans la limite de Manakov go = g — g4, = 0 (cf. la Remarque 1.2),
la non-linéarité disparait de la dynamique des champs 0 et ¢ décrite par les équations
(1.53c) et (1.53d).

2.b. Spectre de Bogoliubov

On peut relier plus quantitativement les coefficients g; et g2 a la vitesse de propagation
des excitations du condensat. Sans couplage cohérent, I’état fondamental du condensat a
deux composantes est simplement déterminé par la minimisation de 1’énergie d’interac-
tion (1.52), les champs étant bien stir uniformes afin de minimiser I’énergie cinétique du
condensat (1.9). Deux situations se présentent alors :

e un régime anti-ferromagnétique 0y = m/2 si go > 0 (cas miscible),
e un régime ferromagnétique 0y = 0[x] si g2 < 0 (cas immiscible).

Dans le régime stable, le parametre d’ordre s’écrit alors :

p(@,t) = po, Dw,t) = Bo(t), Oa,t) =7/2 et Bla,t) = dolt) . (1.55)
ou les phases sont définies par :

Do(t) = —g1pot = (pr + )t et do(t) = —gapot = (ur — py)t (1.56)
ou i (resp. p) est le potentiel chimique du condensat dans I'état |1) (resp. |)).
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Remarque 1.3. On a considéré ici un état stationnaire particulier. En effet les équations
de la dynamique du condensat (1.14) sans couplage cohérent conservent bien le nombre
d’atomes dans chaque état quantique, et on peut définir un état stationnaire qui minimise
la fonctionnelle E[W] — puy Ny — puy Ny ol pig (resp. py) est le multiplicateur de Lagrange de
la contrainte Ny = cste (resp. IN| = cste). Cependant on préférera présenter ici le spectre
de Bogoliubov pour un état stationnaire décrit par § = 7/2 pour lequel les deux modes
de Bogoliubov excitent séparément la dynamique globale et la dynamique relative du
condensat '°. De plus, en présence d'un couplage Rabi, le systéme n’est plus invariant par
changement de phase relative et I’état fondamental, dans le régime anti-ferromagnétique
correspond au condensat mélangé 6 = /2.

i. Spectre des excitations

Le spectre des excitations ou spectre de Bogoliubov ' est obtenu en perturbant le

parametre d’ordre du condensat par une onde plane d’amplitude ¢ < 1 :
E(x,t) =20 + (E(l) ellkz=wt) 4 ¢ c.) , (1.57)

ot 20 = (pg, —g1 t, Oy, —gat) et 2V = (pM), M M) HNT « =) sont des ampli-
tudes & déterminer. On rappelle simplement ici le résultat déja dérivé dans de nombreuses
références [36, 108—111] : la linéarisation des équations de Gross-Pitaevskii par rapport a
=M montre que seulement deux modes d’excitations '® peuvent se propager :
e un mode de densité correspondant a une oscillation de la densité et de la vitesse
totales du condensat (cf. la Fig. 1.11) et pour lequel la dynamique relative est figée

0&1) =0et gZ)él) = 0. La relation de dispersion de ce mode est définie par :

K2k
=glp§ + (1.58)

wd(k)2

qui est représentée en rouge dans la figure 1.13,

e un mode de polarisation correspondant a une oscillation de la densité et de la

vitesse relatives du condensat (cf. la Fig. 1.12) et pour lequel la dynamique global
(1) (1)

du condensat est figée pp’ = 0 et @, ' = 0. La relation de dispersion de ce mode
est définie par :
K2 k4
wy(k)? = Wg + (1.59)

qui est représentée en bleu dans la figure 1.13. On retrouve ici la condition de misci-
bilité des deux espéces du condensat : en effet, dans le cas ou les interactions inter-
especes sont plus intenses que les interactions intra-espece (g2 < 0), le condensat
développe a grande longueur d’onde des excitations de pulsation complexe d’aprées
la relation de dispersion (1.59), prouvant ainsi son instabilité modulationnelle.

16. La matrice des perturbations (2.15) dérivée plus tard montre bien que pour cos 6y # 0, les dynamiques
des perturbations (p’, ®') et (6',¢’) ne sont plus séparées.

17. Ici on considere seulement les excitations en onde plane. Dans une approche plus générale, il faudrait
perturbé le parametre d’ordre par la somme de différents modes n (cf. [73]) :

E(z,t) =20 + Z (57(11)(55) et L. c.) .

18. On adopte ici la convention suivante : l'indice d correspond aux quantités décrivant le mode de
densité et I'indice p & celles décrivant le mode de polarisation.
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FIGURE 1.11 — Représentation schématique
du mode de densité : la courbe rouge (resp.
bleue) représente la densité d’atomes dans P
l'état |T) (resp. |l)) et la courbe noire
représente la densité totale. Dans ce mode,
les deux distribution py et p| oscillent en

phase telles que : pr(x,t) = py(x,t). Dans \/W
la représentation (1.47) ce mode est ca-

ractérisé par 'oscillation de la densité totale pr = py
du condensat p(z,t) et la constance de I'angle
de mélange 0 = /2.

FIGURE 1.12 — Représentation schématique
du mode de polarisation (la légende est P = Po
définie dans la figure 1.11). Dans le mode
de polarisation, les deux densités py et p

oscillent en opposition de phase telles que Pl
pt + py = po. Dans la représentation (1.47) ><><><><><><
ce mode est caractérisé par l'oscillation de
l'angle de mélange du condensat 6(z,t) et la Pt
constance de la densité totale p = pg.
0 2 1 6 8 10
i

ii. Modes de Goldstone

La séparation de la dynamique proposée dans la référence [107] en un flot total et un flot
relatif trouve toute sa justification ici et correspond alors aux deux modes de propagation
autorisés a travers un condensat non polarisé (0y = 7/2). A faible énergie k < 1, ces deux
modes décrivent la propagation de phonons d’énergie :

wi(k) ~ Ecq |k| et wp(k) ~ *cp |k, (1.60)
avec ¢q = /g1p0/2 et ¢, = \/g2po/2. Ces deux relations de dispersion linéaires cor-

respondent & deux modes de Goldstone et sont une conséquence directe de la brisure
spontanée de la symétrie U(1) x U(1) du systéme (1.14) par I’état stationnaire (1.55).
En effet, puisque les équations de Gross-Pitaevskii sont invariantes sous le changement de
phase globale ® — ® + cste et sous le changement de phase relative ¢ — ¢ + cste, I’état
fondamental du condensat n’est pas défini de fagon unique et un changement de phases du
parameétre d’ordre ne change pas I’énergie du systeme. Il devient alors possible de propager
des excitations d’énergies nulles correspondant ici aux phonons décrits par (1.60).

Le mode de densité wy(k) est & rapprocher ici du mode de Bogoliubov des condensats
a une composante (1.35); expérimentalement les valeurs des coefficients non-linéaires g
et gy, sont tres proches (cf. la Ref. [82]) et le mode de Goldstone décrit par (1.60) est
similaire & celui dérivé pour un condensats a une composante. Plus généralement, le mode
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1.8

1.6 1
L4 FIGURE 1.13 — Relations de dis-
persion avec le choix de paramétre
1.21 typique : gipo =2 et gapo = 0.1.
o 1.04 Le mode de densité wgy(k) est
3 0s- représenté en trait plein bleu (—)
et le mode de polarisation wy(k) en
061 trait plein rouge (—). Leur limite
0.41 grande longueur d’onde k < 1 est
0.2 représentée en trait pointillé (=-).

0.0

-2.0 =15

de densité correspond a la dynamique moyennée du condensat sans distinction entre les
atomes dans ’état |1) et les atomes dans 1’état |]) et ou les interactions sont décrites par
un coefficient non-linéaire moyen : g1/2 = (g + g3;)/2. Au contraire, le degré de liberté
de polarisation autorise un nouveau type d’excitation a se propager a l'intérieur du
condensat 1ié au degré de liberté interne (A1) # 0 et ¢(1) # 0). Proche de la limite de
Manakov, la vitesse du son des phonons ¢, < /g — gy devient tres faible et ne peut étre
comparée aux excitations de densité rencontrées habituellement dans les condensats a une
composante.

Remarque 1.4. Bien que I'on ait présenté ici le spectre de Bogoliubov pour un condensat
dans son état fondamental, on peut aussi dériver la relation de dispersion des excitations
du condensat dans le cas ou les deux especes sont en mouvement relatif : ¢ = vgz avec vg
la vitesse relative entre les deux composantes. On suppose dans un souci de concision que
la vitesse moyenne du condensat est nulle et que le condensat dans son état stationnaire
est de densité relative nulle. En adaptant la relation dérivée dans la référence [112], les
vitesses du son des modes de Goldstone sont définies par :

2 2 2
2 gpo Vo gpo vy grl Po
= — — + . 1.61
“ T +<2> ¢ 2 +< 2 ) (1.61)

Pour une vitesse relative vg supérieure a la vitesse du son de polarisation ¢, = /(g — g+,)po,

¢ devient négatif et le condensat développe une instabilité modulationnelle. Dans les
expériences réalisées sur les états hyperfins de 'atome de 8"Rb, la vitesse du son de polari-
sation est extrémement faible et 'instabilité modulationnelle apparait facilement lorsque
les deux especes sont mises en mouvement 1'une par rapport a ’autre comme le montrent
lexpérience du groupe de P. Engels [45]. On verra dans le Chapitre 3 que les oscillations
observées dans les régions instables correspondent a des ondes non-linéaires que I'on peut
déterminer analytiquement proche de la limite de Manakov.

2.c. Conclusion

La dynamique du condensat de spineurs se sépare ainsi en une dynamique de den-
sité et une dynamique de polarisation. Est-il cependant légitime de considérer cette
séparation dans un régime non-perturbatif ou I’approche de Bogoliubov n’est plus valide ?
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La premiere fagon de remettre en cause cette séparation est de considérer une perturba-
tion macroscopique du systéme : () ~ 2O pour laquelle les termes non-linéaires de la
dynamique du condensat ne peuvent plus étre linéarisés. Cependant on verra dans le Cha-
pitre 3 que proche de la limite de Manakov la séparation en deux dynamiques distinctes
est possible méme au niveau non-linéaire.

Une des caractéristiques du mode de polarisation est la vitesse relativement faible de
la propagation de ses excitations pour des coefficients inter et intra-espece suffisamment
proches (condition trés souvent rencontrée expérimentalement, cf. la Ref. [82]). A cause
de cette dynamique relativement lente, il devient nécessaire de calculer les corrections
non-linéaires aux équations de propagation du mode de polarisation. En effet, bien que
les effets non-linéaires soient négligeables pour une faible amplitude des ondes planes, ils
s’accumulent avec le temps et peuvent déstabiliser la propagation du paquet d’onde a
travers une instabilité modulationnelle. Dans le cas bien établi du condensat de Bose-
Einstein & une composante, le spectre de Bogoliubov est robuste aux temps longs '?. De
méme, le rapprochement entre le mode de densité et la dynamique d’un condensat effectif
a une composante amene a penser que les ondes planes de densité présentent elles aussi
une stabilité modulationnelle>’. D’un point de vue pratique et expérimental, la question
de la stabilité modulationnelle des ondes de densité devient anecdotique au vu de la vi-
tesse de propagation rapide des excitations de densité. Qu’en est-il cependant du mode
de polarisation ? Dans le chapitre suivant on déterminera, dans un cadre général et en
présence d’un couplage Rabi, la stabilité du mode de polarisation auz temps longs et on
déterminera notamment les corrections non-linéaires du spectre de Bogoliubov.

Remarque 1.5. On n’étudiera pas plus amplement le mode de densité dans les chapitres
2 et 3. On peut mentionner ici que dans le régime des grandes longueurs d’onde, on peut
dériver la correction non-linéaire de la dynamique des phonons de densité (ainsi que des
phonons de polarisation). De fagon générale, le parameétre d’ordre du condensat excité
est solution d’une équation de Korteweg-de Vries modifiée :

dp 91 Op 1 3p B
a + [Cd + Cl(p pO) +02(p po) } % + m% =0, (162)

écrit ici par exemple dans le cas du mode de densité, ou les coefficients ¢; sont déterminés
par analyse multi-échelle (cf. dans le cas des condensats & 2 composantes la Ref. [105] et
I’Article 1). Dans les condensats & une composante, I’équation correspond a 1’équation de
Korteweg-de Vries et 'ajout d’'un degré de liberté interne permet d’atteindre le régime
des équations de Korteweg-de Vries modifiées prévoyant alors la propagation de nouveaux
types de soliton & travers les condensats.

Il est important de souligner que I’équation dérivée ici gouverne la dynamique du pa-
rametre d’ordre et non la propagation d’un paquet d’onde comme il le sera dérivé dans le
Chapitre 2 ; en pratique les deux approches sont complémentaires et permettent d’étudier
les excitations non-linéaires dans le régime des grandes longueurs d’onde (équation
type Korteweg-de Vries) et dans le régime d’excitations d’impulsion finie (équation de
propagation du paquet d’onde).

19. La hiérarchie temps longs — temps courts sera définie par la suite (cf. la Section 1.c du Chapitre 2).
20. On a montré dans Article 1 du Chapitre 2 que le mode de densité est effectivement bien stable aux
temps longs.
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Condensat de spineurs en présence
de couplage Rabi
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Article 1 : Nonlinear waves in coherently coupled Bose-Einstein
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L’étude de la propagation des excitations non-linéaires dans les condensats de spineurs
(cf. PArticle 1) a été motivée initialement par l'expérience réalisée en 2011 au NIST [35]
(puis en 2012 [68, 69]) sur les condensats couplés par interaction spin-orbite. Dans
cette expérience, le couplage cohérent entre les deux niveaux hyperfins |1) = |mp = —1)
et [|) = |mp = 0) de I'atome de 3"Rb est établi via une transition Raman. Au contraire
de la transition radio-fréquence présentée précédemment (cf. la Section 1.c du Chapitre
1), la transition Raman s’accompagne d’un transfert d’impulsion des lasers Raman aux
atomes dans les deux états hyperfins. Pour un désaccordage 6 = Awy, — wyz suffisamment
faible (cf. les définitions dans la figure 2.1), le systéme est bien décrit par deux niveaux et
I’Hamiltonien effectif a une particule est défini par :

P’ _ wz Q i(2kor—Awrt)
_ 2 2 2
Ho = Q —i(2koz—Awrt) P wz (2.1)
2 € 7+ 3
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FIGURE 2.1 — Diagramme des niveaux
d’énergie des états hyperfins de I'atome
de 8TRb tiré de l'expérience [35]. Les ni- A

veaux |—1) et |0) sont ici séparés par ef- E
fet Zeeman et I’écart d’énergie entre les
deux niveaux est noté hwy. Ces deux ni-

veaux sont alors couplés de fagon cohérente L T2
a laide de deux laser Raman dont le |=1) = [1)
P P c. hw
désaccord en fréquence est caractérisé par 7
Awr,. Les deux niveaux sont bien couplés 072X
si le désaccord § = Awy, — wy est suffisam- 0) =11

ment faible excluant ainsi de la transition
Raman vers le troisieme état |4+1) (inter-
dite ici par l'effet Zeeman quadratique).
(©2011, Nature

ou kg est la différence de vecteurs d’onde entre les deux champs décrivant le lasers et
Q leur intensité; les quantités exprimées ici sont adimensionnées. Cet Hamiltonien est
a comparer a celui dérivé pour un couplage de Rabi : la phase des oscillations © =
2kox — Awrt dépend maintenant de x. Puisque €) est constant, il est plus aisé de travailler
dans le référentiel tournant a 'aide du changement de variable |1,]) — eT1© |1 ]). Dans
ce nouveau référentiel, ’'Hamiltonien s’écrit :

kZ+6 Q
HO = 2 2 2_ 5 (22)
% + kop + k g
qui peut étre réécrit sous la forme compacte suivante :
1—kyo,)?2 € 0
HO = —(p 20 z) + 50’@ + 50—2 (23)

ou 1 est la matrice identité et o; ¢y, , .1 sont les matrices de Pauli définies par :

1 0 0 1 0 —i 1 0
]lz(o 1), ax:<1 0), ay:<i 0) et O‘Z:<O _1>. (2.4)

Les deux composantes du condensat sont couplées par un terme Rabi' mais aussi par une
terme d’interaction spin-orbite. Cette expérience est particulierement intéressante car
elle permet d’étudier une dynamique normalement réservée aux particules de spin-1/2.

La phénoménologie des systemes décrit par (2.3) est extrémement riche ce qui a per-
mis d’observer de nouveaux effets dans les condensats de Bose-Einstein mais aussi plus
généralement pour les systemes a plusieurs particules comme : un effet Hall superfluide
[113], un effet Hall de spin [114] ou encore plus récemment la mise en évidence d’un état
supersolide [115]. Ces différents phénomenes sont principalement reliés a la symétrie de
I’Hamiltonien de spin-orbite inédite jusqu’a maintenant pour les condensats sans brisure
explicite de symétrie par un réseau optique : en effet le terme kyo, brise I’invariance
par translation du systéme et ’état fondamental de Hy est maintenant décrit par un
atome d’impulsion finie k1. En présence d’interactions, Y. Li et al. [116] ont montré que

1. Ce terme est aussi appelé dans la littérature couplage Raman en référence aux deux laser Ra-
man utilisés pour coupler les états hyperfins de I’atome ; on conservera ici la dénomination couplage Rabi
introduite dans la Section 1.c du Chapitre 1.

- 30/230 -



Chapitre 2 - Condensat de spineurs en présence de couplage Rabi

I’état du condensat présente alors 3 phases différentes dépendant de la fréquence Rabi €2
ainsi que de la densité moyenne du condensat (cf. la Fig. 2.2). Pour une fréquence Rabi
suffisamment basse, le systeme est dans la phase appelée stripe phase correspondant a une
oscillation de la densité totale du condensat pg(z). Ces oscillations de la densité totale
sont la conséquence directe de la brisure de 'invariance par translation du condensat et
correspondent a l'interférence entre les deux états fondamentaux de (2.3) d’impulsion finie
+k;. Cette phase, qui pourrait étre associé a un supersolide (cf. la Ref. [116]), a été ob-
servée treés récemment dans la référence [115]. Au dela d’une certaine fréquence de Rabi,
le condensat devient uniforme :

e dans un régime ferromagnétique (6y # m/2) ou le parametre d’ordre décrit une
onde plane d’impulsion —k; ou 4k appelée plane-wave phase,

e ou dans un régime anti-ferromagnétique (6p = m/2) pour lequel le condensat est au
repos.

Cette derniere phase, appelée single-minimum phase, correspond & la transition que subit
le systéeme a une particule quand le régime de Rabi devient dominant : I’état de plus basse
énergie de Hy possede alors une impulsion k£ = 0 et I’état fondamental du condensat est
simplement déterminé par le couplage Rabi et 'intensité des interactions.

La présence du couplage spin-orbite
modifie drastiquement la dynamique du
condensat et permet d’étudier de nou- Single-minimum
velles excitations se propageant a travers ) phase III
les condensats de Bose-Einstein. En effet,
contrairement & ’Hamiltonien (1.1) défini
au Chapitre 1, Hy viole la symétrie x — —x

Q/kg

et la symétrie par renversement du temps 0.5 Stripe phase I

(t — —t), et le spectre des excitations ne

vérifie plus la symétrie w(—k) = w(k). Par 0, 0.5 1 15
exemple, on représente dans la figure 2.3 le n/n®

spectre des excitations du condensat dans

la phase ferromagnétique dite plane-wave. FIGURE 2.2 — Diagramme de phase du

Dans cette phase le spectre est asymétrique condensat en présence d’une interaction
et le mode d’excitations de plus basse spin-orbite établi dans la Ref. [116].
énergie (anciennement mode de densité) ! représente la  fréquence Rabi et
développe un mode de rotons comme le 7= | pdz la densité moyenne du condensat.
montre Pencart de la figure 2.3, de facon (©2015, World Scientific Publishing

similaire au mode d’excitations de I’hélium

4 superfluide. Ce mode a été mesuré expérimentalement dans les références [117, 118].
La mise en oeuvre expérimentale d’une relation de dispersion bien spécifique constitue
un des atouts majeurs des condensats de spineurs et permettent d’étudier des nouveaux
régimes de dynamique. A titre d’exemple on peut mentionner 1’étude tres récente menée
dans la référence [119] sur des effets de masse négative effective dans les condensats de
Bose-Einstein devenus accessibles grace a la courbure atypique du mode dispersion en
présence de couplage spin-orbite : w”(k) < 0. Le couplage spin-orbite permet aussi d’ob-
server de nouvelles excitations non-linéaires : on cite a titre d’exemple notre Article
1 ou 'on montre que les fluctuations de grandes longueurs d’onde de la densité totale p
en présence d'un couplage spin-orbite sont gouvernées par une équation de Korteweg-de
Vries modifiée dont la non-linéarité peut étre quartique (sous réserve d’un certain réglage
des laser Raman). Ce régime de non-linéarité, jamais observé dans les condensats, permet
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FIGURE 2.3 — Spectre des excitations

du condensat dans la phase dite plane-

wave. Les courbes en trait plein bleu

et rouge correspondent aux deux modes é( \@
d’excitations du condensat que [l'on ~ 6F
peut rattacher, dans une certaine li-
mite, aux mode de densité et de polari-
sation respectivement. Les disques cor-
respondent aux mesures expérimentales
réalisées par [118]. L’encart corres-
pond a un agrandissement de la re-
lation de dispersion du mode de plus
basse énergie : I'ancien mode de den-
sité présente un mode de roton pour 0_3 T, 1 o 1 L. 3
une impulsion finie ici égale a g, ~ 1.8. Momentum Transfer q (k,)
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d’étudier de nouvelles structures non-linéaires. De nombreux progres expérimentaux ont
été réalisés depuis cette expérience, notamment dans la mise en place d’autres champs de
jauge; ces différents montages et mesures ne seront pas détaillés ici (cf. e.g. la revue [120]).

Dans ce chapitre, on étudiera de facon détaillée les excitations non-linéaires du mode
de polarisation dans les limites : kg = 0 et § = 0. Cette étude correspond a ’analyse
des excitations non-linéaires du mode de polarisation en présence de couplage spin-orbite
dans la phase dite single-minimum : en effet, dans cette phase ou le terme Rabi domine,
le mode de polarisation présenté dans le Chapitre 1 continue d’exister. Durant 1’étude
des excitations non-linéaires de ce mode, on a montré (cf. I’Article 1) que le terme de
spin-orbite n’a pas d’effet qualitatif majeur sur la dynamique non-linéaire des fluctuations
de polarisation et on préférera présenter ici, dans un souci de concision, les résultats pour
ko = 6 = 0. L’étude du mode de polarisation en présence seulement du couplage Rabi
n’est pas anecdotique, le couplage cohérent Qo, étant une composante essentielle de la
dynamique de spin-orbite *.

De plus, la présence d’un couplage Rabi permet d’enrichir I’analyse des excitations du
mode de polarisation présentée au Chapitre 1 et de répondre notamment a la question de la
stabilité modulationnelle mise en évidence a la fin du chapitre précédent : dans un premier
temps, en présence du couplage cohérent Qo,, le condensat devient anti-ferromagnétique et
Iétat @ = /2 constitue un vrai état fondamental du condensat. En outre les excitations
de polarisation deviennent massives (de masse accordable constante, cf. la Sectionl.b)
enrichissant ainsi la dynamique des excitations et des excitations non-linéaires. On précise
ici que, bien que les calculs aient été effectués pour €2 # 0, la limite Q2 = 0 est bien définie.

Le chapitre est organisé comme suit : on étudiera dans un premier temps la dynamique
linéaire du condensat en déterminant le spectre des excitations. La présence du couplage
cohérent n’affecte pas ici la séparation dynamique de densité - dynamique de polarisation et
on pourra étudier cette derniere indépendamment des fluctuations de densité. On dérivera
ensuite a ’aide d’une analyse multi-échelle la dynamique d’un paquet d’onde du mode de
polarisation et on montrera que contrairement au résultat dérivé dans ’approche linéaire,
le mode de densité et de polarisation sont couplés au niveau non-linéaire. Finalement on

2. De fagon plus formelle, on peut montrer que la dynamique de spin-orbite est intégrée trivialement
en I'absence du couplage Rabi dans la limite de Manakov, cf. la Ref. [121].
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discutera l’origine physique de ce couplage.

1. Propagation des excitations

l.a. Un systeme multi-phasé

Dérivons dans un premier temps les équations de la dynamique du condensat dans la
représentation (1.47). La fonctionnelle d’énergie du condensat en présence du couplage
Rabi est définie par :

ou I’énergie cinétique Fi,. et 'énergie d’interaction Ejy. ont déja été définie en fonction de
W par (1.9) et (1.10) et en fonction de = = (p, ®, 0, ¢)T par (1.51) et (1.52) ; Eq correspond
a la contribution a I’énergie du couplage Rabi :

[9) Q
Eqo = 5 /dx (qﬁ%qj) = §/dxpsinﬁcos¢ (2.6)

Remarque 2.1. ) correspond a la séparation d’énergie entre les deux état propres de
Hy et le signe de ) n’est pas significatif dans 'expression de I’énergie ; par convention on
supposera que 2 > 0, et les résultats dérivés par la suite peuvent étre adaptés pour 2 < 0
par une translation de la phase relative de 7 : ¢ — ¢ + 7.

Les équations de Gross-Pitaevskii ont été dérivées précédemment [cf. les Eqs. (1.34)]
et sont définies par :

OPry 1% >
= = 75 pa2 + (glral? + grshins

Q
)+ (2.7)

qui peuvent étre réécrites dans la représentation = = (p, ®,0,¢)7 [cf. 'Eq. (1.47)] de la
fagon suivante :

1 1
petg Ox(p@y) — 5 O (p Pz cosf) =0, (2.8a)
cot 6 P2 prx P2+ @2+ 02 cos ¢
O — —— Op(ply) + 5 — —+ — % Q—— =0, 2.8b
Y Ix(p )+4p2 2 1 tgp+ Q=0 (2.8b)
1 1
9t+§<13x6’x+2—p8x(p¢xsin9)+9sin¢20, (2.8¢)
1 1
o + 3 D, — m 0x(p0y) — gapcost + Qcospcotf =0, (2.8d)
ou les coefficients non-linéaires g; sont définis par g1 = g + g1, et g2 = g — gy [cf.

I'Eq. (1.54)]. La fonctionnelle d’énergie (2.5) assurant toujours la conservation du nombre
total d’atomes N, I’équation de conservation du courant total (2.8a) restes inchangée [cf.
I'Eq. (1.53a)].

Comme précédemment on étudie la propagation des excitations a travers un condensat
dans son état fondamental. Ce calcul a été mené dans de nombreuses références [122-126]
et on propose ici de l'effectuer en minimisant ’énergie du condensat (2.5) & nombre total
d’atomes N fixé. L’état fondamental de 'Hamiltonien (2.3) est atteint pour un atome
d’impulsion nulle & = 0 en absence de couplage spin-orbite® et on déterminera 1’état

3. ou pour une fréquence de Rabi suffisamment élevée, cf. le régime single-minimum phase présenté
dans la Ref. [116].
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stationnaire du condensat sous la forme :

= = (po, Bo(t), b, éo(t)" . (2.9)

Les quantités (2.9) sont déterminées en minimisant la fonctionnelle :

Q 2
E [E(O)} —uN = /dang (2 sin 6y cos ¢g + 9+ 92 o + g—on cos 260y — ,u> . (2.10)

8 8

correspondant a la minimisation de ’énergie d’interaction et de I’énergie de Rabi pour un
nombre total d’atomes fixé; u correspond au potentiel chimique associé a cette conser-
vation et on a ®g(t) = —2put. La contribution Rabi a 1’énergie du condensat empéche
la conservation séparée du nombre d’atomes dans I’état |1) et du nombre d’atomes dans
létat |]) et la fraction d’atomes dans chaque état caractérisée par I'angle de mélange 6y
est déterminée par la valeur des parameétres €2 et go. Le minimum de E — ulN est atteint
pour :

0 si Q+gopo>0
¢po=m et costh= 5 (2.11)
+/1- (%) sinon
9200
et le potentiel chimique s’écrit : = g1 —€2/ sin 0. La bifurcation du systéme pour Q = —go

correspond ici a ’émergence des deux points fixes de densité relative finie (¢g, cosfy) =
(7, /1 — (©/g2)?) observée dans I'expérience [63] (cf. la Section 1.c du Chapitre 1). Cette
nouvelle phase polarisée est atteinte pour des valeurs de go négatives, correspondant a la
situation d’immiscibilité entre les deux espéces en l’absence de couplage cohérent. Le
couplage Qo, stabilise ici le condensat pour des régimes d’interaction inter-espeéces forts
(91, > g) en adaptant la polarisation du condensat : cosfy # 0. Cette stabilisation du
condensat par couplage cohérent a été étudiée expérimentalement dans la Ref. [127] ou il
a été montré notamment que dans le régime immiscible go < 0 les états polarisés restent
bien stables au contraire de I'état py = p, pour lequel les deux especes finissent par se
séparer. On peut dériver les distributions de Thomas-Fermi dans le régime go < 0 (cf.
Annexe A), et le centre de la distribution correspond effectivement & une polarisation finie

O(x =0) #0.

Remarque 2.2. La transition ferromagnétique — anti-ferromagnétique correspond a une
transition du second ordre associée a la divergence de la susceptibilité magnétique : en effet,
a l'aide de la théorie de la réponse linéaire*, on montre que la susceptibilité magnétique
du systéme dans I'état polarisé s’écrit x = 2(2 + g2) ! qui diverge alors pour = —go.

1.b. Spectre de Bogoliubov

i. Polarisation de 1’état stationnaire quelconque

Le spectre des excitations du systeme a déja été dérivé dans de nombreuses références
(cf. e.g. les Refs. [108, 122, 123, 126]) ; on propose ici de dériver le spectre & 'aide du pa-
rametre d’ordre = défini par (1.47). Dans les deux phases ’état fondamental du condensat
est décrit par :

=20 = (1, —2ut, 6y, )7 . (2.12)

4. On peut dériver ici la susceptibilité en déterminant I’état du systéme en présence d’'un perturbation
de la polarisation représentée dans la théorie de la réponse linéaire par contribution a ’énergie epg cos 6 ;

la susceptibilité est ensuite déterminée par la limite : y = lim Coi(’”, cf. e.g. la Ref. [126].
e—0
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FIGURE 2.4 — Variation de Ia
polarisation du condensat en
104 pr > Pl fgnction de la fréquence Rabi.
A titre d’exemple on choisit
0.5 les coefficients non-linéaires des
- B équations de Gross-Pitaevskii tels
?} 0.0 Pt =P que g9 = —1; on observe alors
S que pour §2 < 1, la symétrie du
051 systéme se brise spontanément
et le condensat devient ferro-
101 pr < py Ziinézg?e : Ljsl' polari_sation wes't
positive (—) , soit

0.0 0.5 10 15 2 Dégative (=),

Dans un souci de concision on a supposé que la densité totale py est égal a 1. Il est en effet
toujours possible de renormaliser les fonctions d’onde : 4 | — 14 //po. En ajoutant au
paramétre d’ordre stationnaire 2(©) une petite perturbation d’amplitude =/ < 2 :

2z, t) =20 + Z'(x,t) on E = (p(x,t), ¥ (x,t), 0 (x, 1), gi)'(x,t))T ) (2.13)
on obtient apres linéarisation des équations de Gross-Pitaevskii (2.8) :

cos O

5 02 =0, (2.14a)

1
875/)/ + 5 83@’ —

1 0
00 + gupf — S o2y + 00 g €Ot 2y (2.14b)
2 sin 6y 2
in 6
80 — Q¢ + SmTO 024 =0, (2.14c)
1
- 6o’ ( i 9)0’— 29 =0. 2.14d
0r¢" — gocosbyp’ + sinZdq + g2 sin by 55 o o; 0 ( )

On introduit ici opérateur matriciel M agissant sur le parametre d’ordre ='(x,t) :

8t1 2 20 £ 0 t00 52 —E
g1 — 5 (9 8t Q % — COTO (9 0
M]0s, &) = o o o ' —Q 4 g2 | (215)
—grcosty 0 (5% +gasinby) — gy 02 )
afin de réécrire le systeme (2.14) de fagon plus compacte :
M[0,, 8] - =/(z,t) = 0. (2.16)

On remarque dans (2.15) que si ’état fondamental du systeme est polarisé (6p # 7/2), le
degré de liberté de densité et le degré de liberté de polarisation sont couplés au niveau
linéaire. Au contraire, quand 6y = 7/2 lopérateur M devient une matrice par blocs :

M([8,, 8] = <Md[%c,6t] Mp[gx’ato . (2.17)
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ott M est une matrice 2 x 2 agissant sur le de liberté de densité (p, ®)T et M, une
matrice 2 x 2 agissant sur le degré de liberté de polarisation (6, gb)T; ces deux matrices
sont simplement définies par :

o Lo o —0+ L2
My = 2= M, = 27T 2.1
“ <gl—;a§ o ) ¢ = larg-Ltaz 4 (2.18)

ii. Systéme non-polarisé

Afin de conserver la séparation entre la dynamique de polarisation et la dynamique de
densité, on étudie la propagation des excitations a travers un condensat non-polarisé :

e

3 (2.19)

qui correspond en présence du couplage Rabi a I’état fondamental lorsque 24 g2 > 0 (ou
dans le cas libre décrit au Chapitre 1 a une distribution Ny = N}). Afin de déterminer le
spectre des excitations, on dérive la relation de dispersion des ondes planes :

2 (x,t) =2W ellkz=wh L ¢ ¢ (2.20)

Dans le régime non-polarisé, la séparation des deux modes de dispersion s’écrit trivialement
a l'aide des matrices My et M, :

L pM) L o)
My[ik, —iw] - ) =0 et Mk, —iw] - 40 =0, (2.21)

ou la notation MJik, —iw] correspond a la matrice M[9,, 9;] pour laquelle on a substituée
les opérateurs 0, par ik et J; par —iw. Les relations de dispersion w(k) sont déterminées
par la condition de solvabilité du systeme (2.21) :

det My [ik, —iw(k)] =0 ou det M,[ik, —iw(k)] =0. (2.22)
Les solutions de cette équations sont représentées dans la Figure 2.5. La premieére relation
de dispersion (2.22) correspond au mode de densité caractérisé par :

wa(k)® = k; <g1 + 2) , (2.23)

k T
=(i——,1,0,0| . 2.24
d ( T ) (2.24)

En présence du couplage cohérent, le mode de densité n’est pas modifié [cf. I'Eq. (1.58)]
et décrit toujours a faible énergie la propagation de phonons de vitesse ¢g = /g1/2. En
effet le couplage Rabi (2.6) est invariant par changement de phase globale ® — ® + cste
et autorise la propagation de phonons d’énergie nulles (cf. la Section i du Chapitre 1).
Plus formellement, le couplage Rabi est absent de la dynamique des perturbations de
densité dans le régime non-polarisé. La seconde relation de (2.22) correspond au mode de
polarisation caractérisé par :

wp(k)? = <k; + Q) (f + Q4+ gz) , (2.25)

[1]

avec : =1 =

T
o= = . g2
avec _4( ) =op = (0, 0, 1, —1 m + 1) . (226)
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FIGURE 2.5 — Relations de disper-
sion avec le choix de paramétres
typique : (g1,92,2) = (2,0.1,2).
Le mode de densité wgy(k) est
représenté en trait plein bleu
(—) et sa limite grande longueur
d’onde (k < 1) en pointillés bleus
(-=). Le mode de polarisation
wp(k) en trait plein rouge (—). Les
points rouges () représentent la li-
mite décrite par I'équation (2.27).

Ce mode, contrairement au mode de polarisation (1.59) dérivé sans couplage cohérent, est
quadratique et posséde un minimum d’énergie :

go + 282 kN2
(k) o5, VU 2) + s (2) + Ok . (2.27)

Cet écart d’énergie avec le mode de densité est une conséquence directe de la dépendance
du systéme (2.6) en la phase relative ¢ . L’état fondamental ¢pg = 7 [cf. 'Eq. (2.11)] n’est
pas dégénéré (au contraire de la phase globale @) et créer une excitation de la polari-
sation coiite une énergie dont la valeur minimale est égale a /(€2 + g2). La nature des
excitations de grande longueur d’onde du mode de polarisation est différente de celles du
mode de densité : au contraire des phonons d’énergie nulle qui affectent principalement la
phase globale Z4(k — 0) ~ (0,1,0,0)7, les excitations grandes longueurs d’onde du mode
de polarisation sont massives et perturbent la densité relative du systeme.

On remarque dans la figure 2.5 que 'approximation (2.27) se confond avec la relation de
dispersion exacte pour des parameétres typiques de l'expérience® et on pourra considérer
ultérieurement que (2.27) constitue une tres bonne approximation de la relation de dis-
persion de polarisation. Plus particulierement, la relation (2.27) permettra de définir
une masse effective positive w;’ (k) = cste; cette masse jouera un rdle non négligeable
dans I’étude de la propagation d’un paquet d’onde de polarisation ainsi que dans la
détermination de la stabilité des excitations non-linéaires.

l.c. Propagation d’un paquet d’onde

Afin d’étudier plus en détail le comportement des excitations du mode polarisation a
travers le condensat, on étudie la propagation d’'un paquet d’ondes défini par :

= (z,t) = /dq A(g— k) g, elliz==n@t ¢ ¢ | (2.28)

ot =/ correspond, on le rappelle, & une perturbation du condensat [cf. 'Eq. (2.13)]. On

suppose ici que 'amplitude du paquet d’onde A(q — k) est principalement localisée sur

5. Le ratio g2/g1 = 0.05 choisi ici est exagéré par rapport aux expériences discutées précédemment afin
de mettre en avant les effets non-linéaires caractérisés par go.
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FIGURE 2.6 —  Représentation
schématique d’une des compo-
santes du paquet du vecteur décrit
par (2.29). L’enveloppe 20 (z,t)
est représentée en pointillés rouges
(--). La longueur d’onde de la
porteuse est définie par A = 2w /k
et L représente l’extension ca-
ractéristique du paquet d’onde [cf.
I’Eq. (2.31)]. La séparation A < L
est justifiée ici par la localisation
de A(q — k) autour de I'impulsion

k=2m/\. 0 2 4 6 8 10

I'impulsion k. On peut alors séparer le paquet d’onde en une onde porteuse d’impul-
sion k et de pulsation w,(k) et une enveloppe Z()(z,t) dont les échelles de variation
spatiale et temporelle sont grandes devant la longueur d’onde 27 /k et la période 27 /w
respectivement (cf. la Fig. 2.6) :

= (z,t) = </ dqgA(q—k)Z, ei[(q—k):c—(wp(q)—wp(k))t]) elkz—wp(R)t) 4 o (2.29)

E(l)(x,t)

Afin de déterminer la dynamique de ’enveloppe, on dérive ’expression de =) (z,t) définie
par I'équation (2.29) par rapport au temps et en exprimant wy(q) — wp(k) a l'aide d'un
développement de Taylor °, on obtient :

k
1020 = iwy (k) 0,20 - L9220 4 0 (9320) (2.30)

Cette équation décrit la propagation d’un paquet d’onde a la vitesse de groupe vy = w;(k)
dans un milieu dispersif (w; (k) # 0). Le développement de Taylor de wy(q) pour ¢ — k
suggere la séparation de dynamique temporelle en trois échelles de temps caractéristiques :

2m < 2r L < 2 L2 (2.31)
Tk ST T am ST wky '

ou L est la largeur caractéristique de I’enveloppe. On peut associer a chaque échelle de
temps un mécanisme de propagation du paquet d’onde :
e 7 correspond & la période de I'onde porteuse,
e 7 correspond au temps nécessaire au paquet d’onde pour parcourir la distance
typique L = v47g,
e 7y correspond au temps a partir duquel les effets dispersifs deviennent important.

6. Le développement de Taylor est possible ici car on suppose que A(g—k) devient nulle pour |g—k| > 1,
ou autrement dit, que ’on puisse séparer le paquet d’onde en une enveloppe et une onde porteuse.
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En se plagant dans le référentiel du paquet d’onde x = w/ (k)t, on obtient :

P
/!

19,20 = —w’ék) 82z | (2.32)
qui correspond a I’équation de Schrodinger libre ou la masse effective est ici égale a la
courbure de la relation de dispersion wy (k) > 0. On remarque ici 'intérét de considérer
un terme de couplage Rabi : la masse des excitations est toujours définie et positive au
contraire du cas libre (2 = 0) ou il devient nécessaire de considérer I'ordre suivant du
développement (2.30) pour des impulsions k trop faibles.

Cette approche linéaire devient insuffisante pour décrire la propagation du paquet d’onde
pour des temps suffisamment longs. En effet, a partir du temps 7 les effets non-linéaires
ne sont plus négligeables et 'approche linéaire utilisée pour dériver I’équation (2.30) n’est
plus adéquate et il devient nécessaire de prendre en compte dans la dynamique les termes

e =2 =3 S , .
d’ordre supérieur =’ Z'°, ... dans la dérivation de I’équation pour I’enveloppe.

2. Analyse multi-échelle

L’analyse multi-échelle est une méthode bien établie de ’analyse des équations aux
dérivées partielles [128—-132] et permet, & travers une séparation de la dynamique selon
différentes échelles [cf. e.g. la hiérarchie en temps définie par (2.31)], de simplifier les
équations d’évolution du systeme. Comme cela a été présenté dans I'introduction, cette
méthode permet de dériver a partir de ’équation de Gross-Pitaevskii a une composante
I’équation Korteweg-de Vries dans la limite des grandeurs longueurs d’onde (cf. la
Ref. [133]).

Remarque 2.3. On peut mentionner a cet égard que la modulation d’un paquet d’onde
se propageant selon I’équation de Korteweg-de Vries est quand a elle gouvernée par une
équation de Gross-Pitaevskii : comme le remarquent V.E. Zakharov et E.A. Kuznetsov
dans la référence [134], les dérivations Gross-Pitaevskii <+ Korteweg-de Vries par analyse
multi-échelle constituent une propriété de leur intégrabilité; cette propriété est une des
conséquence du caractere universel des systemes intégrables et s’étend a d’autres équations
appartenant & cette classe d’universalité.

L’intérét réside ici en la dérivation, a partir d’un systéme (2.8) a priori non-intégrable,
d’équations dont la dynamique est connue. On peut prendre comme exemple la dérivation
a partir des équations de Gross-Pitaevskii couplées (1.14) de 1’équation de Gardner dans
la limite des grandes longueurs d’onde [105]. Les équations (1.14) ne sont pas intégrables
dans le cas général au contraire de 1’équation de Gardner (cf. e.g. [135]); la méthode des
échelles multiples permet alors de dériver des solutions non-linéaires aux équations (1.14)
dans la limite grandes longueurs d’onde. Plus récemment, on a montré a l'aide de cette
méme méthode qu’en présence de couplage spin-orbite, la dynamique décrit une autre
équation Korteweg-de Vries modifiée dont la non-linéarité est quartique (cf. I’Article 1).

2.a. L’exemple du pendule pesant

Afin d’illustrer cette méthode, on reprend dans cette partie 'exemple du pendule
perturbé présenté dans la référence [132]. Dans cet exemple, on s’intéresse a 1’évolution
d’un pendule décrit par I’équation bien connue de la dynamique :

d2e

@—i—wg sinf =0 avec wy=/g/l, (2.33)
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dont la position initiale est légerement décalée par rapport a sa position au repos 8 =0 :
Ot=0)=ch et H(t=0)=0, (2.34)

ou € < 1 et 01 sont des constantes.

On peut résoudre I'équation (2.33) exactement
et exprimer 0(t) a 'aide d’une fonction elliptique
(cf. e.g. la Ref. [136]), mais a titre d’exemple
on s’intéresse ici a l'approche perturbative de la
résolution du probleme qui peut étre transposée a
d’autres équations non-linéaires :

o(t) =< 0'(t) (2.35)

ot 0 est solution de I’équation de l'oscillateur har-

: : mgeg
monique au premier ordre en ¢ :

d%¢’ 9

2z 0 =0, 2.36
dt? e (2.36) FIGURE 2.7 — Illustration du pen-
L’équation (2.36) se résout simplement : dule : une masse m (s) accrochée a

une tige de longueur fixe [ = cste
o' (t) = 6 emiwot o o (2.37) oscille autour de sa position initiale
0o = 0. La dynamique s’écrit sim-
2
Afin de prendre en compte les effets non-linéaires plement : mi = mgey .

de I'équation initiale (2.33), un premiere méthode dt?
consiste a considérer les développements suivants de
I’équation (2.35) en € :

0'(t) = (91 e_i‘”ot—i—c.c.) +e05(t) +203(t) + ...,

ou les fonctions Oy(t) , O3(t), ... sont déterminées par la résolution des développements de
I'équation (2.33) aux ordres €2, %, . ... Le second ordre s’écrit simplement d;gQ +wd Oy =

0, qui est déja résolu par la solution du premier ordre (2.37); on choisira par la suite la
solution particuliere :
O2(t) =0. (2.38)

Finalement, le troisieme ordre du développement s’écrit :

d2e 93 . 1 ;
T et = g (et e >

L’équation (2.39) posséde un terme résonnant aussi appelé terme séculaire ’ propor-
tionnel o< exp(—iwpt), et admet la solution particuliere
3 : -

O3(t) = izl teTiwol (1 ye Sl p¢ e, (2.40)

Cette solution diverge pour des temps ¢ >> 1/¢? et montre que la méthode empruntée ici

pour résoudre le probleme non-linéaire se révele inadéquate pour des temps suffisamment

longs. A partir de t ~ 1/£2, on ne peut plus négliger les variations lentes de 'amplitude de

7. terme emprunté & la mécanique céleste

- 40/230 -



Chapitre 2 - Condensat de spineurs en présence de couplage Rabi

0’ fixée ici égale & la constante 61 [cf. 'Eq. (2.37)]. Afin de décrire au mieux les effets non-
linéaires, il faut aussi prendre en compte cette variation temporelle et réécrire la solution
de l'ordre € sous la forme® :

0'(t) = 6, e Wl Lo ol © =0, (T2 = 52t> (2.41)

ou ©1(T3) est une fonction a déterminer respectant la condition initiale : ©1(7% = 0) = 6;.

Ce changement de variables n’affecte pas les développement ¢ et £2 décris par (2.36) et le
troisieme ordre s’écrit :

2 2 3

RRICH de;  |6] @1> oot O

2 _ : 1 —3iwot
F +(.U0 @3 = (21(.00 dT2 -+ 2 6 e 1o +c.c. . (242)

Le terme résonnant peut alors s’annuler si 'amplitude ©1(7%) est solution de la condition
de solvabilité :

do i
de1 = g lOi e 243
et I'équation (2.42) est alors résolue par la solution particuliere d’amplitude finie :
07  siugt
O3(t) = — e % 4. . (2.44)
48uw3

La condition de solvabilité (2.43) est simplement remplie en définissant "amplitude ©1(75)
par :

E
©1(T2) = 61 exp (—1 I Tg) ) (2.45)
qui conduit, une fois exprimée dans la bonne coordonnée : Th — £2t, & la solution
. 202
6(t) = (501 exp [—1(,00 (1 + ngl) t} +c. c.) + O(e?) . (2.46)

La lente oscillation de ’enveloppe est assurée par la condition 67 < wy. L’approche per-
turbative correspond dans ce cas a une simple correction de la pulsation de l'oscillateur
harmonique. L’intérét de cette technique réside dans ’obtention de ’équation de la dyna-
mique de 'enveloppe du paquet d’onde (2.43). Cette équation est particulierement triviale
dans le cas du mouvement & un corps 6(t) mais devient beaucoup plus riche dans le cas
de la dynamique d’un champs 6(z, ).

2.b. Coordonnées lentes — rapides

De facon similaire a ’analyse multi-échelle développée pour le pendule, on considere
les ordres €2,¢3,... du traitement perturbatif des équations de Gross-Pitaevskii négligés

lors de la détermination du spectre des excitations en définissant :

E(x,t) =EO0 + Z(z,t) avec Z(z,t) =Y e"EM(x,t, X, Ty, To) (2.47)
n>1

ol on introduit le petit parameétre ¢ < 1 pour caractériser la faible amplitude de la pertur-
bation. La perturbation =) (z,t,X,Th,T>) d’amplitude € se sépare en deux contributions :

=W (w,t, X, 11, T5) = E00(X, 11, ) + (B (X, 1, B) D e, (2.48)
8. Il faudrait en théorie prendre en compte la variation de ©1 en fonction de 71 = ¢t (ce que l'on fera
par la suite), mais on trouverait ici dans le développement a ’ordre €2 que % =0.
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FIGURE 2.8 —  Représentation
schématique de lansatz défini
par I'Eq. (2.48). L’enveloppe
Ell) est représentée en poin-
tillés rouges (--) et la lente
modulation de I’état stationnaire
E(()l) est représentée en pointillés
bleus (--). L’analyse multi-échelle
consiste a déterminer les équations
de la dynamique des champs E((]l)
et Egl).

ou Eél)(X ,T1,Ty) € R* est un vecteur constant de composantes :

(1]

&= (o, 2, 0, ) (2.49)
et E(ll)(X, T1,Ty) € C* un vecteur enveloppe de composantes :
= = (o, o, 0V, o1") . (2.50)

D’une maniere générale, les champs ou les vecteurs dénotés par A,(Cn) dépendent des co-
ordonnées (X, T1,T5). Suivant la convention introduite par (2.48), I'indice k£ indique que
A,(Cn) correspond & Pamplitude d’une onde ¢'## et I'exposant n indique que cette amplitude
contribue a la correction d’ordre €™ de la solution (2.47). La variation rapide du paquet
d’onde est décrite par la phase § définie par :

Bz, t) =kx —wy(k)t (2.51)

et la variation lente des amplitudes E(()l)(X 11, T5) et Egl)(X ,T1,T5) par les coordonnées
lentes :

X=cx, Ty =ct et Ty=ct (2.52)

Dans ces nouvelles coordonnées, les dérivations par rapport a x et a ¢ s’écrivent :
Op = kag +edx et O = pr(k) a,g +¢eln + 2 on, . (2.53)

Au contraire du paquet d’onde décrit par l'expression (2.29), 'ansatz (2.48) décrit la

propagation d’un paquet d’onde dont l’enveloppe Egl) (X, Ty, T») varie lentement sur un

état stationnaire lui aussi lentement modulé Eél)(X ,T1,T3). On verra que le terme Eél)
est nécessaire a la consistance de ’analyse multi-échelle et qu’il correspond a l'interaction
non-linéaire entre les excitations du mode de polarisation et les phonons du mode de
densité. De fagon similaire a la dérivation de la dynamique du pendule, les équations sur
I’enveloppe Egl) et sur la constante E(()l) de la perturbation sont obtenues en éliminant les
termes résonnants apparaissant dans le développement des équations de Gross-Pitaevskii

(2.8) aux ordres £"=2.
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Remarque 2.4. 'analyse multi-échelle se base sur la méme séparation en échelle de
temps que l'analyse de Fourier du paquet d’onde (2.31). Dans cette analyse, la hiérarchie :
To € 11 K 72 est incluse dans la dynamique par la définition des variables ¢, T1 et 15
par (2.52), et I’élimination des termes résonants (apparaissant aux temps longs 7 et T3)
permet alors de trouver les corrections non-linéaires de 1’équation du paquet d’onde (2.30).

2.c. Ordre linéaire

Le développement & l'ordre ¢ des équations de Gross-Pitaevskii (2.8) s’écrit ”
M0, 0] - E7 (X, T4, 7o) + (Mlik, —iw, (k)] - E{V (X, 1, 1) %0 4cc.) =0, (2.54)
ol on a utilisé la simplification :
M0y, O] - (Eg) e”i’B(x’t)> = (M[nik, —niw] -Egl)) enib@t) (2.55)
Dans un souci de concision, on introduit la notation suivante :
M, = M[nik, —niw, (k)] , (2.56)

et en identifiant les coefficients des ondes planes €™’ de I’équation (2.54), 'ordre € s’écrit :

M -
Mj -

[1]

(X, T, Ty) =0 (2.57a)
VX, T, ) =0 (2.57b)

[1]

Par définition du mode de polarisation, seule M; posséde un noyau non vide : det Ml; =0
et I’équation (2.57b) a pour solution

—(1 — (1

=X, T, T2) = 5,00 (X, 11, T2) (2.58)
ol Z, est définie par le vecteur propre (2.25) et 951) reste une amplitude a déterminer. En
utilisant la séparation par blocs introduite précédemment, on peut écrire la matrice Mg

de la fagon suivante :
_ (Ma[0,0] 0
My = ( 0 Mp[0,0]> . (2.59)

Bien que (k,w) = (0,0) ne corresponde pas a une excitation du mode de polarisation (on
rappelle qu'il faut une énergie minimum /Q (€2 + g2) pour exciter le mode de polarisation),
cette énergie correspond a celle d'un phonon de densité de grande longueur d’onde k£ — 0.
L’équation (2.57a) posséde alors une solution non nulle < Z4(k — 0) [cf. 'Eq. (1.58)] et
on obtient :

=X, Ty, T2) = (0,1,0,0)" & (X, Ty, Ty) . (2.60)
(

D’apres les expressions (2.58) et (2.60), les composantes <I>11) du vecteur enveloppe et

0(()1) du vecteur constant sont nulles, et on pourra définir sans ambiguité la notation plus
concise :

=o)X, T\, Ty) et 0=00(X,T1,Ty) (2.61)

9. Cet ordre correspond aux équations déja dérivées lors de la linéarisation du systéme (2.14)
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Les notations D et 0 sont 1a pour rappeler que ® ne module par une onde porteuse au
contraire de 6. Au final, I’ordre linéaire de I’approche perturbative est résolu par :

_ ~ . ~ T
=W (x,t, X, T1,Tp) = (0, B(X, T4, Tp), 07 tcc., iAGP ) pec) ,  (262)

ol on a introduit ici le coefficient A défini par :

A(k) = /@/gﬁ +1. (2.63)

2.d. Ordre quadratique : propagation a la vitesse de groupe
i. Solution particuliére
A Dordre €2, les équations de Gross-Pitaevskii s’écrivent :
2

M-E® (2, ¢, X, Ty, Ty) = Co(X, Ty, Tb) + Z( (X, Ty, )P0 yee) ,  (2.64)

ou Cy(X,Th,Ts),C1(X,T1,T) et Co( X, Ty, Ts) sont des coefficients lentement modulés :

T

Co = <0, O, ® + 2102, 0, 0) , (2.65a)
T
Cy = (o, 0, 0,0 + kAdxH, iAd, 0 + ik8X§> , (2.65D)
: 272 k2/2 — 0 g k2 02 !
CQ:<1Ak6’lk2/2+QZ_2_Q]0’O’O> . (2.65¢)

L’équation (2.64) a pour solution particuliére non-résonante le vecteur de la forme sui-
vante :

2
=) (2,6, X, T, To) = 8 (X, Th, Ta) + Z( (X, Ty, T) e tc.c) | (2.66)

ou E(()z)’ E§2) et H(z) sont des fonctions de (X,T7,7T>) a déterminer. En identifiant les
coefficient des ondes planes €™ de 'équation (2.64), on obtient les équations sur les

champs 382), EgQ) et = "(2) :

My - ZP(X, Ty, Ty) = Co(X, T}, T) (2.67a)
M - 552)()(7 T,T3) = C1(X,T1,T3) (2.67b)
Mg . EéQ) (X, Tl, Tg) = CQ (X, Tl, TQ) (2670)

Le déterminant de My ne s’annulant pas uniformément, 1’équation (2.67c) se résout im-
médiatement par :

=X, T1,Ty) = My 'Co(X, T4, ) - (2.68)
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ii. FElimination des termes résonants

Au contraire, puisque det My = det Ml; = 0, les équations (2.67a) et (2.67b) ne sont
pas nécessairement solubles et il faut imposer le condition de solvabilité :

C()(X,Tl,Tg) eImM, et Cl(X,Tl,Tg) € ImM;j . (269)
Les conditions (2.69) assurent ainsi que la solution non-résonante (2.66) existe et peuvent
étre rapprochées de la condition (2.43) de I’exemple de l'oscillateur perturbé. Les condi-

tions sont ici moins triviales car l'opérateur linéaire M est matriciel, au contraire de
(‘117 + wg. Afin d’expliciter ces deux conditions, on rappelle ’équivalence suivante :

1
C;eImM; « Ce (KerMZ) , (2.70)

ott Im Mj; correspond & I’espace image de M; et Ker M7 au noyau de M7 . Le noyau de M{
étant dirigé selon le vecteur :

Lo = (1,0,0,0)T, (2.71)

la condition de solvabilité sur Cy (2.69) est ici trivialement vérifiée :
LY - cyx, 1, Ty) =0, (2.72)

Cop étant bien dans 'espace image de My, on choisit la solution particuliere de (2.67a)
suivante :

= = (Lop @+ 232.0,0.0) 2.73
e | - R 1 I bl ] ] . .
P = (Son®+ 2 (2.73)
Le noyau de M? est dirigé, quant & lui, selon le vecteur :
Ly = (0,0,1,—iA) (2.74)

et la condition de solvabilité sur C (2.69) s’écrit :

LT - C1(X,T1,T5) =0 & 91,0+ w,(k)0x0 =0 (2.75)

Cette condition, au contraire de (2.72), n’est pas trivialement respectée et correspond a la
propagation du paquet d’onde a la vitesse de groupe w}’,(k). En supposant que la paquet
d’onde se propage bien a la vitesse de groupe w;,(k), on définit la solution particuliere de
(2.67Db) :

ikgo

T
=(2) _ 7
=t (0, 0, wp(k)ane, 0) . (2.76)

Jusqu’a maintenant les équations dérivées correspondent a celles déterminées durant ’ana-
lyse de Fourier et on aurait pu simplifier I’analyse en travaillant dans le référentiel se
déplacant a la vitesse de groupe du paquet d’onde. On préfére présenter 'analyse sys-
tématique de la méthode multi-échelle qui consiste a dériver les dynamiques aux temps
Ty = et, Ty = €2t, ... et de clore la dérivation & la premiére correction non-linéaire ren-
contrée.
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iii. Solution générale

La solution non-résonante (2.66) n’est pas unique et est définie & une solution homogene
de I’équation (2.64) pres :

Zhomo. (1,6, X, 11, o) = T + (117 ¥ c.c.) (2.77)
avec M -TI2(X,Ty,Th) =0 . (2.78)

Bien que ces solutions existent, elles restent d’ordre €2 et sont négligeables par rapport
'ordre précédent =) d’amplitude e. Dans la méthode des échelles multiples, la résolution
des ordres supérieurs 2, 2G) .. est nécessaire uniquement & la détermination des
conditions de solvabilité régissant la dynamique des enveloppes E(()l) et Egl) et on peut
se limiter dans la suite & considérer seulement la solution particuliere ' :

E (2,8, X, T1,Ty) = Sy (.8, X, T1, T) . (2.79)

part.

2.e. Ordre cubique : effets non-linéaires

Le développement & 'ordre €3 s’écrit :

3
M- E8) (2, ¢, X, Ty, Ts) = Do(X, T1,T2) + (Dn(X7 Ty, Ty) Pl 4 c. C-) . (2.80)
=1

ou les composantes du vecteur constant Dy(X,T1,T>) sont définies par :

k((g1 +92)(k2+2Q+gz)+91gz) ~9 1 9 = 1 2 =
Dy , = Ox|0|* + = 0x® — — 07 P, 2.81
2
igs k 712 iy
Dy ¢ = 0 ) 2.82
0,® 2&)%(]43)8X| ‘ +8T2 ) ( 8 )
Dy g =Dy 4=0, (2.83)
et les composantes du vecteur enveloppe Dy (X, Ty, T») par :
Dy, =Dy o=0, (2.84)
- o~ 8¢2Q E2420)+ (k2 +20)° , ~
Dog= 0nd+iP(k)f2d—i o922tk +20) + (7 +20) 5 5
16wy (k) (2.85)
e
+1598X<1> :

w2 (k) + k?go

.
2w2(k) Oxb

Do,y = iAdn,0+ Q(k)|6]%0 +
N (2.86)
+§ (—8Xq>+ 928T1<I>(1)> .
2 g1
Les polynémes P(k) et Q(k) introduits dans les expressions (2.85) et (2.86) respectivement
sont définis par :

 —V/2g2+ k24 2Q

T4k +29)32 F(k)
+ (k24 29)2 (38 +20) (K — 20) + 2,7 (4929 + (k2 + 29)2) } ,

P(k)

X [ (k2 + 29) Ago (—292(2 TR - 4k — 492)

10. De facon similaire, on a considéré dans le cas du pendule perturbé la solution particuliere :
O2(t) = Oz, part.(t) =0 [cf. 'Eq. (2.38)].
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B 1
) “4g, (K2 +2Q) F(k)

(
+4¢2 (k2 i 29) (3k2 T 29) (k2 - 29) +2¢%g, (6k4 + 8k2Q)
2

— g1 (K +29)" (20167 + (3k% + 20) (k* - 202))

Q(k

x [ — 843 (k:2 + 29)2 + 46291 (5k4 —2k20 — 892)

+ 20190 (k2 + 29) (7/<:4 — 4k — 492) } ,

ot le coefficient au dénominateur F est défini par : F(k) = —2gq (k* +2Q) + 2g1k* +
(3k% +2Q) (k? — 292). La détermination des vecteurs Do et D3 n’est pas nécessaire, les
conditions de solvabilité sur Dy et D; étant suffisantes pour déterminer la dynamique des
fonctions @ et 6. Comme précédemment une solution particuliere non-résonante de (2.80)
s’écrit :

3
= (@, t, X, 11, Tp) = Z0(X, 11, o) + Y (EP (X, T, T) e fee) , (2.87)

n=1

et puisque det My et det M; s’annulent uniformément, l’existence de cette solution est
toujours contrainte par les conditions de solvabilité suivantes (cf. la Section 2.d) :

LE - Do(X, Ty, Ty) =0 et L] -Di(X,T1,T) =0, (2.88)

ou Lo et Ly sont les vecteurs définis par (2.71) et (2.74).

i. Couplage non-linéaire entre le mode de densité et le mode de polarisation

A T'inverse de la condition déterminée a I’ordre 2, la premicre condition de (2.88) n’est
pas nécessairement remplie et s’écrit :

023 — % 92T = S(k) 9x |02 (2.89)

ou le facteur S(k) est défini par :

_ (1 +92)(K*+2Q4 g2) + 192
S(k) = PROIL . (2.90)

On reconnait dans le membre de gauche de I’équation (2.89) I’équation de propagation
d’un paquet d’onde composé de phonons (cf. la Section 1.b) :

wa(k) o Vi /2lkl et Eg(k) o (0,1,0,0)T . (2.91)

Au contraire de 'approche linéaire, 'approche multi-échelle montre qu’au temps ca-
ractéristique des effets dispersifs (c.a.d. t ~ 1/¢2) on ne peut plus découpler la dynamique
de densité (caractérisée ici par la perturbation du potentiel vitesse ®) de la dynamique
de polarisation. Dans un premier temps on cherche une solution particuliere 5part, de
Iéquation (2.89) localisée au niveau du paquet d’onde d’enveloppe 5, c.a.d. une solution
de (2.89) se propageant a la vitesse de groupe du mode de polarisation :

Or, Ppart. + wy,(k)Ox Ppare. = 0 . (2.92)

L’équation (2.89) se simplifie et s’écrit apres intégration :

_ S(k
T (61112 = 0

[ X 1006 70,7 (2.93)
p
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ou on a introduit la vitesse du son de densité ¢y = /g1/2. La solution (2.93) n’est pas
unique et est définie a la solution homogene pres :

6horno.()(v T17T2) = f (X + g21T1> s (294)

ou f est une fonction quelconque. La solution homogene correspond ici a ’excitation des
phonons de densité, indépendemment du couplage non-linéaire avec le mode de polarisa-
tion et peut étre négligée par la suite :

O(X,T1,T2) = Ppare. (X, T1, 1) . (2.95)
Remarque 2.5. L’intégrale définie précédemment diverge pour X — 4oo dans le cas
ou l'enveloppe g(X ,T1,T5) est une constante et semble contredire alors approche per-
turbative de ’analyse multi-échelle. Cependant comme il a été évoqué précédemment, la
dynamique du condensat [cf. les Eqgs. (2.8a-2.8d)] dépend uniquement du gradient de la
phase globale U = 0,® qui reste fini méme dans le cas ot ® croit linéairement avec X.

ii. Equation non-linéaire de Schrédinger

En prenant en compte que la perturbation de grande longueur d’onde du mode de
densité @ se déplace avec le paquet d’onde [cf. 'Eq. (2.92)], la deuxiéme condition de
Iéquation (2.88) s’écrit :

~ Wl(k) 5~ Q(k)\ 1026 g2 K2 +2Q+4¢g0 \ kO, —
. __7p 2 .
18T29 = 5 8X9+(P(kj) > 9 + 1+ 791 —k2+29+292 > OxP . (2.96)

La dynamique de ’enveloppe du paquet d’onde s’avere plus riche que celle déterminée par
I’approche linéaire. En effet, s’ajoute au terme dispersif 8%5 :
e un terme non-linéaire dii aux interactions entre les excitations du mode de pola-
risation oc ]5 ? 0. Ce terme non-linéaire provient directement des termes constants
Cy et Co [définis par les expressions (2.65a) et (2.65¢)] correspondant respective-
ment & annihilation de deux excitations —8 + § et a la génération de la seconde
harmonique g + 8,
e un terme non-linéaire dii a 'interaction entre le mode de densité aux grandes lon-
gueurs d’onde et le mode de polarisation o 60x .

Le systeme formé des équations (2.89) et (2.96) correspond plus généralement au systéme
de Zakharov [137] dérivé initialement pour décrire la propagation des ondes de Langmuir
a l'intérieur des plasmas ionisés. A Taide de la solution déterminée précédemment (2.95),
on peut réécrire le couplage 60x® en fonction de § seulement et introduire ainsi pour ]
I’équation non-linéaire de Schrédinger ' suivante :

1
- k
i0r,0 = —w”; )

%0 + ge(K)|6)%60 (2.97)

ou le coefficient non-linéaire effectif g (k) dépendant de I'impulsion de la porteuse (cf. la
Fig. 2.9) est défini par geg(k) = gp(k) + ga(k) avec :

wk) =3 (P - LYY, (2.98)
K g K2 +20+g S(k)
go (k) = 2 ( gik2—|—2Q—|—2922> wy(k)2 —g1/2 " (2.99)

11. On utilisera la dénomination équation non-linéaire de Schrédinger afin de faire la distinction avec
les équations de Gross-Pitaevskii initiales (2.8).
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FIGURE 2.9 — Variation du coeffi-

i cient non-linéaire effectif geg (k) en
31 ! fonction de I'impulsion de la por-
N i teuse pour un choix de parameétres
i typique : (g1,92,9) = (2,0.1,2).
1 ! [T Le coefficient diverge en deux
= i impulsions : k= kpc~1.0 (in-
0 . diqué par un disque bleu (o)
= i et k=ksg~18 (indiqué par
1 i un disque rouge (e). L’impulsion
) i k = kpc divise ici la dynamique
i de I'enveloppe en deux régimes :
_3 . i . . . une régime attractif geg < 0 et un

0.0 0.5 kre 1.5 ksip2.0 2.5 3.0 régime répulsif g > 0.

k

Le systéme d’équations sur 6, ® composé de (2.92) et (2.97) est ainsi clos terminant ainsi
lanalyse multi-échelle. Afin de discuter la dynamique décrite par (2.97), on se propose de
réécrire cette équation dans les coordonnées z et t [a I'aide des changements de variables
(2.52)] et d’éliminer le parametre de controle € en définissant [cf. 'Eq. (2.47)] :

= (x,t) = 2(&,t) + (E(g, t) ellkz—wp()t) ¢ c.) (2.100)
avec
§=x—uwy(k)t

—_

ol les vecteurs Z et = correspondent simplement & :
— _ _ _ T
2(6,1) = 24(0) B(&,1) = (0,8(£,1),0,0) ", (2.101)
~ ~ ~ ~ T
2(6,1) = Zp(k) 0(&,1) = (0,0,0(6,8), i AMR) (&, 1)) - (2.102)

Les quantités @ et 0 sont ici exprimées dans le référentiel se déplacant a la vitesse de
groupe w}/,(k’) dans lequel I’équation de modulation du paquet d’onde (2.97) s’écrit :

19,0 = —“’f/”gmagm geir (K)|0]%6 (2.103)
— B S(k) ~
N = e o [ gt (2.104)

Remarque 2.6. l'obtention d’une équation non-linéaire de Schrédinger gouvernant la
dynamique de I'enveloppe d’un paquet d’onde est tres standard : comme il a été expliqué
précédemment le terme non-linéaire 0|26 apparait deés lors qu’il y a génération de seconde
harmonique ou annihilation de deux excitations de méme énergie. On peut citer concer-
nant les nombreuses occurrences de I’équation de non-linéaire Schrédinger une citation
attribuée a D.K. Campbell [138] : < Live by Non-Linear Schrodinger, die by Non-Linear
Schrodinger >.
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0.757 1

FIGURE 2.10 — Paquet d’onde
dans la configuration soliton-
enveloppe sombre (2.106) ou 0571

(91,92,9) = (2,0.1,2);  I'impul- /':“
sion de la porteuse est k=15 (et %ﬁ/
gef(k) = 0.82) et son amplitude 0
0N 257

0o = 0.5. (&, t) est représentée en
trait plein vert (—) et I’enveloppe
5(5 ,t) est représentée en pointillés
rouges (--).

~10.0 —7.5 =50 —25 00 25 50 7.5 10.0

£

3. Discussion

3.a. Soliton-enveloppes

On s’intéresse ici aux enveloppes se propageant a vitesse constante 5(5 1) = g(f -
Vt) et plus particulierement ici aux solutions localisées de ’équation non-linéaire de
Schrodinger : les solitons (cf. e.g. la Section 1.d du Chapitre 1). Le paquet d’onde dont
I’enveloppe décrit un soliton est souvent appelé dans la littérature soliton-enveloppe.
Les solitons de 1’équation (2.103) sont classés dans deux catégories dépendantes du signe

de w '(k)ges (k).

i. Cas w)(k)gesr(k) > 0 : soliton sombre

Par analogie avec un condensat de Bose-Einstein de masse effective w (k) > 0 et de

densité caractéristique 90, on introduit une longueur de cicatrisation effective &g ainsi
qu’'une vitesse du son effective ceg '* :

B wy (k) _ wy (k) 72
et (k) = W et Ceﬁ(k)_geﬁ(k) gest (k)00 wy (k) . (2.105)

Quand geg > 0, 'enveloppe décrit un soliton sombre (cf. la Fig. 2.10) d’équation :

0e,t) :goe—igeff(kﬁ%t [ 1- g tanh( _pt f;fdt) +m} , (2.106)
Bet) = o [5 i3 v (1 )] (2.107)

eff

o B = Vo1 /cet €t Vio1 est la vitesse du soliton. Ici le soliton correspond & une diminution
locale de 'amplitude du paquet d’onde (cf. la Fig. 2.10) ; le soliton-enveloppe conserve ici
un caractere localisé dans le sens ou la solution correspond & une déformation locale de
I’onde plane.

12. Cette vitesse est définie seulement dans le cas o geg > 0.
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0.67

FIGURE 2.11 — Paquet d’onde
dans la configuration soliton-
enveloppe brillant (2.106) ou
(91,92,Q?) = (2,0.1,2);  I'impul-
sion de la porteuse est k = 0.3 (et
et (k) = —0.21) et son amplitude
0.47 1 0o = 0.2. §(£,t) est représentée en
trait plein vert (—) et I'enveloppe
5(5 ,1) est représentée en pointillés
rouges (=-).

0.57 1

0(¢.1)

0.37

ii. Cas w,(k)gesr(k) < 0 : soliton brillant

Quand geg (k) < 0, 'enveloppe décrit un soliton brillant (cf. la Fig. 2.11) d’équation :

exp (i %f — Vsl t)

~ =~ _i(ge 022 [
O(x,t) = bpe (gerr ()T —=V31 /w7 ) /2 . (57\/5011‘/ ; (2.108)
CcOS T eem )
- B
D(z,t) = % tanh (W> : (2.109)
Eeff geff

ou Vg est la vitesse du soliton. Au contraire du soliton sombre, cette solution correspond
a une augmentation localisée de la polarisation : 5(5 — +00) = 0. Dans la section suivante
on va montrer en effet que la solution 0 = 50 est dynamiquement instable et que seule
les paquets d’onde localisés d’enveloppe (2.108) peuvent subsister. On peut remarquer
ici que méme si la vitesse de groupe wz’,(k ~ 0) est nulle, le condensat peut propager
une perturbation de polarisation de vitesse finie V. Cette propagation a faible k est
une signature explicite des interactions non-linéaires entre les excitations du mode de
polarisation caractérisées par g,(k) mais aussi des interactions non-linéaires entre les deux
modes caractérisées par gg (k).

3.b. Instabilité modulationnelle

Afin d’expliquer l'instabilité dynamique subie par les excitations de polarisation dans
le régime attractif, on propose ici un scénario similaire a celui déterminé initialement
par T. Benjamin et J. Feir [139]. Dans le probleme étudié dans la référence [139], un
train d’onde en eau peu profonde est déstabilisé par son interaction avec des excitations
d’énergie proche de la porteuse. Les ondes planes de polarisation sont représentées ici par
une enveloppe d’amplitude constante 50 (& une phase preés correspondant a la correction
non-linéaire de la pulsation des excitations, cf. e.g. la Section 2.a) :

0(&,1) = Oy exp (—i gen (k)3t) - (2.110)

L’instabilité de Benjamin-Feir peut étre exposée en étudiant la stabilité de la solution
d’amplitude constante (2.110) par rapport & une perturbation :

5(57 t) _ 50 e—igeﬂ(k)ggt + ((5 ei(Q§—wt) +c. C.) , (2.111)
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FIGURE 2.12 — Variation de Ia
pulsation des excitations (2.112)
pour le choix de parameétres
(91,92,) = (2,0.1,2) et on choi-
sit une amplitude exceptionnelle-
ment grande : 6y = 1 afin de rendre
la différence entre les différents cas
visibles. Deux cas sont considérés :
le cas k = 1.5 (pour lequel
get(k) > 0) représenté en trait
plein rouge (—) et le cas k = 0.7
(get(k) < 0) représenté en trait

plein bleu (—). Dans ce dernier cas, 9 ‘ ‘ I ‘
le minimum qo = 1.6 est représenté 0.0 0.5 L0 qo 2.0 2.5
par un point bleu (e). q

FIcURE 2.13 — Illustration du proces-
sus a deux ondes décrit par (2.116). La
relation de dispersion du mode de po-
larisation wy,(k) est tracée en trait plein
rouge (—) et son développement de
Taylor proche de k en pointillés rouges
(--); la relation de dispersion renor-
malisée wyen (k) en trait plein noir (—).
Dans le cas wren < wp présenté ici, une
excitation de polarisation d’énergie 2w, i
peut se désintégrer en deux excitations !
du mode wyen (k). :

ol e L L L L LR P S
>~

k — qo qo0

ol § < 6y et dont la pulsation w(q) est déterminée par la linéarisation de I’équation
non-linéaire de Schrédinger '# :

o(q)? = (“’(’;)q) o) gun(R) B g (2112)

On remarque ainsi que pour (cf. la Fig. 2.12) :
W) genr(k) < 0. (2.113)

w(q) peut devenir complexe; dans ce cas, la valeur maximale de la pulsation |w(q)| est

atteinte pour : N

B Qgeff(k) 6(2)
w//(k)

Le train d’onde d’amplitude (2.110) développe alors des excitations de pulsation imagi-
naire (de taux de croissance maximal |w(qp)|) et devient dynamiquement instable. Cette

@ = (2.114)

13. Cette relation est simplement le spectre de Bogoliubov d’un condensat décrit par le coefficient non-
linéaire geg (k).
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FIGURE 2.14 — Processus (2.118)
d’interaction onde longue -
onde courte pour (g1,g2,f)) =
(2,0.1,2). Deux cas  sont
considérés : en bleu (resp. en
rouge) limpulsion initiale de
la porteuse respecte k < kic
(resp. k > kic) ot kpe = 1.0
et limpulsion ¢q échangée avec
le mode de densité est négative
(resp. positive).

condition de stabilité constitue le critére de Lighthill-Benjamin-Feir [140]. Une fagon
plus intuitive de comprendre cette condition est de remarquer que ’équation non-linéaire
de Schrodinger (2.103) correspond a la renormalisation de la relation de dispersion du
mode de polarisation (2.25) :

wren(k) = wy(k) + gerr (k)02 . (2.115)

Deux excitations du paquet d’onde de pulsation wy,(k) et d’amplitude 0o peuvent alors
interagir par le truchement des effets non-linéaires, suivant le processus :

wp(k) + wp(k) — Wren(k_QO) + Wren(k+QO)7

ko + k= (k—q) + (k+q), (2:116)

ol qp < k est défini par (2.114). Le processus (2.116) n’est possible que si w” (k) geg (k) < 0.
Cette condition devient évidente quand la courbure de la relation de dispersion est fixée
wy(k) > 0 : si ge(k) < 0 Pénergie des excitations renormalisée wyen(k) est plus faible
que 'énergie du mode de polarisation wy(k) et la seconde harmonique 2w,(k) peut se
désintégrer dans le mode renormalisé suivant le processus (2.116) comme le montre la

figure 2.13.

3.c. Résonance onde longue - onde courte

Comme le montre la variation du coefficient geg(k) dans la figure 2.9, le signe de geg
dépend de la position relative de I'impulsion de la porteuse k par rapport a 'impulsion
que 'on note krc. Cette impulsion sépare ainsi le mode de polarisation en deux régimes :

e unrégime k > ki stable (gog > 0) ou la propagation des excitations de polarisation
est bien décrite par l'analyse linéaire (modulo une correction de la phase),
e un régime k < kpc instable (geg > 0) selon le critere de Lighthill-Benjamin-Feir.

Afin de comprendre ce changement de signe, il faut revenir a la composition du terme
non-linéaire : geg (k)62 [cf. 'Eq. (2.97)]. Le premier terme gp(k:)§2 [défini par I'Eq. (2.98)],
provenant de 1’auto-interaction entre les excitations du mode de polarisation, est uni-
formément positif et s’oppose au processus de désintégration (2.116). Au contraire, le
second terme gg (k)62 [défini par 'Eq. (2.99)] est le produit de I'interaction entre le mode
de polarisation et les phonons de densité; il change de signe selon la position relative de
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FIGURE 2.15 — Processus (2.118)
de génération de seconde harmo-
nique pour (g1,92,) = (2,0.1,2).
Deux excitations du mode de
polarisation  d’impulsion  ksy
représentées par deux points
rouges (®) peuvent interagir et
créer une excitation dans le mode
de densité représentée par un
point bleu (e).

0 ! ks 3 2kgy 4

la vitesse de groupe du paquet d’onde wz’j(k:) par rapport a la vitesse du son des phonons
Vv g1/2. Ce terme est résonnant quand il y a égalité entre ces deux vitesses en k = kr¢ :

wy(kLe) = 1/g1/2 . (2.117)
On peut associer a cette résonance le processus suivant (|q| < krc) :

Wp(k) — Wp(k;LC) + wd(Q),

2.118
k — kLc + q, ( )

ol une excitation du mode de polarisation de longueur d’onde 27 /k peut perdre de 1'énergie
au profit d’un phonon du mode de densité d’énergie wy(q) ; ce processus, appelé résonance
onde longue - onde courte (long wave — short wave resonance en anglais, cf. e.g. la
Ref.[141]), est illustré dans la figure 2.14. Cette résonance a été mise en évidence initiale-
ment lors de I’étude de la propagation des paquets d’onde de gravité a travers un fluide
stratifié [142] : de maniére générale, cette résonance est le résultat de I'interaction entre le
mode des excitations du paquet d’onde et le mouvement global du fluide décrit ici par la
vitesse U = 0, P = 856. Le terme gq>(k)§2 o k0, ® peut étre interprété ici comme ’énergie
Doppler associée a une excitation d’impulsion & se propageant dans un milieu de vitesse
U = 0,9. Quand k < ky,g, 'impulsion ¢ impartie a la dynamique globale du condensat a
travers le processus (2.118) est négative et la contribution Doppler associée k0, P = kq®
aussi. Au contraire, pour k > kpc, I'impulsion impartie a la dynamique globale devient
positive, stabilisant alors la propagation des excitations a travers le condensat.

3.d. Génération de seconde harmonique

On observe dans la figure 2.9 une autre résonance en k = kg provenant du terme
gp(k). Cette résonance est associé au processus & trois ondes suivant :

wp(ksu) + wplksu) — wa(2ksnh) ,

2.11
ks  +  ksy  —  2ksH, (2.119)

correspondant a la génération de seconde harmonique et apparait naturellement dans le
terme d’interactions o< 2. On peut cependant déterminer 1'origine de cette résonance plus
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formellement. Proche de la résonance k ~ kgy, la condition de solvabilité de 1’équation
(2.67¢) n’est plus respectée. En effet, on a d’apres le processus (2.119) :

det My = det M[2ikgyy, *2iwp(kSH)] = det M[2iksy, —iwq(2ksy)] =0, (2.120)

par définition du mode de densité. En explicitant alors la solution (2.68) a l'aide du
déterminant de M :

wq(2k)? — (2wp(K))?
adj My, A ’
wp(2k)? = (2wp(k))? \0) — \0

ou Myy = My[2ik, 2iw,(k)], My, = M,[2ik, 2iw,(k)] et adjM est la matrice adjacente de
M, on remarque que la solution =2 diverge quand k = kgp et par conséquent que le
coefficient d’auto-interaction gp(k) diverge aussi a 'ordre suivant. L’ansatz proposé pour
lanalyse multi-échelle (2.48) n’est pas adéquat proche de la résonance, et afin de traiter

cette interaction avec la seconde harmonique du mode de polarisation, il faudrait inclure

adj Mag ' ( iAK? 5

=% = M;'Cy = (2.121)

dans la forme de la perturbation (2.48) la contribution '* :
582) (X, Th, Tp) P18 avec  Bsu(x,t) = ks — wy(ksm)t - (2.122)

3.e. Conclusion

Contrairement au mode de polarisation, le mode de densité est bien stable quel que
soit I'impulsion des excitations constituant le paquet d’onde. Le profil du coefficient de
non-linéarité effective geg (k) a été déterminé pour le mode de densité dans I’Article 1. On
peut mentionner ici que la variation de geg(k) > 0 pour le mode de densité est semblable &
la variation de ce méme coefficient dérivé pour les excitations non-linéaires d’un condensat
a une composante. Cela confirme en parti U'intuition développée dans le Chapitre 1 :
les excitations du mode de densité possédent un comportement similaire aux excitations
des condensats & une composante a un niveau non-linéaire.

La phénoménologie des excitations non-linéaires du mode de polarisation en présence
du couplage Rabi est tres riche. Dans un premier temps, on a montré que le mode de pola-
risation permet de propager des soliton-enveloppes dans un régime focalisant (wg gef > 0)
et un régime dé-focalisant (w]g’ gef < 0) 7. On a vu notamment que les excitations du mode
de polarisation peuvent propager une perturbation de vitesse finie sous la forme d’un so-
liton dans un régime ou la vitesse de groupe w;,(k:) est négligeable. La propagation d’une
perturbation de la polarisation a vitesse finie devient un effet purement non-linéaire en
présence du couplage Rabi (pour lequel w;,(0) =~ 0) et caractérise directement les interac-
tions non-linéaires entre les excitations. Dans un registre plus fondamental, on a montré
que la dynamique du mode de polarisation est couplée avec le mode de densité a travers un
échange de phonons de faible énergie. De fagon remarquable, I'instabilité aux temps longs
t o<1/ 5(2) mise en évidence par ’analyse multi-échelle est stabilisée par une résonance
onde longue - onde courte et la propagation du mode de polarisation reste bien définie

14. De facon similaire a I'introduction initiale du terme de pulsation O : E(()l).
15. On reprend ici la terminologie développée en optique non-linéaire ou les solitons observés modulent

une onde porteuse et correspondent ainsi intrinsequement a des soliton-enveloppes.
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pour des impulsions suffisamment grandes k& > k1o modulo la renormalisation de la rela-
tion de dispersion par w, — wy, + g (k)63

D’un point de vue pratique, I’analyse multi-échelle confirme bien 'existence d’ondes plane
de polarisation, en faible interaction avec le mode de densité. Dans le chapitre suivant on
montrera, dans une limite proche de la limite de Manakov (g2 < g1) et sans couplage
cohérent, que la dynamique de polarisation peut étre dérivée au niveau non-linéaire des
équations de Gross-Pitaevskii.
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Article 1 : Nonlinear waves in coherently coupled
Bose-Einstein condensates

Le travail présenté dans ce chapitre a fait 'objet de la publication présentée ci-dessous.

Nous avons montré qu’en présence d’un couplage cohérent de Rabi, les effets non-linéaires
modifient la dynamique du mode de polarisation : nous avons déterminé que le mode de
polarisation subit une instabilité de Benjamin-Feir. Cet effet est stabilisée aux grandes im-
pulsions par une résonance onde longue — onde courte qui est une conséquence directe de
I'interaction non-linéaire entre le mode de polarisation et le mode de densité. Nous avons
aussi montré que ce couplage non-linéaire entre les deux modes se manifeste a travers la
génération d’une seconde harmonique.
Nous avons ensuite généralisé cette étude aux excitations non-linéaires de polarisation et
de densité du condensat en présence du couplage Rabi et du couplage spin-orbite dans
la phase dite single-minimum (cf. la Ref. [116]). Dans ce cas plus général, il existe une
deuxiéme génération de seconde harmonique de polarisation, indépendante cette fois-ci du
couplage entre les deux modes. Nous avons notamment étudié dans cette nouvelle configu-
ration les excitations non-linéaires du mode de densité et montré que leur dynamique, dans
le régime des grandes longueurs d’onde, est gouvernée par une équation de Korteweg-de
Vries modifiée dont la non-linéarité peut étre quartique.
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We consider a quasi-one-dimensional two-component Bose-Einstein condensate subject to a coherent coupling
between its components, such as realized in spin-orbit coupled condensates. We study how nonlinearity modifies
the dynamics of the elementary excitations. The spectrum has two branches, which are affected in different
ways. The upper branch experiences a modulational instability, which is stabilized by a long-wave—short-wave
resonance with the lower branch. The lower branch is stable. In the limit of weak nonlinearity and small
dispersion it is described by a Korteweg—de Vries equation or by the Gardner equation, depending on the value

of the parameters of the system.

DOI: 10.1103/PhysRevA.93.043613

I. INTRODUCTION

The Bose-Einstein condensation of a mixture of different
hyperfine states of the same element (first realized by the JILA
group [1]) offers the possibility to transfer atoms from an
internal state to another one in a macroscopic matter wave.
This feature has driven a rich body of experimental studies of
phenomena such as the formation of spin domains, vortices,
and other nonlinear structures [2], internal Josephson effect
[3], formation of squeezed and entangled states [4], motion
of spin impurities [5], persistent currents [6], effective gauge
potentials [7], and spin-orbit coupled systems [8], which has
itself opened an avenue of new research: observation of a
superfluid Hall effect [9], of Zitterbewegung [10], of spin
Hall effect [11], of tunable Landau-Zener transitions [12], of a
Dicke-type phase transition [13], of the softening of a rotonlike
dispersion relation, etc. [ 14]. In some of the above cited works,
the change of internal state is only due to spin-dependent
collisions, but in others the coupling is externally driven by a
combination of radio frequency and microwave fields [15] or
by using Raman coupling lasers [16]. In the present study
we concentrate on an effective spin 1/2 system in which
two internal states are coherently coupled by an external
potential. In such a system, the coupling explicitly breaks the
U(1) x U(1) symmetry originating from the irrelevance of
global phase factors of each the two components: the relative
phase is no longer free and only remains a U(1) symmetry
for the global phase of the spinor. As a consequence, the two-
branched spectrum of the system has a single Goldstone mode
and the other branch is gapped. The mean-field dynamics of the
system is described by two coupled Gross-Pitaevskii equations
accounting for intraspecies and interspecies collisions for the
external coupling field and also possibly for a spin-orbit term.
The ground state of the system and the associated possible
phase transitions and the elementary excitations have been
theoretically studied in Refs. [17] and [18], as well as a rich
variety of nonlinear structures (Refs. [19] and [20]).

The reason for the protean aspect of the theoretical
approaches of the system lies in the fact that its dynamics is
described by a nonintegrable set of coupled Gross-Pitaevskii
equations, which do not admit simple integrable equations as
limiting cases. Even in the simpler case of a spinor condensate
in the absence of spin-orbit and Raman coupling, the integrable

2469-9926/2016/93(4)/043613(18)
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limit is the so-called Manakov system (obtained when all
the nonlinear interaction constants are equal), which does
not pertain to the well-studied Ablowitz-Kaup-Newell-Segur
hierarchy and for which all the types of solutions are not yet
fully classified (see, e.g., Refs. [21]). The aim of the present
work is to partially clarify the rich nonlinear behavior of
the system by presenting a systematic study revealing how
nonlinear effects modify the elementary excitations of the
system.

The paper is organized as follows. The model, its ground
state, and linear excitations are described in Sec. II. We then
use a singular perturbation theory to describe in Sec. III how
excitations in the upper branch of the dispersion relation
are affected by nonlinear effects. The method is exposed in
Secs. III A, III B, and III C and the results are summarized and
discussed in Sec. III D. The technique used in Sec. III can also
be employed for describing the effects of nonlinearity on the
lower branch of the spectrum. However, for this branch another
approach can be used, which is more appropriate in the long
wave length limit. This is explained in Sec. IV and we show in
Secs. IV A and IV B how to deal with this issue. The general
doctrine is presented in Sec. IV C where we also discuss the
different regimes accessible in present-day experiments. Our
conclusions are summarized in Sec. V and some technical
aspects are detailed in Appendixes A and B.

II. MODEL AND ELEMENTARY EXCITATIONS

We consider a one-dimensional (1D) system described by
a two-component spinor order parameter W(x,7) = (Y4, %)
(where the superscript’ denotes the transposition) obeying the
following coupled Gross-Pitaevskii equations

: arlyy? 0521“‘/%)
ihg, ¥ =HyV+ N (|
W= H (azwm G %
where H is the single-particle Hamiltonian:
1 (h >
Hy = — _.ax_hkoaz + — 0oy, ()
2m \ i 2

o, and o, being Pauli matrices. This corresponds to a
system with equal contribution of Rashba and Dresselhaus
coupling, as realized in spin-orbit coupled condensates (see,

©2016 American Physical Society
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e.g., Ref. [22]). In Eq. (1), ap = a4 is the interspecies inter-
action coefficient, and for simplicity we have assumed equal
intraspecies interaction: ay4 = o) = «y. In the following we
will consider the case of repulsive intraspecies interaction:
o > 0.

It is convenient to reparametrize the spinor wave function

[23]:
_ 0 g=ig)2
W(x,t) = <$1) = Jpe®? (c;)iizgeew/z ) 3)

Here p(x,t) = |¥4|*> + |¢,|* denotes the total density of
the condensate and ®(x,7) has the meaning of the velocity
potential of its in-phase motion; the angle 6 (x,?) is the variable
describing the relative density of the two components [cos 8 =
(141> — 1¥,1%)/ p] and the phase ¢(x,?) is the potential of their
relative (counterphase) motion. Accordingly, the densities of
the components of the condensate are given by

pr(x,1) = [Y1]* = pcos’(6/2),

. @)
py(x,1) = [P, 1> = psin’(6/2).
Their velocities are defined as
vi(x,1) = 3Dy — ¢)) — ko,
1 2 0 (5)

v (x,0) = 5(P, 4 ¢.) + ko
It will also be convenient to define the following velocity fields
v(x,1) = @y. (6)

Equation (1), expressed in terms of the real fields &, p, 6,
and ¢, reads

U(x,t) = &, and

1 1
o1 = 5[’0 (@x + 2ko) cos 0], — z(p D))y, (7a)

1 00 L[ P} pux
—<I>,=——c0t9('0 ) T R
2 0 2\ 2p? 0

1
+ Z[cbi + 67 + (¢x + 2k0)*]

cos @
+(a o)+ Q2 —+, (7b)
sinf
1 1 . .
-0, = §<I>x9x + Z—[p(sox + 2ko) sin 0] + 2 sing, (7c)
0
1 (pb) 1
= — =D, (¢, + 2k
Pt 2sin6  p ) (9x + 2ko)
4+ (@] — ap)pcosh — Q2 cos ¢ cotH, (7d)

where we have used units such that A = 1 = m.

In all the following we will assume that the different
parameters of the Hamiltonian are fixed in such a way that
the ground state of the system corresponds to a configuration
in which both components are homogeneous (p = py and
6 = 6p), in phase (¢ = 0), stationary (p, ®,, 6, and ¢, are
time independent) with equal densities (6p = —x /2 [24]). In

this case, one obtains ® = —2 u t, where
ko Q

="+ = - — 8

p=o+5 -5 (®)
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2,
phase III py(x)
p1(x)
phase 11 T
NO
= pi(x)
c 1t pr(x)
T ";
phase 1 /\%
x
Y05 0.0 1.0 L5

0.5 )
92/ Ky

FIG. 1. Schematic phase space of the spin-orbit coupled system
as a function of the parameters Q/k3 and g,/ k2. For each phase
the inset represents a typical density pattern. The boundary between
phases III and II corresponds to 2 + g» = 2kj.

is the chemical potential. In this expression we have used
the notation g; = (o 4+ a2)pp. It will also be convenient to
define g» = (@) — a2)po and to introduce a rescaled density
n(x,t) = p(x,t)/ po.

In the absence of spin-orbit coupling (ko = 0) this ground
state is stable provided €2 + g» > 0 [17]. For a spin-orbit
coupled system, this ground state is denoted as the “single
minimum” or “zero momentum” or “phase III”’ ground state.
It is the true ground state of the system in a region of
parameters, which is schematically depicted in Fig. 1 (adapted
from Ref. [22]).

Although the present work is devoted to the study of
nonlinear effects in phase III, we note that the methods we
use also apply—with unessential modifications—in phase 1II,
which is a spin polarized phase where the system condensates
in a single plane-wave state with nonzero momentum. Phase I
(the so-called striped phase), which has a modulated ground-
state density deserves a special treatment.

A firstinsight in the dynamics of the system can be obtained
by linearizing Eqgs. (7). For simplifying the notations we
introduce the column vector

n 1

= o b . =(0) _ —2,LLI

E(x,t) = o |’ with E™(r) = —x/2 O]
@ 0

being the ground state value of Z(x,t). We write

E(x,t) = EQ®x,0) + E'(x,1), (10)

where E’(x,t) describes a small departure of the fields n, @,
0, and ¢ from their ground-state values. Inserting this Ansarz
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/

into (7) one obtains at first order in E’ a system of the form

M(d,,d,) E" = 0, €8Y)
where
32
3 % —kod, 0
L v B 0 kody
_— 2
—kody 0 3 -~ 410
2

0 kode F-Q-g

12)

Equation (11) being linear one can expand E'(x,t) on a basis
of plane waves of wave-vector k and angular frequency w.
This amounts to look for solutions of the form E'(x,?) =
&' expli(kx — wt)] + c.c., where c.c. stands for complex
conjugate and &’ is a constant column vector whose entries
are possibly complex. One then obtains a system of linear
equations, which reads

M, & =0, (13)
where
M, = M(ik, — iw)
—iw & —ikok 0
_|Fre e ) AL e
—ikok 0 —iw 5+ Q
0  ikk -E£-Q-g —io

The system (13) has nontrivial solutions only if the determinant
of Ml; vanishes. This fixes the dispersion relation of the
elementary excitations, with two branches w = w4(k), which
are represented in Fig. 2. They are solutions of

k* K2
0=o*— ‘”2[? + 2k5K* + QI+ Q2 4 (g1 + gz)? + ng]

k2 2 5
— | =+Q — 2k,
+2[2+ + & o:|

(555 )]

The upper branch w = w, (k) is gapped, with a dispersion
relation of the form

wi(k) = /QUQ + g2) + O(K). (16)

The lower branch w = w_ (k) is not gapped: it accounts for the
Goldstone mode corresponding to the spontaneous breaking
of the global U(1) symmetry of the system. One sees in
Fig. 2 that the upper branch is not qualitatively affected
by interaction effects, contrarily to the lower branch whose
long wavelength dispersion relation would be quadratic in
the absence of interaction and becomes linear in its presence.
The lower branch admits, for the positive k portion of the
spectrum, the following expansion (corresponding to linear
waves propagating in the positive-x direction):

w_(k) = ck + 3k + O(k),

2k?2
2 Q4+ g

15)

an

where

(18)
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FIG. 2. The black solid lines represent the exact dispersion
relations w. (k) (upper branch) and w_(k) (lower branch), solutions
of Eq. (15). The figure is drawn in the case oy pg = 1.2, aapp = 1.0,
ko = 1.0, and Q = 2.5. The (red) dashed line represent the long
wavelength expansion (17). The thin (blue) lines represent the
spectrum of the single particle Hamiltonian Hy [cf. Eq. (2)]. They
are obtained by taking g; = g, =0 in Eq. (15): in this case one
obtains wy (k) = k?/2 + /2 & [kIk> + Q2/4]'/2.

is the sound velocity, and the parameter c3 verifies

decz = - — 2—163[294-5’1 + &
T2 Q2+ g)
Q2+ g + )22 — g1+ 8)
- 22+ )
_ ké(9+gl+82)2i| (19)
(2 + g)?

III. NONLINEAR PERTURBATION THEORY FOR
EXCITATIONS PROPAGATING IN THE UPPER BRANCH

We study in the present section how nonlinear effects
modify the structure of an excitation propagating in the upper
branch of the spectrum. For instance, one can anticipate that
nonlinear terms cause some modulations or anharmonicities
of this wave, and make it interact with the other branch of
the spectrum. Instead of the simple linear analysis of Sec. II
[Egs. (9), (10) and following], we perform here a singular
perturbative expansion by writing the term E’(x,?) in Eq. (10)
under the form (see, e.g., Refs. [25-29]):

B, =) " W t,X.T1.Ty). (20)
n>1
In this expansion € is a small parameter.
X=ex and T, =¢€T) =€, 21

are multiscale coordinates aiming at describing the slow spatial
and temporal modulations of a wave packet of finite amplitude.

043613-3



T. CONGY, A. M. KAMCHATNOV, AND N. PAVLOFF

2© in (20) is the same as in (9) and we make the following
Ansatz for the form of the O(e) term:
EV(x.1,X.T1.Ty) = By (X.T1.T»)
+ (EPX. T T)e?) +c.c.),
(22)

where
B(x,t) = kx — wt. 23)

This means that we assume that the O(e) solution of (7)

consists in a slowly varying contribution (Ef)l , [30]) plus

o . . . =)
an oscillating term with a smoothly varying amplitude &, .

We will see below that the nonoscillating contribution u(O]) is
necessary for the consistency of the approach, meaning that
nonlinearity not only modifies the shape of a finite amplitude
wave but also affects the background on top of which the wave
propagates.

We enforce a behavior of type (22) only at order €; it
then will be automatically verified at higher orders, with also
possible contributions from higher harmonics: see (34) for the
form of the O(e?) solution.

The multiscale analysis consists in considering that the time
variables ¢, T1, and T (and also the spatial coordinates x and
X) are independent. One thus writes

3, =k dg + €y,
and 3 = —wdp + €dr, + €20y,. (24)

The method applies for any value of k¢, provided one remains
in phase III, but the general expressions are quite cumbersome:
For legibility we present the computation in the simpler case
ko = 0.

A. Order €
At this order, Eq. (7) reads [as already obtained in Eq. (11)]
M(kdg, — wdg) BV = (25)

where M is defined in (12). Using the matrix Ml; of Eq. (14)
and defining M by

0 0 0 0
Mo = M(©0,0) = | § 8 8 g . (0
0 0 —-Q—-—g O
one can rewrite Eq. (25) as
M ui)l)(X 7)) =
and M, El (X, T,Ty) =0. 27)

For (27) to have nontrivial solutions we need to impose
detM[; = 0 (we already have det M, = 0). As was seen in
Sec. II, this determines the dispersion relation. We study here
a wave propagating in the upper branch of the spectrum, that s,

in the expression (23) for 8(x,t), one has w = w, (k). We then

(1) 43 H(l)

obtain for the solutions &, an of Egs. (27) expressions

Co, c 1, and 52 result from the formulas (28) and (29) for Eo
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of the form:
z((11)) 0
=0 P Il=m
1)) (X, T1,T») = 5(1) = 0 @
a(l) 0
=Ro® (X,T\,Ty), (28)
and
n» 0
e
=) P 0 |za
XN =z =] o
v iA
=R V(X T1.Tv), (29)

where A = (1 + 225)"/2. At this point ®(X,T},T5) and
5(1)(X,T1,T2) in expressions (28) and (29) are still unknown,
but we already collected some useful pieces of information on
the form of the wave: we see that ah = g = oV =70 =
&M = 0and that gV is proportional to 8V, In the case ky # 0,
7™ and 1 are nonzero, but both are proportional to (7, as
well as 1.

B. Order €2
At this order Eq. (7) reads

M(kdg, — wdp)[E?(x,t,X,T1,T2)]

= Co(X,T1,Ty) + [Ci(X,T1, Tp)eP 4 c.c.]
+ [Co(X, Ty, Tp)e¥PED 4 ¢ c.]. (30)
with
0 0
— 1 —(1) ~
Cox, 11, 1) = | o |an @ + [ £ 1072, 3D
0 0
0 0
Ci(X.T\,T>) = O 1,504 0 80 (32)
1 s 41,42) — 1 T, Ak X )
i A ik
and
i AK?
o 1(k2=2Q o
CoX.T1.Ty) = 5(k2+mg20 K=29Q) |goe. 33
0

In expressions (32) and (33) we have used the same notation

A as in (29). The precise expressions (31), (32), and (33) for
(1)

and "(1).

Smce the operator M(d,,d;) is linear, the solution of
equation (30) consists of three contributions, one for each
of the source terms. Hence 2 is of the form

—2 ~ i
2@ =BV (X.T\.T) + [EP(X, T, Te? +c.c.]
+ [EP X, T1,1)e¥* +c.c.], (34)
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the different components being solutions of

=2

My By (X,T1,T2) = Co(X, Ty, T), (35)

M, EP(X.T1.12) = Ci(X.T1,T>). (36)
and

M, ’Ev(zz)(X,ThTz) = (X, Ty, Th); 37

where M, is defined similarly to M in Eq. (14) and M in
Eq. (26):

M, = M(2ik, — 2iw4(k)). (38)

Equation (37) is easily solved because det M, # 0 [31]. We
do not write its solution explicitly, but it is necessary for next
order in €: it contributes to the right-hand side of Eq. (44), in
particular to the expression (46) for the coefficient D;.

Solving Egs. (35) and (36) is more complicated than solving
Eg. (37) because det My = 0 and det M[; = 0. Hence, if Cy is
not in the image space of M (or if C, isnotinthei image space
of M) one cannot find a solution. One must thus impose that
C is in the image space of My and that C is in the image space
of M. This can be done conveniently through the following
technique. Let us define Lo and L, such that

MyLy=0 = Lo=

SO O~

0 (39)
0

1
—i/A

Multiplying (35) by the transposed row vector Z(t) and (36) by
L{ one obtains [32]

Ly-Co(X.T1.T;) =0, and L!-Cy(X.T|,Ty) =0. (40)
The first of these equations is trivially satisfied. The second
imposes that

397,00 + o, (k)3x8D =0, 1)

which implies the important physical result that the envelope
of the wave packet propagates with the group velocity o/, (k) =
doy /dk.

Once Eq. (41) is satisfied, the compatibility condition (40)
is fulfilled and one can solve Egs. (35) and (36). One obtains

19 30 L g0
81 aT‘ q> + 81 |9 |
=0

By (X.T),Ty) = 8 . (@2
0
and
0
EP(X.T,T) = Ly g | 43)
0
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C. Order €?

At this order one obtains an equation whose form is quite
similar to that of Eq. (30) with additional harmonics:

M(kdg, — wdg)[EP(x,t,X, Ty, T2)]
=Do(X,T1,T) + [D\(X, T, T»)eP“) 4 c.c.]
+ [Da(X. T1, Tp)e™ ) 4 c.c.]
+ [D5(X, Ty, T)ePeD ¢ ). (44)

We need not write the expressions for Dz and D; because
they are not necessary to determine the dynamic of oM. The
terms Dy and D; read (remember that for legibility we give
the explicit expressions only in the case kg = 0)

k(g1(k2+2 Q+2 g2)+g2 (k242 Q+g2))
28165(0)
— i 82 k
202 (k)
0

0

ox 161

= (1

;03P — 07 @
—1

+ 872d>( )

0

0

) (45)

and

0
~ 0 ~ ~
(1) (1,271
00" + | py [1671°0
(k)

0

0

+ ; 8& Qe+ 2 Q)+ (k2 +2Q)’
16w+(k)

1 Kg
;T 2w (k)

2270

O O

09, 4

+
=

3, 3. (46)

Ak

|
N
o oo

In the above expression for 51 the quantities P (k) and Q(k)
are defined as

V28 + K2 429

PO =30 1207 Fw)
X [(k* 4 22)4g:(—28,Q + k* — 4k*Q — 4Q%)
+ (k> 4 2Q)*(3k? + 2Q)(k* — 28)
+ 2813 (4822 + (K + 2271, (47)
and
0t = : { - 83* + 2027

dg (k2 4+ 2Q)F (k)
— g1(k* +2Q)*[2g1k* + (3k* +2Q)(k* — 2Q)]
+ 4g3g1(5k* — 2K*Q — 8Q%)
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+ 4g3(k* +2Q)(3k* 4+ 2Q)(k* — 2Q)
+ 2g2g:(6k* 4 8k*Q)
+ 2g182(k* +2Q)(Tk* — 4k*Q — 4Q%)},  (48)
where

F(k) = —2g>(k* + 29Q) 4 2g1k* + 3k> + 2Q)(k* — 29).

(49)
Following the same method as in Sec. III B, we write

2® =8y (X, T1,To) + [EP(X, T, To)e ™" 4 c.c ]

+ [ED (X, 11, 12)e? P 1 c.c.]
+ [ES (X, T, 1)1 1 c.c]. (50)

We will not need to consider the contribution of the second and
third harmonics in (44) and (50). However the contributions
of the first harmonic [Dl(X Tl,Tg) and E ul ] and of the zero

harmonic [DO(X ,T1,15) and B, uO ] are important. Reinserting
expression (50) in (44) yields:

3
My B0 (X.T}.T3) = Do(X.T}.T5), 51)

and
M, VX, Ty, T2) = Di(X,T1, o). (52)

Again, for solving Eq. (51) one must make sure that Dy is in
the image space of M: this yields
Ly - Do(X, T\, Ty) =0, (53)
which writes
022" — 2 928" = sk) x5O, (54)
where c is the speed of sound [cf. Eq. (18)] and

@)K +2Q+ )+
Sk) = PROIT . (55)

The solution of (54) reads (computations are explained in
Appendix A):

X
(X, Ty, 1) = W(k) / dx|g™Mp, (56)

where

Sk
W(k) = L OF & (57)

Expression (56) combined with Eq. (41) shows that

—(1)

o @ 3"

+(k ) 8X
This result shows that the deformation of the background
propagates with the group velocity, as does the envelope of
the wave [which obeys the same equation, cf. (41)].

Finally, for being able to solve Eq. (52) we need D be in
the image space of M :

=0. (58)

~

L{-Dy(X.T).Ty) = 0. (59)
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This reads

~ " (k ~ k
P05, 00 = — w+T() 3250 4 [(P(k) o( ))|0(1>|

+k(1+

where '] (k) = d*w. /dk*. One can reexpress the term 9@
using Eq (56). One then obtains a nonlinear Schrodinger
equation (NLS) for 6V(X, T, T»):

2 ’
(60)

& K4+2Q+ g ) —(1)}@
s k2+2Q+2g

~ " (k ~ i o~
idr, 00 = __“’+2( L9200 1 gu@PFO, 61)
with
1 Q(k)
eff(k) == P(k) — ——
8efr (k) 2< (k) A )

N k( & K4+2Q+ g

= = |W(k). 62
2 g1k2+29+2g2) () ( )

One has reached a point where the approach is self-contained,
as far as the first-order term ZE( in expansion (20) is
concerned. One just needs to return to the actual variables
x and 7 using the reverse of transformations (24) [33]. We give
below final formulas valid even when ky # 0.

D. Final formulas and discussion

A nonlinear wave packet propagating in the upper branch
is described by a set of fields E(x,?) of the form (10) with

‘(x,1) = B(x,t) + [E(x, e ® 00 L e c]. (63

[a]

The component g(x,t) of the envelope E(x,t) is solution of

o' (k)
2

i9,0=— 20 + gerr (k)10 (64)
where y = x — o/, (k)t is the space coordinate in a frame
moving at the group velocity.

Once 6(x,7) has been determined, the component ®(x,1) of
the background deformation is obtained as

D(x,t) = W(k)/xdx|5|2. (65)

The other components of the background and of the envelope
are given by

n(x,r)
= D(x,1)
0(x,1)
@(x,1)

= R ®(x,1), (66)

and

1i(x,t)

D(x,1) ~~

5()”) = R O(x,1), (67)

@(x,1)

o

(x.1) =
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where R' = (0,1,0,0) and

k(2 4+2Q)(2g2+k> —4k3 +29) —4k v (k)
8ko (k24w (k)
(g k2 +2Q) (k> +2Q)+4k* ki —4w 4 (k))

4kcko (k2+Q) . (68)
1

M
I

i(K2(2g2+k> —4k3+2Q)+402 (k)
4(K24+Q) w4 (k)

We do not write here the explicit forms of W (k) and ge(k)
for ko # 0 because they are too cumbersome. However, it is
important for subsequent discussions to stress that Eq. (57) still
holds for ky # 0, but with a numerator S(k) whose expression
is different from the one given in Eq. (55) for the case ky = 0.
On the other hand, the formulas (66), (67), and (68) are valid
even when ko # 0. Note that R is identical to Ry defined in
(28) and that R reduces to R1 defined in (29) when ko = 0.
In this case, the first two components of R cancel and the
nonlinear structure corresponds to a polarization signal, with
oscillations of p4 and p, preserving a fixed total density.

The nonlinear Schrodinger equation (64) describes the
spatiotemporal evolution of the envelope wave, which is
advected by the group velocity / (k) while dispersion and
nonlinearity give corrections to the dynamics of the wave train,
in particular for large times. It has been obtained through a
multiscale expansion assuming the existence of well-separated
spatial and temporal scales. The two spatial scales are the
wavelength ~ k~! [associated with the x dependence of the
phase B(x,t) (23)] and the length a characteristic of the spatial
variations of the envelope of the wave packet (associated to
coordinate X). These length scales should be widely different
and this corresponds to defining our small parameter as

1
e=— k1. (69)
ak
The three time scales legitimating the introduction of the three
different time coordinates ¢, 7}, and 7, are:

T 1 KL 1, (70

where T ~ 1/w (k) is the period of the carrier wave. The
characteristic time t; is associated to the group motion of the
envelope. The time 7, accounts for the fact that the envelope not
only propagates with the group velocity, but also changes form
because of higher-order dispersive effects and of nonlinearity
(both effects typical balance in a nonlinear wave such as
the soliton solutions discussed below). From Eqs. (41) and
(61) one can check that when the condition (69) is fulfilled
one has t/t; ~ 11/12 ~ €, thus legitimating a posteriori the
introduction of the three time coordinates (21).

When g.¢(k) is positive, periodic wave trains with constant
amplitude formed in the upper branch of the spectrum are
dynamically stable. They can support nonlinear excitations
such as dark solitons. In this case 6—solution of (64)—is of
the form

0(y,t) = @ e &M% [cos g tanh(Y) + i sina],  (71)

where ©) € R" is the amplitude of the wave train and « €
[0,7/2]; sin « is the dimensionless velocity of the dark soliton,
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~20 =10 0 10 20

FIG. 3. 0, n4, and n, as functions of y for a dark envelope soliton
(71) (top) and a bright envelope one (73) (bottom). The system’s
parameters are the same as in Fig. 4. For both plots ®y = 0.3. The
dark soliton is plotted for k = 2.5 [ger(k) = 1.4] and V,; = O (black
soliton) and the bright soliton for k = 0.5 [geg(k) = —0.6].

cf. Eq. (72). The argument Y in (71) is

. y - Vs lt
&k

and cefr(k) = Ooy/ger (k) (k) = w![ (k) /&t (k).

In the case where ges(k) < 0, wave trains in the upper
branch are dynamically unstable (they experience a modula-
tional instability, see below), but one may observe stable bright
envelope solitons, for which the solution of (64) is of the form

Opexp (—i &1L @2 1)

cosh (O, / j?‘é,ﬁl)‘)y) ’

where © is a positive real parameter governing the amplitude
of the soliton. Once 6 is known, the corresponding values of
the other fields describing the system are then given by (65),
(66), and (67). The density profiles of typical envelope solitons
are plotted in Fig. 3.

In order to get better insight on the type of dynamics
described by the envelope NLS equation (64), we show in
Fig. 4 how the effective nonlinear constant g.;r depends on k.

We see that g.(k) starts at low k& with a negative value,
and since w{(k) > 0, this means that wave trains in the
upper branch experience a modulational instability, see, e.g.,
Ref. [34] and references therein. Modulational instability in
Bose-Einstein condensates with repulsive interaction have
already been studied in the presence of an external optical
lattice potential [35] and for the counterflow of two miscible
species [36]. Here we consider a scenario closer to the
original Bejamin-Feir configuration [37], where nonlinearity
destabilizes a periodic wave train through generation of
spectral sidebands [see the discussion below, around Egs. (76)
and (77)].

When discussing the physical origin of the modulational
instability in the present context, it is interesting to note that
gert(k) diverges and changes sign for a value of k, which is

cos a, where Vo = sina cee(k), (72)

O(y.1) = (73)
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2r krwsw =1.048

0.0 05 1.0 15 2.0 25 3.0

k

FIG. 4. The solid line represents g.s(k) for the choice of param-
eters kg =0, g1 =2.2, g, =0.2,and 2 = 2.5.

denoted as kpwsw in Fig. 4. For this value of k, the system
displays a so-called long-wave—short-wave resonance [38]. In
the present configuration this corresponds to a case where the
wave in the upper branch (with wave vector k) decays into
two waves, one in the same branch with a similar wave vector
(k), and another one in the lower branch, with a small wave
vector (g, the long wave). The conditions of conservation of
momentum and energy read k = k’ + g and

wi(k) = wi(k — q) + ©_(g). (74)

Since ¢ is small one can expand the first term of the right-hand
side of (74) as: w.(k — q) ~ wy (k) — g w’+(k), and also write
w_(q) =~ c q. Hence, the phenomenon occurs at k = kpwsw
such that

o', (kwsw) = ¢, (75)

meaning that the condition of resonance is that the group
velocity of the short wave is equal to the phase velocity of
the long wave.

The location of the resonance is clearly seen in Fig. 4, at a
value of k in exact agreement with the value kywsw determined
by (75). From the derivation leading to the NLS Eq. (64),
one can locate the mathematical origin of the resonance
phenomenon in Eq. (65), where W (k) as given by (57) clearly
diverges exactly at resonance. The phenomenological analysis
just presented assumes that this divergence corresponds to
a transfer of excitation from the upper branch to the lower
one, but one should ascertain that this is indeed the case
in our mathematical treatment. Indeed, it might seem from
Eq. (54) that the divergence is connected to a resonance with a

deformation of the background (of 5(1)), which might not be
exactly connected to the lower branch of excitation. A first clue
of this connection comes from the left-hand side of Eq. (54)

itself: in this equation, the zero mode of the operator acting

1 . . . o
on @ corresponds to a dispersion relation, which is the long

wave length approximation of the lower branch: o’ (k) >~ ck.

The second and final reason explaining why in this context

—(1) . o
3" indeed represents the lower branch excitation comes

from the very reason for its appearance in (54): it originates

PHYSICAL REVIEW A 93, 043613 (2016)

from Eq. (28), more precisely, from the specific form of Eﬁ)l),

which is tailored to be representative of the kernel of M.
Additionally, as can be checked by a comparison of the forms
and definitions of M[; (14) and M, (26), My is the k — 0 limit
of M; when w = w_(k): hence the background contributions
in the Ansatz (22) (and in the higher-order terms) is indeed
a low-k contribution in the lowest branch and the divergence
of W(k) in (57) indeed corresponds to a resonance between
the upper branch and the (long wavelength limit of) the lower
branch.

It is remarkable that the occurrence of the long-wave—
short-wave resonance is connected to a disappearance of the
modulational instability of the upper branch: as one can see
from Fig. 4 the nonlinear parameter g (k) is positive when k
is larger than kpwsw and wave trains in the upper branch are
thus stable when their wave vector is larger than the one of the
long-wave—short-wave resonance. In order to appreciate the
origin of this phenomenon one first needs to get some physical
insight on the cause of the modulational instability. Since the
reasoning presented below is quite general, and for simplifying
the notations, we will here for a moment denote the dispersion
relation as w(k) instead of w, (k).

If one studies a wave train with wave vector k and constant
(real) amplitude ®g, one finds from (64) that the corresponding
0(x,t) is equal to ®¢ exp[—igesr(k) @5 t]. Then, a perturbative
treatment of Eq. (64) readily shows (see, e.g., Refs. [39—41])
that small amplitude modulations of the carrier wave with
relative wave vector ¢ and angular frequency @ obey the
dispersion relation

" 2\ 2
CDLY + gt 00"
(76)
If ger(k) is negative, o will be imaginary (for low enough
values of ¢), meaning that the wave train is dynamically
unstable. The value ¢* of g corresponding to the largest
imaginary part of @, i.e., to the greatest growth rate of the

perturbations, verifies
1) " ( k)
2

One gets here a confirmation that the wave train is unstable
when w”(k) gefr(k) is negative. This corresponds to the
so-called Lighthill-Benjamin-Feir criterion of modulational
instability [34], which can be given the following intuitive
interpretation: one assumes that a wave train of finite amplitude
® corresponds to the renormalized dispersion relation

Oren(k) = (k) + gefr (k) OF. (78)

The initial carrier wave at angular frequency w(k) and wave
vector k may decay into two side bands according to the
following process:

(@ —o'(k)g) = (

(@) = —gen(k) OF. (77)

w(k) + w(k) — wren(k — q*) + Wren(k + 6]*),

(79)
k+k— (k—qg")+k+q"),

where ¢g* as given by (77) enforces the energy and momentum
conservation relations in the process (79), as can be checked
analytically (by an expansion in ¢*) and is graphically
demonstrated in Fig. 5. It is clear that, when o”(k) > 0,
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(p) =w(p) +g4(k)Of

k k+q"
p —

FIG. 5. Illustration of the modulational instability process. The
straight solid line is the tangent to w(p) at p = k. Two initial elemen-
tary excitations [k,w(k)] can decay into [k — ¢*,wen(k — ¢*)] and
[k + g*,wwen(k 4+ g*)] provided g* verifies the above construction,
i.e., that the two black points are the intersections of the straight solid
line with the renormalized dispersion relation we,(p). An expansion
of w(p) at second order in the vicinity of k shows that (i) the white
point is the middle of the two black points [and this automatically
implies momentum and energy conservation in the process (79)] and
that (ii) ¢* defined by the above construction verifies Eq. (77).

the geometrical construction of Fig. 5 is only possible if
geff(k) < 0: in this case the wave train is modulationally
unstable.

Hence, we understand why the change of sign of gegr(k)
observed in Fig. 4 when k crosses kpwsw changes the stability
of the wave train. Now it remains to understand the physical
reason for this change of sign. Actually, the reason for it
becomes clear when one focuses on the nonlinear term in
brackets in Eq. (60). The first part of this term [with the P (k)
and Q(k) contributions] is a genuine nonlinear self-interaction,

. . =) . —(1
but the second part is proportional to k dx 3 ), ie, tok U ),
which is a Doppler contribution to the energy of an excitation

. —
moving over a background of velocity U ( ). For k < kpwsw,
the momentum ¢ imparted to the lower branch is negative,

and the corresponding value of 7" s also, as physically
clear and mathematically demonstrated by the fact that in
this case W(k) < 0 [see Eq. (57)]. It so happens that this
Doppler contribution is dominant over the self-interaction
terms, and, as a result, gesr(k < kpwsw) < 0. On the contrary,
for k > kpwsw the momentum imparted to the lower branch

is positive, U(l) > 0 and geg(k > kpwsw) > 0. This ends our
discussion of the behavior of geg(k) around k =~ kpwsw and
the explanation for the disappearance of the modulational
instability when k 2 kpwsw-

Besides the long-wave—short-wave resonance, one can
notice another resonantlike structure in Fig. 4. It corresponds
to a generation of second harmonic according to the three
waves process

k+k— 2k, o.(k)+w. (k)= o_(2k).  (80)
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The condition of conservation of momentum and energy in
the above process determines the value of the resonant wave
vector kg in excellent agreement with the location of the
divergence of g.s(k) observed in Fig. 4. In the vicinity of kg
our approach fails [and the envelope NLS equation (64) is not
relevant] because the determinant of M, vanishes, contrarily
to what has been stated after Eq. (38), and the procedure that
has been used for determining 5(22) from Eq. (37) is incorrect.
In this case the assumption that higher-order harmonics have
a very small contribution is wrong. The fact that second
harmonic generation is associated with vanishing of the
determinant of M, is an immediate result of the definition (38)
and of energy conservation in the process (80): at resonance
one has M, = M[2i kg, — 2i w1 (kgye)l = M2 kg, —
iw_ (2kgyg)]. The determinant of this last matrix is zero,
because, for any p, detMlip, —iw_(p)] =0, since w =
w_(p) is one of the dispersion relations of the system.

For concluding the discussion, it is interesting to notice that,
besides the second harmonic generation identified in Fig. 4,
there exists another possible generation of second harmonics,
which only involves excitations of the upper branch:

k+k — 2k,

81)
w4 (k) + oy (k) = wi(2k).

This new process should induce a divergence of gefr(k)
at the wave vector k = k;HG, which ensures energy
conservation in (81). Indeed, in this case we have a
linear system M[2i kg, — 2i w4 (kdye)] = MI2i kdyyg, —
iws (Zk;HG)] that has a zero determinant because w = w.(p)
is one of the dispersion relations of the system. For the set
of parameters corresponding to Fig. 4, this second harmonic
generation should occur at k;HG = 1.612. It is then surprising
that this resonance is not seen in this figure. However, it is
clearly seen when ko # O (see Fig. 6), at the value predicted
by the conservation of energy in (81).

Actually, in the case where ko =0, at k = k;HG one
has detM, =0, and the divergent factor involved in the

4
28 Ky wew =0.749 kso =2-815
—
e
S [
< 0
ol kspc =1.504

0.0 05 1.0 15 2.0 25 3.0

k

FIG. 6. The solid line represents g.g(k) for the choice of param-
eters kg = 0.5, gy = 2.2, go = 0.2, and Q2 = 2.5. The location of the
resonances is determined by momentum and energy conservation in
the processes (74) (for krwsw), (80) (for kgy), and (81) (for k;HG .
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determination of £ from Eq. (37) [and which results in a
divergence in the expression of ge¢r(k)] is canceled by another
contribution. This can be easily understood by noticing that M
defined in Eq. (12) is a block matrix when kg = 0:

M_ 0
M = , 82
() .
where M[_ and M[; are 2 x 2 matrices accounting for the lower
and the upper excitation branches. We are here interested in
second harmonic generation, i.e., in the specific matrix M, =

M(2ik, — 2iw, (k)). In this case, we denote the matrices M _
and M as M,_ and Ml,, and their inverses are

1
w2 (2k) — 20 ()

M;! = adj(Mo),  (83a)

1
M, = adj(Mo,),  (83b)

2T 02 (2k) — 2o (k)P
where “adj” denotes the adjugate matrix. The divergence of
geff(kngG) is associated with the divergence of the denominator
in (83b), corresponding to energy conservation in the process
(81). In the special case ky = 0, the solution of Eq. (37) reads:

—1
=@ _ (M2 0\~
(5 ) )

where C, is given by Eq. (33) when ko = O: in this case its last
two components are zero. Eq. (84) then reads

M_1< i AK? )
-\ L/¥¥—2@
= | T \alme ek =29 Gup )
2 a1 (0) — (©
2¢\o) = \o
and the possible divergence of the denominator of M l is

masked. This is the reason for the inhibition of the second
harmonic generation process (81) when kg = 0.

IV. NONLINEAR PERTURBATION THEORY FOR
EXCITATIONS PROPAGATING IN THE LOWER BRANCH

We now study the propagation of a sound pulse which, in a
linear approximation, would lie on the lower excitation branch.
The method used in Sec. III can be employed in the present
case. It yields for the nonlinear coefficient g.¢(k) a behavior
represented in Fig. 7.

The nonlinear coefficient diverges at large wavelength. This
is due to the fact that, for the lower branch, the analog of the
coefficient W (k) (57) diverges when k — 0 since o’ (0) = c.
In this case the nonlinear time #np. o gesr(k)~! associated to
Eq. (64) diverges indicating that nonlinear structures form
extremely rapidly. #5;, may become even smaller that the period
of the wave (except for waves of extremely small amplitude)
and in this case the technique of the envelope NLS fails.

In this long wavelength limit one can suggest an alternative
method consisting in deriving equations for the interacting
fields themselves instead of an effective equation for the
envelope. This method is based on the following reasoning:
In the linear regime and at the level of accuracy at which the
expansion (17) holds, any of the components of E'(x,t)—n’,

PHYSICAL REVIEW A 93, 043613 (2016)

FIG. 7. Nonlinear coefficient g.g(k) for the envelope NLS equa-
tion describing a wave packet propagating in the lower excitation
branch. The curves are drawn for different values of €2; the other
parameters are ko = 1, g; = 2.2, and g, = 0.2.

say—satisfies the linear equation

n,+cnl, —cynl, . =0, (86)

XXX

where the last term describes a small dispersive correction to
the propagation with constant velocity c. If the amplitude n’ is
small but finite and such that this term has the same order of
magnitude as the leading nonlinear correction to (86) (which
is typically quadratic in n’), then nonlinear effects cannot be
omitted for correctly describing the propagation of the pulse.
In this regime one can try to derive an equation of the type
(86) with additional terms taking into account weak nonlinear
effects. The most natural extension of (86) is a Korteweg—de
Vries (KdV) equation in which a nonlinear term of the form
n'n’. accounts for a dependence in density fluctuations (o< n')
of the velocity of sound.

A. Quadratic nonlinearity: KdV regime

It now is appropriate to work in a reference frame moving
at the speed of sound ¢, and to use x — ct and t as coordinates.
In order that the derivatives in equations of type (86) appear at
the same order, we define

E=¢(x —cr), and 1 =€t (87)

where € will henceforth be a small positive parameter. The
choice of the specific powers €'/2 and €32 in (87) (instead of
e and € for instance) will make sure that the derivatives in
equations of type (86) appear at the same order as the quadratic
nonlinear contribution [o< n'n’., see Eq. (104) below]. In terms
of the new variables & and t and of the velocities U and v
defined in Eq. (6), the system (7) reads

63/2nZ =% ng + el/zko[n cos 0]

_1 1/2 _
56 [n(U — vcos )], (88a)
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U, = €' Us — €'kg v

2
en en cotf [n6
_61/2[__5 T _E_ﬂ}
£

4n2 2 n 2 n
€0? + U? + 17
o[ ]
4 3

Qcosf

c
sin2 @

1/2 Q .
+ €6 cosp + — v sing, (88b)
’ sin 6

3?9, = 61/2095 — Qsing

1 2kp) sin 6
- -el/z(UeE 4 @+ 2k) ]5), (88¢)

2 n

63/21)r =€ v — 61/2k0 U

6 U
+€1/2[Lw — _U +g2ncos9]
3

2sinf n 2
Q
+el/205 .C(;S(p 4+ Qv cotf sing. (88d)
sin“ 6

We perform a multiscale analysis by expanding (n,U,6,v)
in the following way:

n(é,7) 1 n® n®
UE,1) 0 u® | U@
o) | T -5 Tl [T o2 ) T
g 2
v(&,7T) 0 p® @
(89)
In agreement with the definitions (6) and (87) we have
U:el/zcbg, and v:emgog. (90)

Taking into account expansion (89) and the leading order (9)
for ® and ¢ we thus have

S = — 2 pr 4 €20 4 2P 4.
=€V + P 4. oD

Once the Ansdtze (89) and (91) are inserted back into (88), the
leading term is O(e'/?) and simply yields ¢V = 0 (and thus
v = 0). At next order (/%) one obtains

1

L
(1)
K Ue =0, 92)
0(1)
&
(/7(2)
where
C —% k() 0
4 c 0 0
K= ko 0 c Q| ©3)
0 —ky QL+ o 0

Since det K = 0, Eq. (92) has nontrivial solutions. The kernel
of K is one dimensional; as a result, the solution of Eq. (92) is
of the form:

ng) 1
1) 8L
U, c ) )
fl) =| ke |7 =Rn. (94)
95 c Q+g
2 ko Q+g1+8&
(Y Q Q+e
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We also need (for later use) to determine the column vector L
such that

K'L=0&LK=0, 95)
This fixes
: S ko
L' «|1,—,0, . (96)
81 QL+ g
At order €/? we obtain
N
U® A,
K (Ez) = , 7
0, Az
(/7(3) Ay

where

1
Ay =nll 4 E[n“)UWLE — ko[nVoM]e,

1
A =UD 4 EU“)Ug” —QoWe)

1
) @)
+ S +kove

1 1
_p) 4 2y _ 2 (2)

Ay =0 + SUDOY — o
+ ko0 6" + konVn,

1
As= = &ln®0V) + 2 00 — cv”, 98)
Performing the substitution (94), we can express the system
(97) in the following way:

@
g
@
Ue
@
O
o

K =C, n(rl) + C; néls)g + Cq n(l)ng), (99)

with

1
g1
_ c
€= S i
Q+g

0

V2./g1(—2k2+Q+g2)
VQ+g

Q
o o1 + mts)
nl = k( 21 (2k3+Q+g2) +1> ,
O\ @Te(— 22+ 2tg2)
2v2./3182ko

VOFg A/ 2k +Q+g

(100)

=~

N L

(101)

and
0

(Qtgi+edky 1
Q(Q+g2) 2
_ (Q+git+g)ko
2Q(2+g2)

ko(2(Q+g1+82)k3 —(+82)(g1+82))

2
ﬁﬂ(mgz)m\/ B R

C;

(102)
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Left multiplication of Eq. (99) by L’ gives
0= (L Con + (L' Ca)nVn’ + (L' - C3)n{l;. (103)

Equation (103) is a consistency condition: Eq. (97) admits a
solution only if the column vector A is in the image space of
K, which is implied by (103) [we used the same technique in
Sec. 111, see Eqgs. (40), (53), and (59)]. Explicitly, Eq. (103)

reads
3 2Q k>
n ﬁ(l S L
4c (Q + gz)

where cj is the third-order coefficient of the dispersion relation
(17). Going back to the original coordinates x and ¢ and
denoting n’(x,t) = n(x,t) — 1, we obtain the KdV equation

>n<1>n§) —cnly, =0, (104)

n,+cn,+yn'n, —cnl,, =0, (105)
where
3 2Qk?
"= ﬁ( _ —02> (106)
4c (R+ g2

Once the solution of Eq. (105) is found, the other field variables
can be obtained using relations (94), which we rewrite here for
completeness in the final notation:

UG = S w'xa),

C
T kogl ,
O(x,t) = — — + —————n'(x,1),
(x,1) @t (x,1) (107)
ko
o(x,t) = WRtat s n’(x,1).

T Q Q4+

Note that when n’ becomes of order of the nonlinear
coefficient in the KdV Eq. (105), that is when y; ~ |n/| < 1,
the level of accuracy accepted here is not sufficient: the cubic
nonlinear terms (~ n’?n’.) neglected in the present treatment
have the same order of magnitude as the quadratic term in
Eq. (105). In this limit we have to consider the next order of
approximation.

B. Cubic nonlinearity: Gardner regime

As advocated in Sec. IV A, cubic nonlinearities become im-
portant when y; ~ n’ is small: their contributions can therefore
be calculated from the system (7) choosing parameters such
that y; = 0. This is achieved when

L Q4+
“="5a

For this choice of parameters, the sound velocity (18) reads

«_ | T8182
c=c"=, .
2Q

In this case the system can sustain long wavelength pertur-
bations only if g, < 0, that is if ap > @), which we assume
henceforth (see however the discussion at the end of Sec. IV C
and Appendix B).

In this regime the coordinates defined in (87) are no
longer appropriate for the description of nonlinear excitations.

(108)

(109)
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One should instead perform the computations with the new
coordinates:

E=e(x—ct), and T =€t (110)
Then the system (88) rewrites:
n, = ec ng + €koln cos 0],
1
— EE[H(U —vcosf)]e, (111a)
U, = ec U — ko v;
€2 ng €2 Ngg 200t9 [n Qg]g
- == =
4n2 2 n 2 no |
€07 + U 4+ v?
—€| ———+gin
4 ’
Q .
cosp + —— v sing, (111b)

€0 ———— -
5 sin2 6 sinf

€0, = ecf — Q sing

1 2kg) sin 0
——6<U95+ [n (v + 2ko) sin ]E), (111c)

2 n

v, = ecvg — eko Us
2 0, U
+e€ E L1 Oc e ——v—i—gzncose
2sinf n 2 £
Qcosg .

+ €06 + Qv cot6 sing. (111d)

sin? 0
We perform a multiscale analysis using the Ansdtrze (89);
U and v now read:

U=€®:, and v =-ceg:. (112)

The leading term in (111) is now O(€) and reads, as previously,
@Y = 0. The next order O(e?) is described by the same
system as in Eq. (92). Substituting U_", 9;1), and @ by their
expression in n defined in (94), the order O(e?) then reads:

= Cunnf’, (113)

where Cy is defined in Eq. (101). Since in this subsection kg
is fixed such that the non-linearity (y; o« L'Cy) in Eq. (105)
cancels, the choice of parameter (108) automatically implies
L' - Cy = 0 and from Eq. (113) one can only deduces that

)

ng 0

U@ 0

9(52) = BTN nOnd. (114)
’5@ 21 (322—g2+297)—g2(82+Q)°

4 V28:Qg2+9)

Equation (113) is thus not conclusive and the expansion
at order O(e®) is not sufficient to describe the dynamic
of nonlinear excitations. At next order [O(e*)], taking into
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account the formula (114), we obtain:

g
3
9(3) — Lty nl EEE
3
¢(4)
where C; and Cj are defined in Eqgs. (100), (102) and
Qy/—8182+/—818282(81—682)
2V/2JQg3
_3Qg
_ Q+g
Dy =  252(2+82)*+81(R2-88:2-5g3) (116)
2V2V/Qg2(Q+¢2)
V—=8182(—683—81(22—g2)(Q2+52))
2g3(Q+g2)

Left multiplication of Eq. (115) by L’ gives

=L ConD+ (L Dy + (L' Conl,

(117)
which reads
381 4¢3 2
_ 2 = (D 1
e +8€*|82|(g1_9+82 Tt T
(118)

Going back to the original coordinates x and ¢ we obtain the
modified KdV (mKdV) equation

n,+c*nl +yn'nl —c3nl,, =0, (119)
where
v = 381 (g 4¢3 )
2 = 1 —
8c* gl QL+ g
3 /@ 4
i (gl _4e ) (120)
T 42\ -8 Q+g

In the regime where y; is not exactly zero, but of order n’,
we also have to take into account the quadratic nonlinearity of
Eq. (105), which finally yields

n, +cnl, +yin'n, + 2 n’zn; —cnl,, =0. (121)
This is the Gardner equation describing the evolution of
nonlinear polarization pulses in a coherently coupled two-
component condensate in the limit where the parameters of
the system are close to satisfy the condition (108). This can
be considered as an intermediate region where the quadratic
and cubic nonlinearities make contributions of the same order
of magnitude in the wave dynamics. In the limit of very
small y;, the quadratic nonlinearity effects can be neglected,
the nonlinear polarization waves are correctly described
by the modified KdV equation (119). If instead y; is large, then
the cubic nonlinearity effects are negligible and the evolution
of nonlinear polarization pulses is described by the KdV
equation (105). Note that for consistency reasons, the value
of the sound velocity in (121) has to evaluated as not being
exactly equal to c*, but has to include corrections o y7.

Once the solution of the Gardner equation (121) has been
found, the other field variables can be expressed in terms of n’
by the formulas (107) with account of (108).
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C. Quartic nonlinearity: generalized KdV equation

The parameters of the system can be chosen in such a way
that not only y,, but also y, cancels. This is achieved for the
choice (108) with the additional constrain

4¢3
Q+g’

which ensures that Y, = 0. Note that for having a positive
value of g;, one must have 2 4+ g, > 0, but this condition is
automatically fulfilled in phase III [cf. the definition (18) of
the sound velocity]. Computations very similar to the ones
exposed in Secs. IV A and IV B now lead to a higher-order
mKdV equation

g1 = (122)

0=n" 4 y;n "0 — ¢3nl, (123)
where
542 g2 QQ — 22,)(Q 972
V283 )@+ )" (124)

V3=
8282
Finally, we can write the general form, which is able to
account for choices of parameters such that y; >~ Oand y, >~ 0:

ny +C@ m'. —czn, =0, (125)

XXX
with

Cny=cH+nn +rn?+yn? (126)

Equation (125) is known as a generalized KdV equation [42].

At this point, it might be helpful to remind the strategy
followed in the present section: we study excitations of the
lower branch of the spectrum, which, in the linear regime and
in the long wave limit, are described by Eq. (86). In order to
analyze how nonlinearity affects these excitations, we consider
the modifications of the pulse propagation velocity induced by
the nonlinear effects: ¢ — C(n’) with an expansion of the form
Ciny=c+ o Ve n'‘. The multiscale analysis consists in
rescaling the variable (x,?) in the following way:

E=¢"(x—ct) and T =€"t, (127)
transforming Eq. (86) into
Ze““ ven't ng + ¢y Mige. (128)

=1

The analysis amounts to determine the coefficients y;; this
has been done in Egs. (106), (120) and Eq. (124). The first
correction is £ = 1:

b/

1 3
€'n, = e lyn'n, + e eyn,,. (129)

The approach is coherent if all orders in € in Eq. (129) are
identical, i.e., if the stretched variables in (127) are chosen
withb=a+1=3a= (a=1/2,b=3/2).

The parameter y;(g1,£2,k0,S2) can vanish or become small
for a particular value of ko; the first-order correction £ = 1 is
then no longer sufficient, and we must consider the correction
£ =2, which corresponds, by the same argument as the one
used after Eq. (129), to (@ = 1,b = 3); these are the exponents
used in Sec. IV B. If y»(g1,82,k0,2) is also small, one has to
consider the next order, as done in the beginning of the present
section. The different orders considered and their regime of
relevance are recalled in Table 1.
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TABLE 1. List of the different nonlinear equations describing
the weakly nonlinear and weakly dispersive dynamics of excitations
which, in the linear regime, pertain to the lower dispersion branch.
The right column shows their successive regime of relevance of the
equations. The conditions y; = 0 and y, = 0 are precisely defined in
Egs. (108) and (122). Note that each row assumes that the regime of
relevance of the upper rows is fulfilled.

Nonlinear equation Regime of relevance

£ =1:KdV
£ = 2 : Gardner
£ = 3 : generalized KdV

phase III
y1~0and g, <0
y» ~ 0and |g]| < Q2

It is appropriate to discuss if the different regimes identified
in Table I can be reached with present-day experimental
realization of spin-orbit coupled BECs. The references [8]
consider the two states [mp = 0) = |1) and [mp = —1) = |])
of a 8’Rb Bose-Einstein condensate in the F = 1 hyperfine
structure. The s-wave scattering lengths are (in units of the
Bohr radius) a4y = 101.41 and a4, = a, = 100.94. Since
ap —ay K %(aﬁ +ay,) the simplifying assumption of a
common value of the nonlinear coupling o) = hw, (ay4 +
ay,) in (1) is legitimate (in this expression w, is the angular
frequency corresponding to a tight harmonic radial trapping
which ensures a quasi-1D behavior of the condensate [43]).
Besides, if necessary, the present formalism can be extended
to take into account the fact that a;4 and a are not equal,
see Ref. [44]. Note that the recoil energy is typically %ké ~
2 kHz (it is monitored by the wavelength and the relative
angle of the Raman lasers), whereas the interaction energy
%gl = %(al ~+ ap)po 1s of order (1/5) kHz (it depends on the
value of the radial trapping frequency and on the linear atomic
density).

One has oy = 2hw,ay, < ay, hence g> > 0, and it seems
from the discussion in the beginning of Sec. IV B that one can
never reach the interesting regime where y; = 0 and where
the nonlinear modulations of an excitation formed in the lower
branch is described by Gardner equation. However, g; is small
(since «; and «, are so close) and, as explained in Appendix B,
generalizing the present approach by taking into account the
small detuning § from the Raman resonance—not considered
in the main text—one can show that, even with a positive g», it
is possible to reach a regime where the nonlinearity coefficient
y) cancels by correctly fixing the value of §. However, for
keeping the discussion simple we will only consider here
the case of a small negative g,. The more relevant case of
a small positive g, in the presence of a small detuning is
presented in Appendix B. The main conclusions are similar in
both cases. Then, for negative g,, the condition (108) leads
to Q = 2k7 —2g> + O(g3), which corresponds to a value
of the Raman coupling frequency €2 typical in present-day
experiments. We recall however that for the system to remain
in the good side of the boundary between phase III and phase
II one needs to impose 2 > Zkg — g2, which is verified by the
above choice of €2, but not by a large extent. Hence, one can
reach a regime where the lower excitation branch is described
by Gardner dynamics, but this is obtained at the expense of
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getting close to the phase III-phase II boundary. Away from
this boundary, the lower branch has a KdV dynamics.

V. CONCLUSION

In the present paper we have described how nonlinearity
affects the dynamics of elementary excitations of a coherently
coupled Bose-Einstein condensate. Excitations in the upper
branch of the spectrum display a modulational instability. As
discussed in the text, this instability is stabilized by a long-
wave—short-wave resonance: the momentum imparted by the
wave train formed in the upper branch to excitations in the
lower branch has a stabilizing effect when it has the same sign
that the velocity of the wave train. We also showed that the
system can experience second harmonic generation, and that
this mechanism may be inhibited by symmetry effects (namely
by the complete separation between density and polarization
modes, which occurs when ky = 0).

Excitations in the lower branch are stable. In the long
wavelength limit they are affected by nonlinear effects in a
manner, which can generically be described by KdV dynamics.
For some specific configuration of the system’s parameters
(close to the phase II-phase III boundary) one has to use
a Gardner equation instead. It is interesting to note that the
Gardner regime is realized in the lower branch, which is a
mode mainly corresponding to density waves: hence, the wide
range of nonlinear excitations of Gardner’s equation (see, e.g.,
Ref. [45]) can be generated by means of a simple scalar
external potential, whereas for noncoherently coupled two
component condensates, where the Gardner regime is obtained
for a polarization mode [44], this can be achieved only thanks
to a polarization potential [46].
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APPENDIX A: SOLUTION OF EQ. (54)

In this Appendix we briefly explain how the solution of
Eq. (54) is obtained. Let us assume that it is of the form

=)

X
o = W(k)/ dXx|16W?, (A1)

where W(k) is a constant [i.e., it depends on k, but not on
(X,T,,T»)]. One first remarks that

3,100 = 6V 8,00 +c.c.

BED o (k) 8050 + c.c.
= —o, (k) dx|0". (A2)
It follows from this result and from the Ansatz

(Al) that 8%15(1) = W(k) [a)jr(k)]zax|§<l)|2, and of course
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923" = W (k) ax |8V |? [this is a direct consequence of (A1)].
Hence
223" —

= W(k) ([0, ()] — ) ax |0V

2 925"
(A3)

Equating the right-hand side of this expression to the right-
hand side of (54) determines the value of W(k) as given in
Eq. (57).

APPENDIX B: TAKING INTO ACCOUNT A SMALL
DETUNING FROM THE RAMAN RESONANCE

In this Appendix we rapidly present the treatment of the
lower excitation branch for a spin-orbit coupled condensate
(ko # 0) in the case where the system experiences a finite
detuning A § from the Raman resonance. The single-particle
Hamiltonian H, (2) has now an additional contribution:
%hrS o,. The system (7) is not modified, except for Eq. (7d),
which now reads

I (p6)x 1
_ — D (s + 2k
2 p 2 Fer T 2k0)

4+ (o; —ap)pcosd — Q cosgpcoth + 4. (B1)

@t

The ground-state value of the fields is no longer given by
Eq. (9). One has now

1

2kix —2ut
Oy ’
0

EO,1) = (B2)

where k; is a variational parameter. Minimizing the energy per
particle one obtains [22]

kl = ko Cos 90. (B3)

The same result can be obtained in a different manner, by using
dynamical arguments: one keeps k; as a free parameter, and
one studies the linear excitations of the system. By demanding
that the system is dynamically stable, i.e., that the frequency
of elementary excitations remains real, one obtains the result
(B3).

In the presence of a finite §, the ground-state value 6 is no
longer exactly equal to —m/2 as in (9) and u is not given by
Eq. (8). Instead one has [from (B1) and (7b)]

(2k§ — g2) cos By + Q2 cot by = 8, (B4)

and

k(% 2 81
w= ?(l-i-COS 90)+7+ (BS)

2 sin6y
Equation (B4) determines the value of 6. Depending on the
system’s parameters it has either four or two solutions. In the
first case, only one corresponds to the minimum of the energy
per particle (the other is the maximum) and the system can be
considered to be in the single minimum phase III. In the second
case there are two nonequivalent minima and the system is in
phase II. In the regime where kj is larger than g»/2 and where
2 > 0, one can show that the boundary between these two
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1.0, — 15]=0.1
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0.5
\“ ’,‘
\“ ",
" ’
\* B
i,’
]
0.0=5 15 1.8 20 25 3.0

FIG. 8. Sound velocities ¢y as a function of 2. The systems’
parameters are ko = 1, gy = 2.2, and g, = 0.2. When 6 =0, the
transition from phase I1I to phase II occurs at = 2k2 — g, = 1.8,
and above Q2 = 1.8 one is in phase III with a single sound velocity.
When § # 0 one can show that ¢, (—8) = ¢_(8) and c_(—38) = ¢4 (9).
This is the reason why the sign of § is not specified in the figure.

regimes corresponds to
2 2/3 _ ~2/3 2/3
(2ky —g2)"" = Q27 +18°°. (B6)

In the case 6 = 0 the solution of (B4) is 6y = —7/2 if Q >
2k8 — g» and (B6) corresponds to the standard transition line
between phases II and III, which is reproduced in Fig. 1. It
is important to stress that in the presence of a finite detuning
4 the second-order phase transition from phase III to phase II
strictly speaking disappears because the system does not cross
any phase transition line when Q varies [47]. For instance,
the velocity of sound vanishes at the transition region when
6 = 0 [cf. Eq. (18)], whereas it remains finite when § # 0 (cf.
Fig. 8). Also, when 6 # 0, even in what has been identified
above as the single minimum phase, the system has a small
spin polarization and condensates into a state with a small but
finite momentum.
The matrix K of Eq. (93) now reads

¢ —1 —ko sing 0
K = —g1 ¢ — kg cosy Q cosy sinO’2 0
—kg sing 0 ¢ — 2kg cosy QY
g2 COSg —ko Q sina2 —g» sing 0
(B7)

where, for gaining space, we have written sing and cosy instead
of sin 6 and cos 6. In formula (B7) the sound velocity c is not
given by (18): it now depends on §. It can be determined
through the computation of the dispersion relation in the
system, or more simply just by imposing the cancelation
of detK. For nonzero § the ground state breaks Galilean
invariance and in our 1D configuration one obtains two
velocities of sound, one for each direction of propagation. The
first one, denoted as c;, corresponds to waves propagating in
the same direction as the ground state (for which U® = 2k;)
and the other (c_) propagates in the opposite direction. A
typical case is displayed in Fig. 8. Note that this figure is
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interrupted at low values of Q2 in order to prevent the system
to get into phase I.

Following the procedure exposed in Sec. IV A one can
determine the form of the KdV equation, which describes
how long wavelength excitations propagating along the lower
branch of the spectrum are affected by nonlinearity when
8 # 0. In this case the nonlinear parameter y; is different
from the value given by expression (106) (which corresponds
to the § =0 case). We do not write the explicit form of
y1 when § # 0 because it is too cumbersome. Instead, we
rather plot y; as a function of 2 for different values of § in
Fig. 9.

As for the sound velocity, the value of the nonlinear
coefficient depends of the direction of propagation of the wave.
We denote as ;" (y,”) the value of y; corresponding to wave
trains propagating in the same (the opposite) direction than
the momentum of the ground state. One has the symmetry
relation y]+(—8) =y, (6). When Q < Zk(% — g» the nonlinear
coefficient is discontinuous at § = 0, as 6y and k; are, and this
corresponds to the crossing of the first-order transition line in
the plane (£2,5) [47].

One sees in the figure that there exist values of § for
which the nonlinear coefficient cancels even for 2 > ZkS — g,
provided €2 is not too large. It is important to notice that
this cancellation of y; is obtained for a positive g,, contrarily
to what occurs when § = 0. Note however, that for Q = 2.5
the nonlinear coefficient cannot be canceled by imposing a
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Q=25 !

3 ... Q=2
— Q=15

-2l ) J
-06 -04 -02 00 0.2 0.4 0.6

FIG.9. y;" as a function of § for several values of Q. The
system’s parameters are ko = 1, gy = 2.2, and g, = 0.2. The curve
is discontinuous when € < 2k3 — g» = 1.8 because in this case the
system meets a first-order phase transition at § = 0. For the present
choice of parameters y;" can be canceled by changing the value of §
when Q = 1.5 or 2.5, but not when 2 = 2.5.

finite value of the detuning 6. When y; cancels, the effective
nonlinear dynamics of the system is no longer described by a
KdV equation, but rather by a Gardner equation.
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Dans le chapitre précédent, on s’est intéressé a la stabilité du mode de polarisation.
Bien que I'on ait étudié la correction non-linéaire de I’équation de propagation d’un paquet
d’onde de polarisation, la méthode utilisée reste perturbative et ’amplitude des variations
de la densité relative reste faible comparée a la densité relative du condensat dans son
|0(x,t) — 6p| < 1. Dans ce chapitre on s’intéresse a une limite sur les
coefficients non-linéaires ou le traitement perturbatif n’est plus nécessaire pour étudier la

état stationnaire :

dynamique de polarisation :

’ gt =9—06g avec 09 <K g
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Cette limite, proche de la limite de Manakov (cf. la Remarque 1.2), est atteinte expéri-
mentalement dans certains condensats miscibles : on a par exemple dg/g ~ 0.01 pour les
états hyperfins |F,mp) = |1,1) et |F,mp) = |2,2) de I'atome de 8"Rb [45, 143]. Comme
il a été précisé dans le Chapitre 1, la propagation des ondes de polarisation est beaucoup
plus lente dans cette limite que la propagation des onde de densité :

cp = \/g2po/2 = \/5gpo/2 < ca =1/9100/2 = \/gp0 (3.2)

ol ¢, (resp. ¢q) est la vitesse du son des phonons de polarisation (resp. de densité). La
dynamique de polarisation se sépare alors tres vite de la dynamique de densité et on
peut les décrire indépendamment. On peut illustrer cette séparation numériquement en
considérant I’évolution d’un état excitant a la fois le mode de densité et le mode de
polarisation ' :

2\ 2
pr(x,0) = % + Aexp [— () ] et py(z,0) = % , (3.3)

Zo
ou l'on choisit pour la simulation numérique :
pp=1,A=02,20=3,9g=1 et g3, =09 (dg=0.1). (3.4)

On observe alors en tragant 1’évolution de la densité totale p(z,t) dans la figure 3.1 et
I’évolution de la densité relative cos 6(z,t) dans la figure 3.2 que les deux dynamiques se
séparent tres rapidement ; on peut vérifier sur la figure 3.1 que la densité totale propage
une perturbation de vitesse cg =~ 1 et sur le figure 3.2 que la densité relative propage une
perturbation de vitesse ¢, ~ 0.2.

Remarque 3.1. Les schémas numériques utilisés pour simuler les équations (1.14) (ainsi
que les équations de Landau-Lifshitz, cf. la Section 1.b) sont décrits dans 1’Annexe B.
Pour un pas de temps suffisamment petit la simulation numérique converge bien vers la
solution exacte.

Afin d’étudier la dynamique de polarisation, on introduit la longueur de cicatrisation

de polarisation :
1

£ = —— 3.5
P \/209p0 (3.5)
et le temps caractéristique associé :
1
Tp - gl - < ) (3'6)
cp  0gpo

et de facon similaire & la Ref. [99], on se propose d’exprimer les champs p, ®,0 et ¢ dans
les coordonnées lentes de la dynamique de polarisation :

p= p(ga T) , ©=—2ut + (D(Cv T) , 0= 0(€7 T) ) ¢ = ¢(€7 T) ) (37)
avec: (=ua/& et T=t/T,, (3.8)

1. Le choix précis de la forme fonctionnelle (3.3) n’est pas important : on a choisi ici une expression
assez générique ou la densité totale et la densité relative sont toutes deux perturbées au voisinage de
Porigine sur une distance xo. L’expression de I’excitation n’a ici peu d’importance, il suffit d’exciter les
champs p(x,t) et 0(z,t).
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Ficure 3.1 —  Représentation de
la densité totale p(x,t) déterminée
numériquement avec pour condition
initiale (3.3) avec le choix de parametres
(3.4). Les zones sombres sont de densité
totale faible et les zones claires de den-
sité totale élevée; les pointillés rouges
représentent les droites x = +cqyt.

-150 =100 -50 O 50 100 150

FIGURE 3.2 — Représentation de Ia
densité relative cos(x,t) déterminée
numériquement avec pour condition ini-
tiale (3.3) avec le choix de paramétres
(3.4). Les zones sombres sont de densité
relative faible et les zones claires de den-
sité relative élevée; les pointillés rouges
représentent les droites x = ¢, t.

-150 =100 -50 O 50 100 150

ou le potentiel chimique p est défini par : u = gpp. L’équation (1.53b) s’écrit alors :

% po [ cotd PP Lga o g\, P
—po =22 ) — 5o+ 58—~ (@24 2+ 62) + L —1]) . 3.9
p = po b —o 5+ 5 (2ot +67) o (3.9)

Dans le cas ou le systéeme n’est pas fortement polarisé, autrement dit, quand la polarisation
respecte :
0>d9/g et mw—60>d/g, (3.10)

le terme cot # de I’équation (3.9) reste fini, et le membre gauche de ’équation (3.9) devient
alors négligeable quand dg/g — 0. Dans cette limite la densité totale du condensat est
constante : p = pg, et on peut réécrire les équations (1.53a), (1.53c) et (1.53d) (a l'ordre
dominant en dg/g) :

84(‘1% — ¢C COs 9) =0 y (3.11&)
1 1

0, + 5 (IDC 9( + 5 8c(¢g Sin@) =0, (3.11b)
1 Occ _

¢r + 5 0(2cde) — 55 =0 (3.11c)

- 79/230 -



Chapitre 3 - Excitations magnétiques dans les condensats & deux composantes

La premiere équation (3.11a) correspond a la conservation du flux total d’atomes : p10,Pr+
p 020, |avec ¢y, définis par 'Eq. (1.46)]; par la suite on étudie 1’évolution du systeme
dans le référentiel pour lequel ce flux est nul :

O — pecos =0 . (3.12)

On peut ainsi exprimer la vitesse totale ®¢ a I’aide des champs 6 et ¢ et les équations (3.11b)
et (3.11c) s’écrivent :

0- + QGC o¢ cos 6 + (f)CC sinf =0 (3.13)
0

. —cosf(1 — ¢2) — -5 — 14

6r —cosb(1 - ) - <~ (3.14)

Sur une échelle temporelle 7}, et une échelle spatiale &,, le degré de liberté de polarisa-
tion (0, ¢) se découple totalement du degré de liberté de densité (p, ) au niveau non-
linéaire. En effet, a l’exception de la limite de mélange (3.10), aucune condition sur les
champs 0 et ¢ n’a été supposée pour dériver les équations (3.13) et (3.14). Au contraire des
équations linéaires (2.14) et de leur correction non-linéaire (2.97) dérivées jusqu’a présent
pour étudier la dynamique du condensat, on peut considérer dorénavant la dynamique de
polarisation en ne fixant aucune limite sur ’amplitude des phénomeénes non-linéaires.

Afin de décrire la dynamique de polarisation on utilisera de facon équivalente les
champs suivants :

e la densité relative w(¢,7) =cosf € [0;1], (3.15)
e la vitesse relative v((,7) = 0¢¢ . (3.16)

Le champ de vitesse relative bien dimensionné est relié a v par la relation 0,¢ = v/&,. Les
équations (3.13) et (3.14) s’écrivent selon cette nouvelle notation :

w; — [(1 —w?)v]e =0, (3.17)

1 we _
vy — [(1 — vHw]e + [\/1_102 (\/1_w2><L—0. (3.18)

Les équations pour la densité relative (3.13) et le potentiel de vitesse (3.14) sont connues
dans un autre domaine de la physique (cf. e.g. 'équation (123) de la Ref. [144]) : on va
montrer dans la partie suivante que ’on peut réécrire ces équations sous une autre forme
et que la dynamique de polarisation du condensat est gouvernée par les équations de
Landau-Lifshitz sans dissipation.

1. Equation de Landau-Lifshitz

1l.a. Vecteur de polarisation

Le parametre d’ordre est ici entiérement décrit par le spineur x(¢,7) [défini précé-
demment par 'Eq. (1.47)] :

X(¢,7) = cos(0/2) e /2 1) +sin(0/2) €972 |]) . (3.19)

Une autre fagon de décrire ce systeéme est alors d’introduire le vecteur de la sphére de
Bloch (ou sphére de Poincaré dans le cas de 'optique non-linéaire) :

S, 7)=xlox avec o= (04,0,0.)7, (3.20)
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Fi1GURE 3.3 — Illustration de la spheére de
Bloch : le paramétre d’ordre S(z,t) est
représenté par un angle zénithal 6(x,1) et
un angle azimutal ¢(x,t). L’axe décrit par
e, joue ici un réle particulier : la projection
de S suivant cet axe représente la densité
relative.

ou 0y, oy et o, sont les matrices de Pauli :

01 0 —i 1 0
O'x—<1 0), O'y—<i 0) et 02—(0 _1>. (3.21)

Le nouveau parametre d’ordre S, que ’on appelle vecteur de polarisation, s’écrit alors
en fonction de 0 et ¢ :
sin 0 cos ¢
S((,7) = | sinfsing | , (3.22)
cos

et le systéme est entierement décrit par ces deux angles 0(z,t) € [0; 7] et ¢(x,t) € [0; 2]

1.b. Equation de Landau-Lifshitz sans dissipation

Afin d’obtenir ’équation de la dynamique du vecteur de polarisation, il suffit de rem-
placer dans la dérivation de S par rapport a 7 :

0, cosf cos ¢ — ¢ sinfsin ¢
= | 0 cosfsin¢p + ¢, sinf cos ¢ (3.23)
—0,sinf

8£
or

0, par I'équation (3.13) et ¢, par (3.14). Apres simplification on montre que :

oS %S
9 S x ((94_2 - Szez> . (3.24)

En introduisant le champ de magnétisation M défini simplement par
M(¢,7) =-S5, (3.25)

I'équation (3.24) s’écrit sous la forme suivante :

oM 0*M
7:MXH6H':MX <_8<2

or + Mzez> (326)
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aussi appelée équation de Landau-Lifshitz sans dissipation ou le champ magnétique
effectif H.g. est défini par :
oM
- [
a¢

Le signe + devant M ZQ dans I'expression de I'énergie effective Fog. décrit la situation dite
easy-plane pour laquelle la magnétisation M tend a rester dans le plan perpendiculaire &
e,. L’équation (3.26) a été dérivée initialement par L. Landau et E. Lifshitz pour décrire la
dynamique des ondes de spin a l'intérieur des matériaux ferromagnétiques [145]. Pour com-
prendre les différents termes de cette équation, on reprend la dérivation phénoménologique
effectuée pour un cristal & une dimension (cf. par exemple [146]) ol on associe a chaque
site du réseau cristallin x; un vecteur unitaire M ;(t) = M (z;,t) représentant la direction
de la magnétisation. La dynamique du vecteur de magnétisation M, est alors simplement
régie par son mouvement de précession autour d’'un champ magnétique effectif H.g. :

dEet. [ M]
Hg=—"""—~— E.g | M
off. SM avec off. |

2 2
+ %) (3.27)

dM;
dt

=M, x Hyg avec Hg = — (MiJrl + Mifl) + MiZeZ , (328)

séparé en deux contributions :

e une contribution M ;1 + M ;_; représentant 'interaction de la magnétisation au
site ¢ avec ses plus proches voisins (cf. la Fig. 3.4) et responsable de la propagation
des ondes de spin,

e un terme d’anisotropie «x e, qui favorise 'alignement de la magnétisation dans
le plan perpendiculaire a e, (magnétisation easy-plane). Ce terme dépend de la
symétrie du cristal et s’écrit en général : AMFe, + BMe, + CM7e,.

M4 M,

/
/
s

W Sy N NS

FIGURE 3.4 — Modéle de Landau-Lifshitz pour un réseau 1D : a chaque noeud du réseau
x; est associé un vecteur de polarisation S;(t) = S(z;,t).

Remarque 3.2. L’équation de Landau-Lifshitz (3.26) [ou (3.28)] conserve la bien la norme
du vecteur de magnétisation ||M| = 1 puisque M x H.g est perpendiculaire & M par
définition. De plus I’équation de Landau-Lifshitz conserve 1’énergie effective Fog définie
par (3.27). On va voir dans la partie suivante que cette équation conserve en réalité une
infinité de quantités.

2. Solutions périodiques
On peut dériver la relation de dispersion des ondes planes : & travers un état station-
naire décrit par

w=cosf =wy et v=0rp=n1p. (3.29)
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La linéarisation des équations (3.17) et (3.18) donne des solutions en onde plane avec la
relation de dispersion :

wa (k) = (2w0u0 +/(1 - wd)(1 ) + k2) k. (3.30)

Dans la limite ou ’état stationnaire est non polarisé (wg = 0 et vg = 0), on retrouve la
relation de dispersion du mode de polarisation (1.59) dérivée au Chapitre 1 a condition
d’effectuer le dimensionnement :

w—ow/T, et k—k/E. (3.31)

A grandes longueurs d’onde, la relation de dispersion (3.30) décrit la propagation de
phonons de vitesse :

Vi (wo,vo) = 2wovp £ \/(1 —w)(1 —v3) . (3.32)

Bien que la densité relative soit bornée w% < 1, la vitesse relative vy peut dépasser la

vitesse du son de polarisation, c.a.d. dans les coordonnées adimensionnées : v3 > 1. On
remarque alors & l'aide de la relation de dispersion (3.30) que 'état (wg,vg > 1) = cste
devient dynamiquement instable et qu’il ne peut décrire I’état stationnaire du condensat
(cf. la Remarque 1.4).

Dans la limite dg/g < 1, les ondes périodiques des équations de Gross-Pitaevskii peuvent
étre maintenant dérivées exactement : en effet, ’équation de Landau-Lifshitz & une dimen-
sion (3.26) traduisant la dynamique de polarisation appartient a la hiérarchie AKNS ?
et est par conséquent intégrable par la méthode de diffusion inverse. Dans cette partie on
va dériver les solutions périodiques de cette équation a l'aide de la méthode d’intégration
finite gap en adaptant la dérivation proposée dans la référence [148]. Bien que cela ne soit
pas nécessaire pour dériver les solutions dites d une phase (cf. la Section iv), on verra que
cette méthode permet d’extraire directement les invariants de Riemann nécessaires a la
théorie de Whitham développée ultérieurement dans la partie 4.a.

2.a. Intégration finite-gap
On décrit ici les principaux résultats de 'intégration finite-gap en suivant la méthode
développée dans la référence [132] pour les équations appartenant a la hiérarchie AKNS;

la dérivation explicite est décrite dans I’Article 4. Afin d’intégrer les solutions de 1’équa-
tion (3.26), on introduit les paires de Lax suivantes (cf. les Refs. [149, 150]) :

O (el (F G w1\ »1
() (n 5 )(2)-(2) 0z
d (el (A B w1y P1
w(2)- (e 2 (@) - (2) 028

2. Ablowitz-Kaup-Newell-Segur, en I’honneur des auteurs de larticle fondateur [147].
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ou les coefficients des matrices U et V sont définis par :
F=—M,, (3.35a)
G = —%MM, : (3.35b)
_ —%mﬂh , (3.35¢)
A= S XM, + JIM)M, — M_(M)q], (3.35d)

B= %/\\/1 — XM+ %\/1 — N2[(M,)eM_ — M,(M_)] (3.35¢)

1
C = SAW1 = NM, = SV1 = N[(M)My — M (My)] (3.35¢)
avec My = M, +£iM, et A\ un parametre spectral constant indépendant de ¢ et 7.
L’équation (3.26) s’écrit alors comme ’équation de compatibilité du systeme :

90 (1) _ 99 (& au oV -
a¢ or (s@) 0T O <¢2> D T +[0, V] =0, (3.36)

ou [U, V] est le commutateur entre les deux matrices U et V.

i. Squared basis functions

Le systeme linéaire 2 x 2 décrit par les équations (3.33) et (3.34) possede une base de
solutions de rang 2 décrit par les vecteurs : ¢* = (%, 03T et o = (¢4, ¥4)T. 11 existe
une base de fonctions privilégiée (f, g, h) ou f, g et h — appelées squared basis functions —
sont définies telles que :

f=—3lpteb+esel), g=vieh, h=—gtel (3.37)
Dans cette nouvelle base, I’équation (3.33) s’écrit :
fe=—iHg +iGh , (3.38a)
gc = 2AGf +2Fg (3.38b)
he = —=2iH f —2Fh (3.38¢)
et I’équation (3.34) s’écrit :
fr=-iCg+iBh, (3.39a)
gr = 2iBf + 2Ag , (3.39b)
h, = =2iCf —2Ah . (3.39¢)

Le déterminant de la base des solutions (¢, ¢?) étant constant ?, la quantité définie par :

i det(@aﬂpb)>2 (340)

— f2 _

est indépendante de ( et 7 et ne peut dépendre que du parametre spectral \. La forme
des solutions cherchées dépend du type de dépendance de P selon A et les solutions quasi-
périodiques sont obtenues en imposant que P soit un polynéme de A (cf. la Ref. [151]).

3. d’aprés Dégalité : d[det(¢®, ©°)] = tr[d(x%, ¢*)].

- 84/230 -



Chapitre 3 - Excitations magnétiques dans les condensats a deux composantes

Plus particulierement les solutions dites d une phase, pour lesquelles 'aimantation est de
la forme : M = M ({ — V1), sont obtenues pour un polynéme P()\) de degré 4 (on adapte
ici la dérivation effectuée dans la Ref. [148]). On définit par la suite le polynome :

4
PO =] = X) =2 = s12% + 590% — s3A + 54, (3.41)
1=1

ol les coefficients s; sont reliés aux racines du polynéme a l'aide des relations de Viete :
S1 = Z /\i7 SS9 = Z /\i)\j N 83 = Z Ai)\j)\ka et s4= )\1)\2/\3)\4 . (3.42)
i i<j i<j<k

Les racines de P()) constitueront par la suite les parameétres des solutions & une phase
(f,g,h) et par conséquent des solutions & une phase de ’équation de Landau-Lifshitz. Il
existe cependant une paramétrisation plus naturelle pour les solutions que I'on obtient
en reliant les squared basis functions et la magnétisation M. On verra cependant dans
la partie 4.a que l'introduction du polynoéme P()\) et de ses coefficients \; permet de
simplifier grandement les équations de modulation des ondes périodiques que 'on dérivera
afin d’étudier la propagation des ondes de choc dispersives a travers le condensat.

ii. Relations entre (f,g,h) et (M, M,, M)

La définition de P par le polyndéme (3.41) est consistante d’apres 1’équation (3.40) si
la fonction f est aussi un polyndéme de degré 2 de A :

f(C7T) - fU(CvT))‘Z - fl(C7T)/\ + fQ(C, T) (3'43)

et afin de respecter les équations (3.38a) et (3.39a), les fonctions g et h dépendent pa-
rametre spectral A selon les expressions de la forme :

g(Cv 7-) = gO(C: 7-) v 1- )‘2 ()\ - }UJl(Ca 7—)) ) (344)
h(Cv T) = hO(Ca T) V1-— A2 (A - M?(Ca T)) ) (345)

ou fo, f1, f2, 90, 141, ho, p2 sont des fonctions de (¢, 7) restant a déterminer. A Dordre le
plus élevé en A des équations (3.38) et (3.39), on a simplement :

fO(C? T) = Mz(Ca 7-) ) gO(C? T) = M+(C7 T) ) hO(Ca T) = M- (C? T) . (346)

Les coefficients restants sont déterminés a ’aide de l'identification terme a terme entre
I'expression f2 — gh et les coefficients constants s; du polynéme P()\) :
s1= 2f1M, + (1 — MZ)(p + p2) , (3.47a)
o= fi+2foM, + (1 — M2)(pip2 — 1), (3.47D)
s3=2f1fo = (1= M2)(m1 + pa) (3.47¢)
s =3 — (1= M2)ppe. (3.47d)

On peut ainsi montrer que f2(¢, ) s’exprime simplement en fonction de M, :

s1+ s
fo= 12f1 M., (3.48)
et que f1(¢,7) est solution de I’équation :
51 + s3)2
f{‘—(1+32+34)f12+7(1 43) =0. (3.49)
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D’apres cette derniere équation, on remarque que la quantité fi est indépendante de ( et
de 7. Les deux racines u; et pg sont complexes conjuguées et sont égales a :

s1+ 2f1 M, + 2i\/—R(—M3)
51 = M2) avec : (3.50)

pr =y = p(¢,7) =

2 _ 1) — 2 2
R(w):w4+mw3+52w2+ww+i+54— (81+83> R (351)
fi fi 4 2fi
ou on le rappelle : w = S, = —M,. Les racines w; du polynéme R(w) sont reliées aux \;

et on appellera par la suite R(w) la résolvante du polynéme P()\). Les relations explicites
entre les \; et les w; sont données par la suite dans ’équation (3.139).

iii. Solutions ¢ une phase

Les squared basis functions f, g et h étant maintenant reliées au champ de magné-
tisation M ((,7), on peut déterminer les équations décrivant la variation a une phase
de M a l'aide des équations (3.38) et (3.39). Apres simplification (cf. ’Article 4), les
équations (3.38) et (3.39) s’écrivent * :

OM_ s1 OM_ B .81+ 83 _

oM. .
o7 +E a¢ = —1 2 M_  avec TC_I(fl_'uMZ)M_7 (3-52)

ou p est la racine définie par I'équation (3.50), ainsi que

OM, s10M, o(—M.)
57 + 2 o =0 avec - R(—M,) . (3.53)

D’apres les équations (3.52) et (3.53), les solutions se propagent a vitesse constante V =
s1/2 et en introduisant la phase :

E=(— %17 (3.54)

I’équation (3.52) est résolue par :

M_
M_(¢,7) = exp (—181 + 53T> M_(&) avee P LifpaM)M. (3.55)
2f dg
et 'équation (3.53) par :
dw

MZ(CaT) = —U)(C,T) = —U}(é—) avec dig = —R(’U)) (356)

Remarque 3.3. Puisque le champ p dépend explicitement de w = —M,, [cf. I'Eq. (3.50)]
il ne dépend que de la phase &, et en évaluant 1’équation (3.38b) en A = p, on montre que

(&) résout :

ig — i () = £iy/P() - (3.57)

Quand w(§) décrit une trajectoire dans 'espace réelle d’équation (3.56), p(§) décrit une

trajectoire dans ’espace complexe représentée par (3.57) [ces deux trajectoires sont reliées
par la relation (3.50)].

4. L’équation sur My est simplement le complexe conjugué de 1’équation (3.52).

- 86/230 -



Chapitre 3 - Excitations magnétiques dans les condensats a deux composantes

0.051
FIGURE 3.5 — Variation de Ia
résolvante R(w) en train plein bleu
0007 ( — ) pour un choix typiques des
é racines —1 < w; < 1 représentées
&= par des points rouges (). Les

zones pleines en bleu représentent
le domaine ou la densité relative

—0.101 w(&) peut osciller.

~10 —0.5 0.0 0.5 1.0

iv. Une autre dérivation

On peut retrouver ’équation (3.56) a l'aide des équations (3.13) et (3.14) plus simple-
ment en cherchant les solutions se propageant a vitesse constante V' (cf. ’Article 2) :

0(C,7) =0(5) et (¢ 1) =—k(+d(E), (3.58)

ou & = ¢ — V7. Apres intégration de I’équation sur (3.13) par rapport a &, on obtient la
relation reliant la densité relative cos et le potentiel vitesse ¢ suivante :

B —cosf

= —k V .
P + sin2 6

) (3.59)
ou B est une constante d’intégration. L’équation restante (3.14) se simplifie alors telle

que :
0.r — V2(B — cos0)(Bcosf — 1)
& sin® 0

—sinfcosf + Vksinb. (3.60)

Intégrée une seconde fois en la multipliant par ¢, cette équation donne I’équation (3.56)
avec R(w) sous la forme :

R(w) = w* = 2VEkw?® + (C — D)w? + 2V (k — VB)w + V*(1+ B - C, (3.61)

ol C est une autre constante d’intégration. Les deux approches proposées dans iii et iv
sont équivalentes et les constantes d’intégration V, k, B, C' [resp. les constantes s; pour le
polynome décrit par (3.50)] définissent les différents parametres de la solution & une phase
tels que la vitesse de I'onde ou son amplitude. Afin de concilier les deux définitions (3.51)
et (3.61), on définira par la suite le polynéme R (w) par ses racines :

4
R(w) = H(w — w;) (3.62)

ou les racines w; sont ordonnées telles que w; < w;+1. Dans la suite on étudiera seulement
la variation de la densité relative w, la vitesse relative ¢¢ est simplement ° déterminée par
la relation (3.59).

5. On privilégie ici la méthode de la partie iv pour relier les champs w et v. Il est cependant possible
de déterminer la phase relative ¢ a 1’aide de la méthode finite-gap en intégrant 1’équation sur M4 (3.55).
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2.b. Ondes cnoidales

i. Solutions périodiques

La solution de (3.56) peut étre exprimée a I’aide des fonctions elliptiques de Jacobi. On
ne décrit pas explicitement dans cette partie I'intégration de ces fonctions et on reporte ici
directement les résultats déja dérivés dans la référence [135]. La densité relative w = cos 6
peut osciller entre deux zéros w; du polynéme R(w) comme le montre la figure 3.5, a
condition que ces zéros respectent : w; € [—1,1]. Le polynéme R(w) étant de degré pair,
la fonction w(§) peut osciller entre les deux paires de racines suivantes :

wy <w(§) <wy ou ‘wg <w(§) < w4‘ (3.63)

Par la suite on décrit la solution périodique w(&) € [ws, wy]. La solution w(§) € [wi, ws]
est obtenue en effectuant la substitution :

wy < wy et wo +— w3 . (3.64)

La solution de (3.56) s’écrit sous forme implicite :

o= o= [" d (3.65)
— &0 — = . .
ws v/ —R(w) ws /(W —w1)(w—w2)(w — w3)(wg — w)
Sans perte de généralité, on suppose que la constante d’intégration & = 0 . Apres
intégration de (3.65), on obtient d’apres la Ref.[135] I'onde cnoidale " :
wy — ws) cn?(W, m
w(§) =Wha(§) = ws + ( 24_23 W, m) (3.66)
1+ ——= sn?2(W,m)
w3 — W1

ou cn et sn sont les fonctions elliptiques de Jacobi (définies dans la Ref. [152]) et les
parametres W et m définis par :

~ V(wz —wi)(wg — wa) _ (wg — w3)(wa — w1)
W= 2 E M e e ) (3.67)

On introduit ici la notation Ws4 (resp. Wio) pour indiquer que la solution oscille entre les
amplitudes w3 et wy (resp. wy et wy). Un exemple dans le cas général est représenté dans
la figures 3.6 avec L la période de la solution définie par  :

(L L) T e 0

ou K(m) est l'intégrale elliptique compleéte de premiére espece (cf. la Ref. [152]). Le pa-
rameétre d’excentricité m € [0, 1] régie la nature des solutions propagées. La limite m = 0
correspond toujours a une onde périodique (L restant finie) et peut étre atteinte de deux
fagons différentes :

6. Ce terme a été défini initialement par D. Korteweg et G. de Vries dans [29] : < We propose to attach
to this type of wave the name of cnoidal waves (in analogy with sinusoidal waves) >.

7. En théorie la période L est différente pour la solution Ws4 et la solution Wiz, mais on préfere ici ne
pas indicer la quantité pour ne pas alourdir les notations.
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1.0

FIGURE 3.6 — Variation de la den-
sité relative w [cf. 'Eq. (3.15)] en
fonction de £/ L [avec L la longueur
d’onde définie par (3.68)]. L’onde
cnoidale (3.66) en trait plein rouge
(—) oscille entre les limites w3 =
0.2 et wgy = 0.8 représentées
en pointillés rouges (--); les pa-
rameétres restants sont choisis tels
que (w1, ws) = (—0.7,0.1).

e la premiere wo = wy correspond a une onde non-linéaire pouvant étre représentée
a l'aide de fonctions trigonométriques

(wy — w3) cos® W
w4 — W3 . ’
—Zsin? W
w3 — Wy

W4 (§) = w3 + (3.69)

1+

e la seconde correspond a la limite perturbative de faible amplitude : w4 — w3 < w3,
qui décrit la propagation des ondes planes

Wiy (€) ~ w3 + %(w4 — ws)cos(kf), avec k= \/(wg —wy)(ws —wse) . (3.70)

Cette derniere solution est a rapprocher de la relation de dispersion des ondes planes (3.30).
La relation de dispersion peut étre formellement retrouvée en remarquant que dans cette
limite ® :

V(wy, wa, w3) =w(k)/k . (3.71)

ii. Limite solitonique m — 1

Bien que I'onde cnoidale décrite par (3.66) soit une onde périodique, elle admet comme
cas limite des solutions localisées se déplacant a vitesse constante : dans la limite wg — w9
(oum — 1) la période L définie par (3.68) tend vers 'infini et la solution (3.66) décrit un
soliton brillant ? d’équation (comme le montre la figure 3.7) :

Wy — W9

Ws4(§) = wa + (3.72)

Wy — W2
cosh? W + ———=
w2 — W1

sinh? W

Dans cette limite solitonique, les parametres de 'onde w1, we et w4 peuvent étre exprimés
a l'aide des valeurs de la densité relative w et de la vitesse relative v a l'infini :

w(¢ — £o0) =wp =cosby et v(( — +oo) =g, (3.73)

8. Dans les deux cas la relation de dispersion dépend de 3 parameétres : vo, wo et k pour (3.30) et w1,
waz et ws pour (3.70).
9. Dans le cas ot w(§) € [w1,w2], le soliton décrit est sombre.
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et de la vitesse du soliton V tels que :

wy =wo et wig= vo(v - U()wo) + \/(1 - 1)(2))[1 — (V - 1)0111())2] . (374)

On peut aussi définir ’énergie du soliton Es comme étant la différence entre I’énergie de
la solution (3.73) et I’énergie de I’état stationnaire décrit par (wq,vo) :

B, = By[w(€), v(€)] - Eyfw, v . (3.75)

ot B, est la fonctionnelle d’énergie '’ des équations (3.17) et (3.18). On obtient alors :

By = 2/(ws — wa)(wz —wi) = 24/(1 —03)(1 — w}) — (V — 2vpuwp)? . (3.76)

On remarque ainsi qu’il existe alors un soliton (we = w;) d’amplitude finie et d’énergie
nulle. Ce soliton se déplace a la vitesse :

V = 2wovg + \/(1 —w3)(1 —v3) = c(wg,vp) , (3.77)

correspondant & la vitesse du son pour un état stationnaire décrit par (vg,wp) [cf. 'Eq.
(3.32)]. Ce soliton correspond a la version non-linéaire des phonons de polarisation dans
la limite ou la longueur d’onde est infinie (L — 0). Il est remarquable que la propagation
d’excitations d’énergie nulle survive aux effets non-linéaires : I’amplitude du soliton w4 —w;
n’est ici pas contrainte et correspond a une déformation macroscopique du condensat. La
limite wy = w; de (3.73) est bien définie et s’écrit a ’aide de 'expression algébrique

suivante :
w4 — W1

1+ (wy —wyp)2€2/4

Remarque 3.4. Il est possible de dériver une équation non-linéaire pour les excitations du
mode de polarisation dans la limite des grandes longueurs d’onde. A Paide de la méthode
des échelles multiples, il a été montré dans la référence [105] que la dynamique de ces
excitations est régie par une équation de Gardner. Dans la limite ou la vitesse du son
de polarisation ¢, est faible [cf. I'Eq. (3.2)], la solution de I’équation de Gardner (dont
Pexpression est donnée par 'Eq. (36) dans la Ref. [105]) correspond bien a la version de
faible amplitude de I’expression (3.78).

Wa4(§) = w1 + (3.78)

Bien que l'onde cnoidale soit une solution de I’équation de Landau-Lifshitz, il est
difficile expérimentalement de pouvoir créer et observer la propagation de I’onde périodique
représentée par (3.66). Cependant, cette onde cnoidale peut émerger a partir d’'un état
initial de polarisation plus facile & mettre en oeuvre expérimentalement. Dans la suite de
ce chapitre, on va s’intéresser au probléme de Cauchy constitué des équations de Landau-
Lifshitz et de la condition initiale suivante :

i 0 i 0
w(,r=0)=4"C TSV r=0)={0¢ TS (3.79)
wp si x>0 vp si x>0

ou par la suite l'indice G signifie Gauche et l'indice D signifie Droite. Numériquement,
Iétat (3.79) sera implémenté par une distribution d’extension finie :

w(C, T =0) = w tanh (50) + L‘;U’G : (3.80)

10. B, = [d¢ L (62 + (¢ — 1)sin®60) = [d( 3 (%—(1—1&)(1—@2)) )
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0.8
FIGURE 3.7 — Soliton décrit par
0.6 lexpression (3.73) pour un état
a linfini non polarisé wy =
o4l vo = 0 [cf. ’Eq. (3.74)]. L’onde
< représentée en trait plein rouge
=Y (—) se déplace a la vitesse V =
0.21 0.8. L’onde représentée en poin-
3 tillés bleus (--) correspond au so-
0.0 p========mmr liton algébrique décrit par (3.78)
Pt =P et se déplace a la vitesse du son de
02 : : : : : polarisation V = 1.
—-30 -20 —-10 0 10 20 30

et v(¢,7 = 0) par la méme fonction ot wr, g — vr g. Pour une largeur & suffisamment
petite, la solution numérique converge vers la solution de condition initiale (3.79).

Cette condition initiale constitue une idéalisation de I’expérience effectuée par le groupe

de P. Engels en 2011 (cf. la Ref. [45]) oul un condensat quasi-1D d’atomes de "Rb est
préparé dans un état de polarisation tel que les fluides constitués des atomes dans 1’état
1) et 'état ||) sont de densité et de vitesse différentes & gauche et a droite''. Dans le
cas ou les deux fluides sont contre-propageants, il a été observé que la polarisation du
condensat propage un train de solitons sombre-brillant, ce qui constitue un tres bon
candidat pour 'observation des ondes cnoidales.
Théoriquement le probléme de Cauchy de condition initiale (3.79) est appelé probléeme
de Riemann. Dans la mesure ou les amplitudes |wg — wp| et |vg — vp| ne constituent
par un petit parametre, la résolution de ’équation de Landau-Lifshitz ne peut étre traitée
perturbativement : on ne peut notamment pas projeter la condition initiale (3.79) sur les
ondes planes de polarisation du mode (3.30). Cependant, puisque 1’équation de Landau-
Lifshitz est intégrable par la méthode de diffusion inverse, il est possible d’effectuer une
transformée de Fourier non-linéaire de la solution (cf. la Ref. [153]) et de projeter 1’état
initial (3.79) selon les différentes solutions & une phase dérivées lors le I'intégration finite-
gap. Le probléeme de Riemann est maintenant systématisé et il est possible d’étudier ses
solutions a l'aide de la théorie de Whitham comme on le montrera dans la partie 4.a.
On montrera notamment que des ondes cnoidales peuvent émerger de la condition ini-
tiale (3.79) sous la forme d’ondes de choc dispersives.

Remarque 3.5. Bien que I'équation de Landau-Lifshitz soit intégrable par la méthode
diffusion inverse, il est important de souligner que le probléeme de Riemann peut étre
résolu par la théorie de Whitham sans utiliser explicitement I'intégrabilité de I’équation '
(le probléme peut méme étre résolu partiellement si le systéme n’est pas intégrable [155]).

11. Plus particulierement dans cette expérience les fluides sont préparés tels qu’une partie des atomes
se propagent dans un sens et I’autre partie dans le sens opposé afin que les deux fluides soient en contre-
propagation.

12. G.B. Whitham a déterminé les équations portant son nom pour ’équation de Korteweg - de Vries
sans utiliser le caractére intégrable de cette équation, cf. la Ref. [154].
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3. Limite hydrodynamique

Avant d’étudier plus en détail la résolution du probléme de Riemann a l’aide de la
théorie de Whitham, on va s’intéresser a la situation plus simple ou la variation spatiale
de la polarisation est négligeable selon une longueur de cicatrisation de polarisation (égale
a 1 dans les coordonnées adimensionnées ¢, 7). Dans cette limite les termes dispersifs des
équations de la dynamique, représentés par exemple dans les équations (3.17)-(3.18) par
les termes de dérivées secondes et supérieures de w dans I’équation (3.18), deviennent né-
gligeables. Cette limite sans dispersion, aussi appelée limite hydrodynamique s’écrit :

0 5} 2 _
9 (Z) + A(v,w) ac (Z) =0 avec A(v,w)= (w%viul U%wl) . (3.81)

Remarque 3.6. Ce systeme d’équations correspond au systeme dérivé indépendamment
par H. Lacombe [156] et par L. Ovsyannikov [157] pour décrire I’écoulement d’un fluide
stratifié (& deux couches) contraint par des parois solides dans I'approximation de Bous-
sinesq. Dans ce modele w représente la différence de hauteur entre les deux couches et v
la vitesse relative d’une couche par rapport a 'autre.

3.a. Invariants de Riemann

Le probléeme de Cauchy constitué de la condition (3.79) et des équations hydrodyna-
miques (3.81) est bien posé si et seulement si le systeme (3.81) est hyperbolique, c.a.d. si
les valeurs propres de A (v, w) définies par ' :

ViAo, Ay) = 20w £ /(1 — 02)(1 — w?) (3.82)

sont réelles. Puisque la densité relative respecte w? < 1 par définition [cf. I'Eq. (3.15)],
cette condition se réécrit :
(¢, 7)<, (3.83)

La condition d’hyperbolicité est a rapprocher de la stabilité de I’état stationnaire (3.29) :
quand v3 > 1, le systéme développe des excitations de pulsation complexe [cf. 'Eq. (3.30)]
et devient dynamiquement instable. Dans une certaine mesure la variation spatiale de
la polarisation (v, w) dans l’approche hydrodynamique est suffisamment lente pour cor-
respondre & un état stationnaire local et subir cette instabilité dans le cas ou la vitesse
relative |v| est plus grande que 1. On considére ainsi dans ’approche hydrodynamique que
les champs respectent :

—1<v,w<1. (3.84)

Le systeme (3.81) est alors diagonalisable : en introduisant les deux variables suivantes

At (v,w) = vw + \/(1 —02)(1 — w?) (3.85)

les équations hydrodynamiques se simplifient telles que :

A+ V- (A, A)IA_ =0, (3.86a)
O hy +Vi(A,A)IcAy =0, (3.86b)

13. Ces valeurs propres sont & rapprocher a la vitesse des phonons de polarisation pour un état station-
naire décrit par (v, w) [cf. 'Eq. (3.32)].
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ou Vi(A_, \;) est exprimée en fonction des variables A} et A_ selon I'expression :
3 1
Vi()\_, >\+) = §>\:|: + 5)\¥ . (387)

Les deux champs A1 sont appelés invariants de Riemann : en suivant le champ Ay (¢, 7)

selon la caractéristique C = Vi (A4, A_), on montre que
dA+

-0 3.88

=0, (3:59)

autrement dit que Ay est invariant.

Remarque 3.7. Dans le cas ou le systéme hydrodynamique (3.81) est hyperbolique de
dimension 2, il est toujours possible de définir des invariants de Riemann et d’écrire le
systeme sous la forme diagonale (3.86). En effet en notant L* le vecteur propre gauche
de la matrice A associé a la valeur propre Vi, on peut toujours écrire :

LEw,w)dv + L (v, w)dw = py dAg (3.89)

ou p+ sont des facteurs d’intégration dépendant de v et w. On a plus particulierement
pour le systéme (3.81) 1 :
71 1 1
L* = ( : ) e = : 3.90
V1—12 V1-—w? a V1 — w2 F w1 — 02 ( )
Ce n’est plus nécessairement le cas pour un systéme dont la dimension est supérieure a 2
ou 'existence des facteurs d’intégration u; n’est pas assurée.

3.b. Solution en onde simple

i. Onde simple A_ = cste

Généralement les solutions des équations hydrodynamiques telles que (3.81) sont fai-
blement discontinues (ou C! par morceaux, cf. e.g. la Ref. [95]). A Taide des nouvelles
variables (3.85), cela se traduit par la variation faiblement discontinue d’un des invariants
de Riemann et la constance des invariants restants. A titre d’exemple on suppose ici que
A_ est constant :

A (v,w) = vw — \/(1 —02)(1 —w?) =\ (3.91)

avec A\ déterminé par un état initial quelconque du systéme (vg, wp) :

AL = wowp — /(1 — 0B)(L — wd) . (3.92)

Cette solution est appelée solution en onde simple et relie par la suite le champ de vitesse
v et le champ de densité w. D’apres la symétrie des expressions des invariants de Riemann
[cf. 'Eq. (3.85)], la constante (3.92) décrit en réalité 4 états initiauzr différents :

/\9 = )\_(’U(),wo) = A_ (wo, U()) = )\_(—Uo, —w[)) = /\_(—wo, —1)0) . (393)

On verra par la suite que cette dégénérescence correspond & 4 expressions différentes pour
la densité [cf. 'Eq. (3.99)]. Le lieu de ’espace des phases (v, w) décrit par la relation
A_(v,w) = A correspond & deux arcs d'une ellipse représentés en bleus dans la figure
3.8 (Iellipse entiére étant obtenue en tracant le lieu décrit par Ay (v, w) = A\° que I'on a
représenté en rouge dans la Fig. 3.8).

14. A noter que l'intégration des invariants de Riemann est directe en effectuant le changement de
variables v = cos ¢ et w = cos#.
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( . (/U(J: wo)
FIGURE 3.8 — Représentation dans

lespace des phases (v, w) de I'onde -\
simple A_ = A < 0 pour
v0=0.2 et wg = 0.7. Le lieu
décrit par (3.91) est représenté
en trait plein bleu (—) et passe S 0f-g-——--=--=---q----------oo-\--
par 4 points respectant (3.93)
représentés par des points bleus
(o). Ces deux arcs d’ellipses sont
complétés par A (v,w) = A
représentée dans cette figure par
un trait rouge (—).

/\0

Remarque 3.8. On représentera souvent par la suite la solution du probléme de Riemann
dans l'espace des phases (v, w). On appellera notamment (v(z),w(z)) la trajectoire du
systéme (ou z peut étre considéré dans ce langage comme un parameétre temporel), et
on fléchera la direction de la trajectoire dans le sens des z croissants. On verra que cette
représentation de la solution du probléme de Riemann sera particulierement bien adaptée
pour caractériser les différentes solutions en onde simple.

La solution (3.91) résout I’équation hydrodynamique (3.86a) et permet de simplifier
I’équation hydrodynamique restante (3.86b) sous la forme d’une équation de conservation
du courant Q(\;) définie par :

DAy +0:Q0) =0 avee Q(Ay) = /d)\+ Vi (Ag, A9) . (3.94)

Cette équation standard peut étre résolue a I’aide de la méthode des caractéristiques (cf.
la Ref. [12]) ot le champ A4 résout 1’équation de conservation

d¢
o =0 powr 2=V (A, A2). (3.95)

On peut aussi écrire la solution sous la forme implicite suivante (cf. la Ref. [95]) :
¢(r) = V+()\(_)~_, )\(l) t+ ¢ avec Ai(¢,7=0)= AS)F ) (3.96)

et peut étre représentée graphiquement en tragant simplement le graphe ({(7;¢o), )\9r).
La résolution est ici encore plus simple : puisque la condition initiale (3.79) ne contient
aucune longueur caractéristique, la solution des équations de Riemann est auto-similaire
et ne dépend que de la vitesse (/7 :

| MG =Az=¢/) | (3.97)

Sous cette forme, ’équation de conservation (3.94) est résolue par la solution explicite :
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FIGURE 3.9 — Représentation dans I’es-
pace des phases (v,w) du sens de va-
riation de A4 (z) (vo et wy définis dans
la Fig. 3.8). Les points (e) A, B, D et
E représentent les minima de \;(z) :
A = X et les points C et F les
maxima Ay = 1. Le sens de varia-
tion Ay (z) est représenté par une fléche
et la solution onde simple passant par
(vp,wp) est représentée en trait plein
bleu (—).

Les deux relations (3.91) et (3.98) peuvent ensuite étre inversées au profit d’expressions
explicites pour les champs physiques :

342002207 1 5
w(z)::l:\/ : ig\/u—xi z—3A2 + )G +3—2),  (3.99)
_)\9—1—75

v(z) = 3w(z)

(3.100)

Bien qu’il y ait 4 expressions différentes pour w(z) [cf. I'Eq. (3.99)], une seule de ces ex-
pressions décrit une trajectoire dans ’espace des phases passant par le point (vg,wp) ; les
trois expressions restantes décrivent une trajectoire passant par (wp,vp), (—vg, —wp) et
(—wo, —vp), [cf. 'Eq. (3.93)].

On préfere dans un premier temps discuter cette solution a travers la variation beau-
coup plus simple de I'invariant de Riemann A4 (z) : d’apres la solution auto-similaire (3.98),
A, est une fonction strictement croissante du parameétre z et varie entre Ay = A\Y au mini-
mum (par définition A_ < Ay) et Ay = 1 au maximum '°. La limite inférieure est atteinte
si v = +1 ou w = £1 (qui correspond au carré délimitant I’espace des phases (v, w), cf.
la Fig. 3.8) : pour s’en convaincre, il suffit de remarquer que si w = 1, par exemple, on a
nécessairement v = A’ d’apres la relation (3.91) et que par conséquence Ay (v,1) = A . La
limite supérieure quant a elle est atteinte pour v = w (qui correspond a la diagonale dans
l’espace des phases). On peut ainsi suivre aisément 1’évolution du systéme dans espace
des phases : le point (v(2),w(z)) parcourt les arcs d’ellipse décrits par A_ (v, w) = A\° dans
le sens ot A\ (z) est croissant, c.a.d. des bords de I'espace des phases vers la diagonale
w = v (comme 'indique le sens des fleches dans la figure 3.9) ; par monotonie de la fonction
At (2), la trajectoire du systéme décrit par une onde simple ne peut franchir la diagonale
w = v qui décrit le maximum de Ay (cf. la Fig. 3.9).

En résumé, a chaque solution en onde simple A\_ = A correspondent ainsi 4 trajec-
toires possibles dans 'espace des phases (représentées par les segments orientées : A — C,
B - C,D — F et E — F dans la figure 3.9) décrites par une des expressions de (3.99).

15. Puisque —1 < v,w < 1, on a par définition (3.85) : —1 < Ay <1.
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FI1GURE 3.10 — Variation de la densité
relative w(z) correspondant aux solu-
tions en onde simple décrites dans la
figure 3.9. La solution passant par wy
est représentée en trait plein bleu (—)
et les autres solutions en pointillés (cf.
la Fig. 3.9). A, B, D et E représentent
les minima de A\ (z) et les points C
et I' les maxima. Bien que la solution
en onde simple \_ = \° ne soit pas
définies pour z < zy, les expressions
de la densité w(z) [cf. 'Eq. (3.99)] sont
bien définies pour z € [zmin; 20)- Zmin 20 Z Zmax

Puisque l'invariant de Riemann est compris entre Ay = \? et A, = 1, les expressions
explicites de w(z) et v(z) sont définies, d’apres la relation (3.98), entre :
0 3, 1o
20 =20 et Zmax = 3 + 5)\, . (3.101)
Le variation de la densité relative w(z) pour les 4 trajectoires différentes de la figure 3.9
est représentée dans la figure 3.10; on a introduit dans cette figure la borne inférieure de

A+ (z) non atteinte correspondant & Ay = —1 :
3 1
min = —5 + A2 . 3.102
z 515 (3.102)

Remarque 3.9. Par la suite on suppose que la solution en onde simple correspondant a
A_ = XY ne décrit que I’arc d’ellipse passant par (v, wp) et (wo, vo), qui correspond
dans la figure 3.9 a 'arc AB; le point (vg, wp) par lequel passe I'arc d’ellipse pourra étre
déterminé a partir du contexte et sera précisé le cas échéant. En effet on s’intéresse ici
aux solutions continues (v,w) de z : le passage d’un arc d’ellipse a l'autre induit une
discontinuité soit de la vitesse relative v soit de la densité relative w et ne constitue pas
une solution physique du systéme hydrodynamique (3.81). De plus, puisque le point C
correspond au maximum de Ay (v, w), la trajectoire du systéeme dans I’espace des phases
ne peut appartenir qu’a 'un des deux segments : AC' ou BC' par monotonie de Ay (z)
(comme le montre le sens des fleches dans la figure 3.9) ; chacun de ces segment appartient
a un triangle particulier dans I'espace des phases (triangle supérieur pour AC' et triangle
droit pour BC, cf. la Fig. 3.9) délimité par la diagonale w = v et 'anti-diagonale w = —wv et
on parlera par la suite de triangle de monotonicité. Ces différents triangles joueront un
role important par la suite, notamment dans la classification des ondes de choc dispersives
dans la Section 4.

ii. Onde simple A} = cste

La majorité des résultats dérivés précédemment sont transposables a I'autre solution
en onde simple :

Ay (v,w) = vw 41/ (1 - 02)(1 —w?) = A). . (3.103)

On présente ici les principaux résultats (notamment & I’aide des deux figures 3.11 et 3.12)
et on indiquera les différences avec la solution A_ = . De méme que l’expression (3.91),
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(v, wo) FIGURE 3.11 — Représentation dans

Despace des phases (v, w) du sens de va-

riation de A_(z) (vo = 0.2 et wy = 0.7).

Il N Les points (¢) A et B représentent les

SEN ¥ NV maxima de A\_(z) : Ao = A}, et le

’ AN point C' le minimum A_ = —1. Le sens

/ | de variation \_(z) est représenté par

/ AN une fléche et la solution onde simple

/ . passant par (vg,wg) est représentée en
N trait plein rouge (—) .

le lieu décrit par Ay (v, w) = X9 est composé de deux arcs d’ellipse (complétés par le lieu
décrit par Ay (v,w) = A2 comme le montre la Fig. 3.11). La solution auto-similaire de
I’équation (3.86a) s’écrit :
0 3 Lo

2=V (N (2) = SA-(2) + A% (3.104)
Les deux relations (3.103) et (3.104) peuvent étre inversées au profit d’expressions expli-
cites pour w(z) et v(z) : ces expressions correspondent aux solutions explicites définies
précédemment (3.99) et (3.100) ot I'on a remplacé A% par A\%. A_(2) est elle aussi une
fonction strictement croissante de z et varie entre A- = —1 au minimum et A_ = )\3 au
maximum. Au contraire de 'onde simple précédente, la limite inférieure est ici atteinte
pour w = —v (qui correspond a lanti-diagonale dans ’espace des phases (v,w), cf. la
Fig. 3.11) et la limite supérieure est atteinte pour v = +1 ou w = £1. On peut de nou-
veau suivre I’évolution du systéme dans I’espace des phases : le point (v(z), w(z)) parcourt
Parc décrit par Ay (v, w) = A dans le sens ot A_(z) est croissant, c.a.d. dans le cas présent
de l'anti-diagonale vers les bords de I’espace des phases (correspondant aux sens C' — A et
C' — B dans la figure 3.11) ; par monotonie de la fonction A_(z), la trajectoire du systéme
décrit par une onde simple ne peut franchir 'anti-diagonale w = —v de ’espace des phases
qui décrit le minimum de A_. De méme que précédemment on représente la variation de
la densité dans la figure 3.12 ou on a introduit les bornes suivantes :

3 1 3 1
Zmin = —5 + §A0+ . 20=2X\" et zpax = 5+ 5»1 , (3.105)

ou cette fois ci la solution n’est pas définie pour z > zy puisque 'invariant de Riemann
A_(2) est inférieur & A9

iii. Ondes de raréfaction

Il reste a relier la solution en onde simple aux quantités de la condition initiale (3.79).
Puisque 'on consideére ici une solution dépendant seulement du parametre auto-similaire
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FIGURE 3.12 — Variation de la densité
relative w(z) correspondant aux solu-
tions onde simple décrites dans la fi-
gure 3.11. La solution passant par wy
est représentée en trait plein rouge (—)
et la solution passant par vy en poin-
tillés verts (cf. la Fig. 3.9). A et B
représentent les maxima de A_(z) et C
le minimum. Bien que la solution onde
simple Ay = >‘(-)F ne soit pas définie pour
z > zp, les expressions de la densité
w(z) [cf. Eq. (3.99) avec A% — XJ]
sont bien définies pour z € [20; Zmax]- “min z 0 Zmax

z = x/t, la condition initiale (3.79) se réécrit sous la forme de condition aux limites :

(v, w) el (vg,wg) et (v,w) e (vp,wp) , (3.106)

qui s’écrit a ’aide des invariants de Riemann :

Ai(z) — AF et Ai(z) — AP, (3.107)

Z——00 z—+o00

ou on a défini les quantités :

2 = Ae(vg,wa) et AP = Ai(vp,wp) . (3.108)
A titre d’exemple, on s’intéresse ici aux conditions aux limites pour lesquels A\_ = cste :
A =\D (3.109)

Dans ce cas, la solution en onde simple définie dans la partie i avec A2 = A& = \D est
directement solution du probléme de Riemann. L’invariant de Riemann A (z) relie alors
le champ constant a gauche a la valeur )\f et a droite a la valeur )\E (cf. la Fig. 3.13), et
correspond d’apres les formules explicites (3.99) et (3.100) & une onde de raréfaction
pour les champs w(z) et v(z) comme le montre la figure 3.14. Le raccordement entre la
condition au limite & gauche /\f (resp. a droite )\E ) se déplace a la vitesse :

zq = Vi(vg,wg) et zp=Vi(vp,wp). (3.110)

Ce résultat est en accord avec le spectre des excitations déterminé précédemment [cf.
I'Eq. (3.30)] : en effet la perturbation que constitue le raccordement entre A4 (z) et la solu-
tion constante )\f (resp. )\f) peut étre traitée comme une perturbation de grande longueur
d’onde et doit alors se déplacer d’aprés spectre des excitations & la vitesse Vi (vg, wa)
(resp. Vi(vp,wp)). Il est ici important de rappeler que d’apres la caractére strictement
croissant de la variation de Ay (z) [cf. 'Eq. (3.98)], les deux bornes (vg,wg) et (vp,wp)
doivent :
e appartenir au méme triangle de monotonicité (cf. la Remarque 3.9) : si les deux
bornes n’appartiennent pas au méme triangle, le chemin parcouru dans l’espace
des phases (v(z),w(z)) passera nécessairement par l'un des extrema de l'invariant

A+ (2),
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0.81 A+ (vp,wp)

FI1GURE 3.13 — Variation de I'invariant
de Riemann A (z) en trait plein rouge
(—) et de linvariant \_(z) en trait
plein bleu (—) pour les conditions

0.6 1

0.4

021 aux limites (vg,wg) = (—0.12,0.95)
0.0 et (vp,wp)=(0.2,0.8) (ces condi-
,0.35’ T tions ont été choisies telles que
—0.41 A_(vg,wg) = A_ = A_(vp,wp) A =26 =)D =_-043).
705_

—04 -02 00 02 04 06 08 1.0 12 14
z

e étre choisies telles que les limites /\f et )\f respectent

AG < AP (3.111)

Cette derniere relation peut facilement étre représenter dans I'espace des phases : une
solution en onde simple A_ = cste (resp. Ay = cste) existe pour les conditions aux limites
(va, wa) et (vp,wp) si ces conditions sont bien placées dans le sens de croissance de A4 (z)
(resp. A_(z)) c.a.d. dans le sens des fleches tracées dans la figure 3.9 (resp. 3.11).

Si la condition (3.111) n’est pas respectée, l'expression de Ay (z) décrit par (3.98) est
multivaluée et la solution auto-similaire ne décrit plus une onde de raréfaction. Dans ce
cas le probleme de Riemann admet une solution discontinue en ¢ (cf. e.g. la Ref. [12]) :

2GSt (< Colr),

3.112
)\f sinon , ( )

)‘Jr(Cv T) = {

ou (.(7) est la position de la discontinuité. Cette position est obtenue de fagon standard
en considérant la version intégrale de I’équation de conservation (3.94) au voisinage de la
discontinuité (e < 1) :

c—E Ce—€

- ( | o A+d<> + oo =0, (3.113)

qui donne apres passage a la limite € — 0 la relation de Rankine-Hugoniot :

de. QY — QD)
P vl (3.114)

Remarque 3.10. Bien que le choc classique décrit par les équations (3.112) et (3.114) soit
solution du probléme hydrodynamique, il ne constitue pas une solution du probleme de
Riemann avec dispersion. En effet, on verra dans la partie suivante que les termes dispersifs
de I'équation (3.17) négligés dans le systeme hydrodynamique régularise la singularité
décrite par l'expression (3.112) et qu’il existe bien une solution continue au probléeme de
Riemann associé.
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FIGURE 3.14 — Variation du 1.00 0.4
champs de densité w(z) en trait
plein rouge (—) et de vitesse v(z)
en trait plein bleu (—) pour les
conditions aux limites considérées
dans la Fig. 3.13. Bien qu’un
seul invariant de Riemann varie
dans la situation représentée dans
la Fig. 3.13, les deux champs
physiques w(z) et wv(z) varient

ZD

2q

0.75 +——mr—m—d—
selon z. " 04-0200 02 04 06 08 10 12 14
z

iv. Formation d’un plateau

Bien que I’égalité (3.109) ne soit pas toujours respectée, la solution décrite précédemment
constitue ce qu’on appellera par la suite un des blocs élémentaires de la solution du
probléme de Riemann général. On verra dans la partie suivante que la séparation de la so-
lution en différents blocs élémentaires du type A_ = cste (ou Ay = cste) est systématique
et va au-dela de I'approche non-dispersive.

A titre d’exemple on considere le cas plus général :

NG <A et A<D (3.115)

Bien que les variation de A;(z) et A_(z) ne puissent étre décrite a l'aide d’une seule
solution en onde simple A_ = cste ou A; = cste, la solution peut étre séparée en blocs
élémentaires de la fagon suivante (cf. la Fig. 3.15) :

e une onde simple A\, = /\f pour z € [zg, 20¢| déterminée par la limite a gauche,

e un plateau intermédiaire ot les deux invariants de Riemann sont constants A, = )\f

et A\_ = AP pour z € [z0a, 20p] ,

e une onde simple A\_ = A" pour z € [20q, zp] déterminée par la limite & droite,
ou les constantes zqg, zog, zop et zp sont définies de fagon adéquate suivant les for-
mules (3.98) et (3.104). L’ordre des ondes simples (A4 = cste & gauche et A_ = cste a
droite) est justifié ici par 'inégalité entre les vitesses (cf. la variation des invariants de
Riemann dans la figure 3.15) :

206 = Vo(A2,0Y) < 20p = VL (A2,)09) . (3.116)

La constance des deux invariants de Riemann entre zgg et zgp se traduit par la formation
d’un plateau de densité relative wg et de vitesse relative vy définis par les équations :

XF = vowe + /(1= 02)(1 — wd) = vowo + /(1 — 1) (1 — wd) . (3.117)
A2 = vpwp — /(1= v3)(1 — wh) = vgwo — /(1 — 03)(1 — wd) . (3.118)

On peut suivre la trajectoire du systéme décrite par cette solution par blocs dans ’espace
des phases dans la figure 3.16 : la trajectoire caractérisée par I’onde simple A, = )\ﬁ gauche
est représentée par un arc rouge et la trajectoire caractérisée par l'onde simple A\_ =
AP droite est représentée par un arc bleu; ces deux arcs s’intersectent au point (vo, wo)
correspondant & un plateau. La variation de la densité relative w(z) correspondante est
représentée dans la figure 3.17.
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FIGURE 3.16 — Représentation
dans l’espace des phases de lIa
situation correspondant  aux
conditions aux bords (3.115) (et la
figure 3.15) avec les conditions aux
limites : (vg,wg) = (—0.4,0.7) et
(vp,wp) = (0.3,0.6) ; on a d’aprés
(3.117) la formation d’un plateau
décrit par (vg, wo) = (—0.12,0.88).
L’onde simple Ay = )\f est
représentée en trait plein rouge
(—) et I'onde simple A_ = AP en
1.0 ~05 0.0 05 1.0 trait plein bleu (—).

4. Ondes de choc dispersives

Comme il a été indiqué dans la partie précédente, I’approche sans dispersion du
probléme de Riemann peut développer des singularités [cf. e.g. 'Eq. (3.112)] dans le cas
ou la croissance stricte d'un des deux invariants de Riemann hydrodynamique A (z) n’est
pas respectée :

2 > AP (3.119)

La description hydrodynamique n’est alors plus adéquate et il est nécessaire de prendre
en compte les effets dispersifs afin résoudre le probleme de Riemann. En présence de
dispersion la vitesse de groupe w’(k) [cf. 'Eq. (3.30)] est dépendante de k au contraire des
vitesses V. et il est devient possible de déterminer des solutions au probléme de Riemann
telles que les raccordements a gauche (de vitesse zg) et a droite (de vitesse zp) respectent
bien la condition :

2 < 2Zp , (3.120)

méme dans le cas ou les conditions aux limites vérifient (3.119). Parmi ces solutions
réguliéres (cf. la Remarque 3.10) on va étudier dans cette partie les ondes de choc
dispersives ou DSW '°. Les DSWs décrivent & 1'une de leur extrémité la propagation

16. On utilise par la suite cette abréviation provenant du terme anglais : Dispersive Shock- Wave.
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FIGURE 3.17 — Variation de Ia
densité relative pour la situa-
tion exposée dans la figure 3.16.
Les ondes simples Ay = )\g et
A = AP correspondent a des
ondes de raréfaction représentées
en trait plein rouge (—) et en trait
plein bleu (—) respectivement. Le
plateau représenté par un point
noir dans I'espace des phases (cf.
la Fig. 3.16) correspond bien la
constance du champ w(z) = wy
entre les deux vitesses zoa et zop

0.5 - - - - - - -
représentée ici en train plein noir -1.5 —-1.0 -05 00 0.5 1.0 1.5

(—)- z

d’une onde plane de vitesse de groupe w'(k) et & l'autre extrémité la propagation d’un
soliton de vitesse Vi, comme le montre la figure 3.18 de telle fagon que ces vitesses res-
pectent bien la condition (3.120). La description des limites harmoniques et solitoniques
de la DSW peut étre systématisée (cf. I’Article 2 utilisant la méthode développée par G.
El dans [155]), mais il est possible dans le cas ot le systéme est intégrable de déterminer la
solution dans toute son extension. En effet, dans cette partie on va montrer que la DSW
peut étre représentée par la modulation des parametres d’une onde cnoidale (3.65) qui
posseéde bien pour :

e m = 0 une limite harmonique [cf. 'Eq. (3.70)],

e m =1 une limite solitonique [cf. I'Eq. (3.72)].

4.a. Théorie de Whitham

La théorie pour décrire les ondes de choc dispersives par la modulation d’ondes pério-
diques a été développée initialement par G. Whitham [154], puis effectivement utilisée
en 1974 par A. Gurevich et L. Pitaevskii [158] afin de résoudre le probleme de Rie-
mann constitué des équations de Korteweg-de Vries et d’une condition initiale semblable
a celle définie par I’équation (3.79). La théorie de modulation développée par G. Whitham

1.0
FIGURE 3.18 — Anatomie d’une onde
de choc dispersive se propageant a tra- 0.9
vers la densité relative w(z). Dans le 08 R
cas général, 'onde de choc est décrit a '
ses extrémités par la propagation d’un @ 0.71 1())111*(11((
soliton (ici a gauche) et la propaga- =
tion d’une onde plane (ici a droite). 0.6 U U
La théorie de Whitham permettra de
décrire entiérement I'amplitude des os- 0.5
cillations, cf. la Fig. 3.20. o | solliton | | | | | |

02 04 06 08 10 12 14 16 1.8 20

z
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propose de représenter la structure oscillante observée dans la figure 3.18 par une onde
périodique dont les parameétres tels que 'amplitude, le nombre d’onde, etc sont lentement
modulés selon une période d’oscillation. Dans le cas présent, les ondes périodiques cor-
respondent aux ondes cnoidales (3.66) de période (3.68) et les parametres de 'onde sont
décrits par les racines du polynéme R(w) (cf. la Section 2.b). La dynamique lente de ces
parametres est alors obtenue en moyennant les équations de conservation du systéme
sur une période d’oscillation ; les équations de modulation résultantes sur les parametres
w; (¢, 7) sont appelées les équations de Whitham.

i. Equations de Whitham

On propose dans un premier temps une dérivation schématique des équations de Whi-
tham (cf. la dérivation proposée dans la Ref. [159]). Supposons dans un premier temps que
I’on puisse dériver a partir des équations de Landau-Lifshitz 4 équations de conservation

s’écrivant sous la forme 7 :

d 0 .
E%(v,w) + a—CQi(v,w) =0, 1€[l.4], (3.121)

ot P;(v,w) sont les quantités conservées et Q;(v,w) les flux associés; les ondes cnoidales
(V, W) dérivées précédemment (3.66) sont par définition solutions de ces équations. En
supposant que les parametres w; de 'onde peuvent varier et sont lentement modulés
selon une période d’oscillation :

8<wi < ’LUZ'/L et Orw; K wi/T , (3.122)

on obtient aprés moyennage des équations de conservation (3.121) sur une période d’os-
cillation L, les équations de Whitham :

L

2772-[1/,1/\/] + 2QZ’[V, W] =0 avec F[V,W|= 1/ dEF V), W), (3.123)
or ¢ L Jo

ou & = ¢ — V(w;)7T est la phase de 'onde cnoidale [cf. 'Eq. (3.54)]. Apres intégration,
les quantités P; et Q; dépendent seulement des parametres w; et les équations (3.123)
constituent alors un systéme hydrodynamique fermé pour les 4 champs w;((, 7).
Puisque le systéme (3.26), on peut introduire de maniere similaire a ’approche développée
pour le cas sans dispersion, 4 invariants de Riemann et les 4 vitesses caractéristiques
associées afin de diagonaliser (3.123) et de décrire la variation des parameétres w;({,7) le
long de la DSW.

Remarque 3.11. Cette description est proche de celle développée précédemment pour
étudier la modulation d’'un paquet d’onde de polarisation (cf. la Section 2.b), et les
équations de Whitham (3.123) peuvent étre dérivées a partir des équations de la dy-
namique (3.26) a l'aide d’une analyse multi-échelle (cf. la méthode présentée dans les
Refs. [160, 161]). Cependant, au contraire de 1’équation NLS (2.97) dérivée dans le Cha-
pitre 2 :
e la dérivation des équations (3.123) n’est pas limitée aux faibles amplitudes : le
petit paramétre de la méthode multi-échelle utilisée pour dériver les équations de
Whitham est simplement déterminé par la lente variation des parametres,

17. On privilégiera ici la description du systéme par les deux champs v et w (de fagon similaire & la
partie 3).
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e les équations de Whitham sont des équations hydrodynamiques et ne décrivent pas
les effets de la dispersion sur la modulation des parameétres w; pour des temps
T ~ T (en reprenant les notations introduites par la hiérarchie (2.31)).
Il n’est cependant pas tout le temps possible de négliger les effets dispersifs dans les
équations de modulation, notamment dans le cas ou 1'une des vitesses caractéristiques
s’annule (cf. e.g. la Ref. [162]).

ii. Systéme intégrable

La détermination des équations de conservation (3.121) peut étre laborieuse dans le
cas d’un systéme quelconque. Dans le cas ou le systeme est intégrable il existe une infinité
d’équations de conservation, et il a été montré par A. M. Kamchatnov que dans le cas ou
l'on dispose de la paire de Lax du systéme dynamique [cf. les Eqs. (3.33) et (3.34)], on
peut dériver une équation génératrice de ces équations de conservation. En reprenant
le résultat dérivé dans la référence [132] pour les équations appartenant & la hiérarchie
AKNS, on peut écrire directement que :

R G

ou G et B sont les coefficients des paires de Lax définies par (3.35b) et (3.35¢) respective-
ment, g la squared basis function définie par (3.44) et P(\) le polynéme défini par (3.41).
Les trois fonctions G, B et g dépendent explicitement des champs v({, 7) et w((, ) ainsi
que du parametre spectral constant A, et I’équation de conservation (3.124) fournit apres
développement selon A~! une infinité d’équations de conservation. Il n’est cependant
pas nécessaire de développer I'équation génératrice (3.124) afin de dériver les équations
moyennées de Whitham, et on va suivre ici la dérivation générale effectuée dans [132].
En substituant g par (3.44), G par (3.35b) et B par (3.35¢) , ’équation de conservation
génératrice (3.124) se simplifie '® et peut étre exprimée uniquement & 1’aide du paramétre
spectral A et du champ u(¢,7) :

i(;i(i)) +6?C( PN [HMD =0. (3.125)

Afin de moyenner I’équation génératrice (3.125), on utilise la propriété suivante : quand la
densité relative oscille entre deux racines ws et wy (wy et wa), la variable (¢, 7) parcourt
dans le plan complexe un contour fermé (cf. I'Eq. (3.50) et la Ref. [163]), et on peut écrire
a l'aide de I'équation (3.57) :

B G B wa dw - idu
L _/O ¢ = 2/ e ol (3.126)

Remarque 3.12. Comme a la section 2.b, on peut évaluer I'intégrale (3.126), et on obtient
alors :

I = 4K(m) avec m — ()\4 — )\3)(/\2 — )\1)

V(s = A) (A1 = A9) (A= A2)(A3 = A1)

(3.127)

18. La substituion de B par (3.35¢) est plus délicate que les deux précédentes et il faut au préalable sim-
plifier 'expression (3.35¢) en substituant d: M_ par (3.52) et 9¢ M. par (3.53) en utilisant la relation (3.50).
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En comparant ainsi les deux expressions de la période (3.68) et

relation suivante entre \; et w; :

(3.127) on obtient la

(A1 — A3)(A2 — A1)

~ (wg —w3) (w2 — wr)

(A= A2)(A3— A1)
(Az = A1) (A1 — A2) =

(wqg — w2)(ws — w)

(w3 — wi)(wyg — wo)

(3.128)

(3.129)

Le moyennage de ’équation génératrice s’écrit alors simplement :
(ﬁ 7{ idp > 9 <\/ [ } idu
1)V P () u) P(u)

Les composantes moyennées s’expriment explicitement en fonction des racines A; qui sont
reliées aux parametres w; avec la relation (3.51) et constituent bien ainsi une équation de
modulation sur les parameétres des ondes cnoidales. En posant :

) =0. (3.130)

1du oL
Lj{ L o (3.131)
I'équation (3.125) s’écrit apres dérivation '
K()\ O\, P(X) O\
P()\)(?T 2 7,2::1 VP(\) or (3.132)
d (s ) ( s1 ) L9, PN O
PA)— ( =K\ 1+ —K(\ . 3.133
" ”ag(z”* MR D v,y var T (3.133)

En passant a la limite A — )\;, les termes proportionnelles & /A — A; s’annulent et on
obtient :

O\
or

8)\ S1 1

ac =0 avec Ui:§_28,\iL

+ U= (3.134)

Les vitesses caractéristiques v; se simplifient en utilisant ’expression (3.127) pour L et les
propriétés de l'intégrale elliptique de premiere especes K (m) (cf. la Ref. [152]) :

/\4 - )\1)()\2 — )\1)K<m)

D A4—A1> (m) — Oa — M) E(m) (3:135)
ZA e et ATE e
ZA AR S O ET (3137
Z N ATk S G AJBG (3139

ou E(m) représente l'intégrale elliptique de deuxiéme espece. Il est remarquable que les
équations (3.134) régissant la modulation des parametres de 'onde cnoidale soient ex-
primées directement sous leur forme diagonale. Cette propriété remarquable est un tour
de force de I'intégration finite-gap : au méme titre que I'approche hydrodynamique ou on

19. Seules les racines A\; = \;((, 7) peuvent varier dans les équations de modulation.

- 105/230 -



Chapitre 3 - Excitations magnétiques dans les condensats & deux composantes

avait introduit les variables Ay (v, w) [cf. 'Eq. (3.85)] pour diagonaliser le systéme hydrody-
namique (3.81), Pintroduction du champ complexe u(v, w) dans 'intégration finite-gap [cf.
I'Eq. (3.50)] diagonalise les équations de modulations des parametres de ’onde cnoidale w;.
On appellera par la suite les racines \; de P()\) les invariants de Riemann des équations
de modulation a cause de la similarité des équations (3.134) avec les équations (3.86) qui
décrivent la dynamique des invariants de Riemann usuels dans la limite sans dispersion.

iii. Liens entre les parameétres w; et les invariants \;

Les parametres de I'onde cnoidale w; sont reliées aux invariants de Riemann \; par
définition de la résolvante (3.51) et on peut montrer qu’ils sont décris par les 4 relations
(cf. UArticle 4) :

1 Az —X2)A £ [()\3 — A2 42 (Ag — )\1)5\3}
T 2f1 (s — M)A 1 [(As — M)A 2 (Mg — M)A

(3.139)

w; =

ou on a introduit les quantités :
No=1/1=22 et X\ = (s1+s3—2f2N)/N:. (3.140)
Les parametres de 'onde cnoidale w; sont bien définis ssi :
1< <1. (3.141)
Remarque 3.13. Les relations (3.139) entre les paramétres w; et les invariants A\; n’est

pas bijective. En effet la relation (3.139) dépend ici explicitement de f; qui s’écrit de 4
facons différentes ?" :

Fi =4 (1+ 2+ 54+ XN /2, (3.142a)
fi=£sgn(s +s3)y/(1+ 52+ 51— M AAGN)/2 (3.142b)

A chaque quadruplet d’invariants (A1, A2, A3, A\q) correspond alors 4 quadruplets de pa-
rametres (w1, wa, w3, wy) différents. Cette dégénérescence entre les invariants de Riemann
Ai(¢,7) et les champs w;(¢,7) est similaire a celle évoquée dans le cas sans dispersion
ou l'onde de raréfaction pouvait s’écrire de 4 facons différentes [cf. 'Eq. (3.99)]. Cette
dégénérescence est levée une fois les conditions aux limites de la DSW déterminées.

4.b. Solution en onde simple

De fagon similaire a I'approche sans dispersion, on s’intéresse dans un premier temps a
la solution en onde simple des équations de Riemann (3.134) . Dans cette solution un seul
invariant de Riemann ); parmi les quatre peut varier et on étudiera a titre d’exemple
la variation de l'invariant As. Puisque 1’'on souhaite résoudre le probléeme de Riemann de
condition initiale (3.79), la variation de A3((,7) est auto-similaire et l'onde simple est
décrite par les 4 invariants de Riemann :

A1, A2, Mg =cstes et A3((,7)=N3(z2=(/7), (3.143)

20. fi1 est racine de I’équation polynomiale de degré 4 (3.49).
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Lol A (v, we) = M\ FIGURE 3.19 — Représentation

: — e onde plane des invariants de  Riemann
0.8 A; pour la solution en onde

' simple  décrite  par  (3.143)
0.6 avec (vg,wg) = (0.2,0.5) et

. Ao = s (v, wp) (vp,wp) = (—0.2,0.8). Les va-

0.41 soliton leurs de A1 (—) et Ay (—) ont été
déterminées a l’'aide de la limite

et —— solitonique (cf. la Section 1); A\
—0.7+ A (vg, wa) = A1 = A_(vp,wp) et Ao (—) ont été déterminées a
081 laide de la limite harmonique (cf.

. ; ; ; : : la Section ii).
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

ou la variation de A3(z) est obtenue de fagon implicite par ’égalité :
v3(A1, A2, Az(2), A1) = 2. (3.144)

On peut vérifier que vz est une fonction strictement croissante de A3 pour A3(z) € [A2; A4]
(cf. 'Article 4). Grace a la stricte monotonie de v3(\3), il n’est pas nécessaire d’inverser
I’équation (3.144) pour obtenir la variation de A3 par rapport a z et il suffit pour représenter
cette variation d’étudier la courbe paramétrique (z = v3(A3), A3) [cf. par exemple la fi-
gure 3.19]. Il reste & déterminer ce que représente la modulation décrite par la variation de
As3(z), ainsi que les valeurs des invariants constants Aj, Ay et A4 & l’aide des conditions aux
limites (3.106). A titre d’exemple, on suppose par la suite que les conditions aux limites
sont choisies telles que :

wg < Wwp , (3.145)

et que par conséquent I’'onde modulée est représentée par 'onde cnoidale : w(z) = Wiy (z) %'.

i. Limite solitonique (A3 — A2)

L’onde cnoidale Ws4(z) modulée est bien solution du probleme de Riemann si elle
peut étre raccordée aux limites (vg, wg) & gauche et (vp,wp) & droite. Dans un premier
temps on montre que la limite A3 — Ao permet de relier Ws4(2) a la limite w = wg. 11
est important de souligner ici que puisque A3(z) est une fonction strictement croissante
de z, et que Ao < A3, la limite A3 — Ao correspond bien a ’extrémité gauche de 'onde
modulée comme le montre la variation des invariants de Riemann dans la figure 3.19.
Dans la partie suivante on verra que, puisque A4 > A3, la limite A3 — A4 quant a elle a
P’extrémité droite de I’onde cnoidale.

En prenant la limite A3 — Ay des expressions (3.139), les relations entre les parametres

21. Le choix de la forme de I’onde cnoidale Ws4 est aussi déterminé par le choix de I'invariant de Riemann
non constant (ici Asz(z)). Les différents cas sont récapitulés a la fin de cette analyse dans le tableau 3.1.
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w; et les invariants de Riemann \; se simplifient :

1
wi = —ﬁ\/l (202 — 1A + NN, — 20X, (AN, — M) (3.1462)
wy = wy = —\}5\/1+)\1/\4—)\’1/\g (3.146b)
1
wy = \ﬁ¢ 1+ (203 — 1)(AtAs + NN + 220X (AN, — ) (3.146¢)

ou N\, = /1— AZ?. La limite w3 = wo de l'onde cnoidale W34 correspond au soliton
brillant (cf. discussion dans la Section 2.b). Le soliton, et par conséquent la DSW, peut
étre raccordée pour ( — —oo a la solution constante w(z) = wg (et v(z) = vg). Les
parametres wi, wy et wy peuvent étre reliés aux valeurs limites (vg, wg) et & la vitesse du
soliton zg, en utilisant I'expression (3.74) :

we =we et wia = vG(Zsol — Vowag) £ \/(1 —v2)[1 = (2501 — vawe)?] (3.147)

Ce raccordement avec la condition aux limites gauche associé avec les relations (3.146)
permet alors de déterminer les valeurs des invariants de Riemann constants :

A= A (g, we) = vewe — /(1 —02)(1 - wd) | (3.148a)
Ao = 240l — 20qWG (3.148b)
A = As (v, we) = vowe + /(1 —02)(1 - wd) | (3.148c¢)

o Ay (v, w) correspondent aux invariants hydrodynamiques définis précédemment par
Iéquation (3.85). On remarque ici que la vitesse du soliton zg, obtenue a partir de (3.148)
est en parfait accord avec la vitesse obtenue a partir de la limite A3 — Ag :

AL+ A
5

Zsol = ’(13()\1, A2, A3 — Ao, )\4) = Ao+ (3.149)
La limite A3 — Ao permet ainsi de raccorder la DSW avec les conditions aux limites gauches
fixant ainsi les valeurs des invariants A\; et A4. Il reste maintenant a raccorder 1’onde
cnoidale modulée a la condition aux limites droite et déterminer la valeur de l'invariant
de Riemann constant As.

ii. Limite harmonique (A3 — A4)

En considérant la limite A3 — A4 (valeur maximale de A3(z), cf. la Fig. 3.19), les rela-
tions (3.139) se simplifient et on montre que les parametres de 'onde cnoidale s’écrivent :

1
wy = —ﬁ\/l + (202 = DA ha + ML) + 20N, (A, — N Ao) | (3.150a)
1
ws = ﬁ\/l F (202 — D)(MAa + ML) — 20X, (AN, — X Xo) | (3.150D)
1
ws = wy = ﬁ\/1+>\1A2—X1X2. (3.150¢)

La limite ws = wy de 'onde cnoidale Wsy correspond & une onde plane (cf. discussion
dans la Section 2.b).
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FIGURE 3.20 — Simulation numérique

Lo —_ des équations de Landau-Lifshitz
0ol T (3.26) a t = 100 avec la condition

' initiale (3.80) ou (vg,wg) = (0.2,0.5)

081 et (vp,wp) = (—0.2,0.8) (cf Ia
. Fig. 3.19) et {y = 2. L’enveloppe ana-
o7 Iytique (ws(z),w4(2)) déterminée par
S “ h la théorie de Whitham est représentée
0.61 J/ en trait plein rouge (—). Dans un
souci de lisibilité on représenté ici

0.5 1 N . .
seulement la premiére oscillation de
0.4 , , , , lI'onde cnoidale modulée en trait plein
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

bleu (—) qui correspond d’aprés
I’équation (3.146) a un soliton brillant.

Remarque 3.14. La limite A3 — A4 peut aussi étre atteinte pour w; = wy [cf. 'Eq. (3.128)]
et 'onde Ws4(z) correspond alors & ’onde non-linéaire d’expression trigonométrique (3.69).
La limite onde plane de faible amplitude de ’onde cnoidale est cependant la seule limite
qui permette le raccordement avec la solution constante w = wp d’amplitude nulle (cf.
e.g. la Ref. [159]).

De fagon similaire a la limite solitonique, les parameétres wq, wo et ws peuvent étre
reliés aux valeurs limites (vp,wp) et a la vitesse de groupe de l'onde plane zpapm [cf.
I'Eq. (3.71)], et on peut déterminer a l'aide des relations (3.150) les valeurs des invariants
de Riemann :

A = A (vp,wp) = vpwp — /(1 —vh)(1 — wd) (3.151a)
X2 = Ay (vp, wp) = vpwp + /(1 — vh)(L — wd) (3.151b)

ainsi que la valeur de la vitesse de groupe zharm. 1l est ici plus aisé de déterminer cette

vitesse en considérant simplement la limite A3 — A4 de la vitesse caractéristique :
(A2 — A1)

()\1 + Ay — 2)\4) '

Zharm = 1)3(A1, A9, A3 — Ay, )\4) =2\ + 5 (3.152)
Les invariants de Riemann constants sont maintenant tous déterminés en fonction des
valeurs des champs a l'infini comme le montre la figure 3.19 et a I’aide des relations entre
les w; et les invariants (3.139) ainsi que la formule implicite de A3(z) (3.144), on peut
représenter la modulation de I’onde cnoidale selon le parametre auto-similaire z ; la solution
analytique est en trés bon accord avec la simulation numérique [ou la condition initiale
est implémentée par (3.80)] comme le montre la figure 3.20. Il est important de remarquer
que la solution décrite jusqu’a présent possede un invariant de Riemann constant égal, a
gauche et a droite, a l'invariant de Riemann hydrodynamique A_ :

| M=) (vg,we) = A (vp,wp) | (3.153)

Pour cette solution, les limites gauche (vg, wg) et droite (vp,wp) appartiennent au lieu
décrit par I’équation A\_(v,w) = cste dans 'espace des phases (cf. la Fig. 3.21) tant et
si bien que 'on représente par la suite cette solution en onde simple par la notation
A_ = cste. Il est important de souligner que cette derniere relation constitue simplement
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une notation et que, bien que l'on ait 1’égalité (3.153), la relation A_ (v, w) = cste n’est pas
respectée pour (v,w) ¢ {(vg,wa), (vp,wp)}. De fagon similaire, si I'onde simple corres-
pondait & la variation de l'invariant Aa(z), on aurait eu : Ay = A\ (vg, wg) = Ay (vp,wp).

On peut ainsi compléter la disjonction de cas élaborée dans ’approche sans dispersion
(cf. la Section iii) : dans le cas ou les limites (vg,wg) et (vp, wp) appartiennent a l'arc
d’ellipse arcs décrit par A_ (v, w) = cste (cf. la Remarque 3.9) mais ne respectent pas la mo-
notonie de ’invariant de Riemann hydrodynamique A\ : Ay (vg, wg) > A (vp, wp),
la solution correspond a une onde de choc dispersive pour laquelle les invariants de Rie-
mann sont décrits par la figure 3.19. Cependant, si les deux points (vg, wg) et (vp,wp)
respectent A_(vg, wg) = A—(vp,wp) mais n’appartiennent pas au méme triangle de
monotonicité, la solution n’est plus représentée par la variation d’un seul invariant de
Riemann, et il devient alors nécessaire de considérer une autre description auto-similaire
des invariants \; (différente de celle représentée dans la figure 3.19).

iii. Limite NLS et limite Kaup-Boussinesq

FIGURE 3.21 — Représentation dans Ies- 1.00 1 ) 7
pace des phases des limites G = (vg, wg) 0.75- \\\ ‘\:\ //’
et D = (vp,wp) développant une DSW N o S
telle que la Fig. 3.20. Les traits poin- 0.501 \\\ \‘\ ///
tillés (--)représentent le lieu A_ = cste 0.25 \\\NLS‘L‘;"\
sur lesquels on a indiqué par une fléche BN N G
le sens de variation de Ai(z) (cf. la Sec- S 0001 ]\B:/)\\]\‘B+ ‘\
tion 3.b); D’évolution dans le triangle de —0.25 1 //NLS—\\\ R\\ 5
monotonicité supérieur (NLS+) peut étre 0.50- e AN b\‘
décrite a I'aide de I'équation NLS (3.158) et / AT
I’évolution dans le triangle de monotonicité —0.751 /,// AN
droit supérieur (KB+) peut étre décrite a _1.004 , , , N
l'aide des équations KB (3.161) et (3.162). -0 =05 0.0 0.5 1.0
v

Avant de considérer cette nouvelle solution, on peut remarquer que dans le cas ou les
limites (vg, wa) et (vp,wp) appartiennent au triangle de monotonicité (cf. la Fig. 3.21),
les équations de Landau-Lifshitz peuvent étre simplifiées. En effet, considérons dans un
premier temps la limite ou la densité relative w(¢, 7) est proche de 1 (limite localisée dans
le triangle supérieur dans la figure 3.21) :

w((,7)=1—w" avec w'(¢,7)<K1. (3.154)
En effectuant le changement de variable :
w' =2n(z,t), v=u(x,t) avec (z,t)=((27), (3.155)
les équations de Landau-Lifshitz (3.17) et (3.18) se simplifient a ’aide de la limite (3.154) :
ne + (nu)y =0, (3.156)
n

1 % Ny
ut+uu$+nw+1 — - — | =0, (3.157)

o2n2 n
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FIGURE 3.22 — Comparaison entre la

1.1 résolution numérique des équations de
Landau-Lifshitz (3.26) représentée en

107 trait plein bleu foncé (—) et de
091 I’équation NLS (3.158) représentée en
. trait plein bleu (—) a t = 100 avec la
s condition initiale (3.80) ou (vg,wg) =
S (0,0.6) et (vp,wp) = (—0.4,0.87) et
0.71 (o = 2. Les limites ont été choisies dans

le triangle NLS+ (cf. la Fig. 3.21) telles

0.61 que A_(vg,wg) = A_(vp,wp) et la so-

05 lution du probléme de Riemann corres-

~10 -05 00 05 10 15 20 25 ponda une DSW d’aprés I'étude menée
< dans la section 4.b.

et peuvent se mettre sous la forme plus familiere suivante :

iy = —%wm +1gPy, avee ¢ =ymellwdr, (3.158)

correspondant a 1’équation Non-Linéaire de Schrédinger (INLS) avec interactions
répulsives (le résultat est similaire si I'on considere la limite w — —1). Comme le montre
les simulations numériques dans la figure 3.22, tant que les limites (vg, wg) et (vp,wp)
appartiennent au triangle de monotonicité supérieur, ’accord entre la description (3.17)-
(3.18) et (3.158) est bon méme pour |w — 1| fini. On peut cependant remarquer dans
ces résultats numériques que les limites gauches wg pour I'équation NLS et ’équation
de Landau-Lifshitz ne se superposent pas. En effet, bien que les conditions aux bords
(va, wa) et (vp, wp) aient été choisies telles que le probleme de Riemann pour 1’équation
de Landau-Lifshitz ne développe qu’une seule onde simple [A_(vg, wg) = A_(vp,wp)],
le probleme de Riemann pour I’équation NLS ne développe pas une unique DSW et une
onde supplémentaire de faible amplitude se propage vers la gauche ; un plateau de densité
légerement plus faible que wg se forme alors entre cette onde se propageant vers la gauche
et la DSW se propageant vers la droite.

Comme I’équation de Landau-Lifshitz, I’équation NLS appartient a la hiérarchie AKNS
(cf. la Ref. [132]) et il est possible de classifier les différentes solutions du probleme de
Gurevich-Pitaevskii (cf. e.g. la Ref. [164]). Bien que les invariants de Riemann soient
différents pour les deux descriptions, il est remarquable que la classification des différentes
solutions est semblable dans le cas ou (vg, wg) et (vp,wp) appartiennent au méme tri-
angle de monotonicité et on dénotera par la suite le triangle de monotonicité supérieur
(correspondant a la limite w — +1) NLS+ et le triangle inférieur (correspondant a la
limite w — —1) NLS- (cf. la Fig. 3.21).

Considérons maintenant la limite ol la vitesse relative v((, 7) est proche de la vitesse
du son de polarisation v = 1 (limite localisée dans le triangle droit dans la figure 3.21) :

v(¢,T)=1—v" avec V' ((,7)<K1. (3.159)
En effectuant le changement de variable :
w=u(z,t)/V2, v =h(xt) avec (¢,7)=(V2z,t), (3.160)
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FIGURE 3.23 — Comparaison entre la
résolution numérique des équations
de Landau-Lifshitz (3.26) représentée 02
en trait plein bleu foncé (—) et 0.0
des équation KB (3.161) et (3.162) ‘
représentée en trait plein vert (—) a —0.2
t = 100 avec la condition initiale (3.80) —

i (vg,uwe) = (06,0) et (vp,uwp) = 5 "4

(0.87,—0.4) et (o = 2. Les limites ont 0.

été choisies dans le triangle KB+ (cf. '

la Fig. 3.21) telles que A_(vg,wg) = _081

A_(vp,wp) et la solution du probléme

de Riemann correspond a une DSW T o5 o0 05 10 15 20 25
d’aprés 1'étude menée dans la sec- P

tion 4.b.

les équations de Landau-Lifshitz (3.17) et (3.18) se simplifient & ’aide de la limite (3.159) :

ug + vty + hy =0, (3.161)

1
he + (hu)y — o Uawe = 0, (3.162)

qui correspond a la forme canonique de I’équation de Kaup-Boussinesq (KB) [165]
(le résultat est similaire si ’on considére la limite v — —1). De méme que précédemment,
les simulations numériques montrent que les deux descriptions sont en bon accord dans le
méme triangle de monotonicité (cf. la Fig. 3.23). De fagon similaire & 'exemple présenté
précédemment, le probléeme de Riemann pour I’équation KB développe une DSW se pro-
pageant a droite et une onde de faible amplitude se propageant a gauche, et 1’écart de
densité entre les deux résultats numériques pour z < 0 s’expliquent par la formation
d’un plateau pour I'équation KB de densité légerement plus faible que wg. L’équation
KB appartient aussi a la hiérarchie AKNS, et la classification des solutions du probléme
de Gurevich-Pitaevskii est proposée dans 1’Article 3. Bien que les invariants de Riemann
soient différents pour I’équation de Landau-Lifshitz et ’équation KB, la classification des
solutions est semblable dans les deux cas et on dénotera par la suite le triangle de monoto-
nicité droit (correspondant & la limite v — +1) KB+ et le triangle gauche (correspondant
a la limite v — —1) KB- (cf. la Fig. 3.21).

Il est remarquable que I’équation de Landau-Lifshitz décrit a chacune de ses limites |w| — 1
et |[v] — 1 un systéme dispersif intégrable. Cependant ces limites sont valables si la trajec-
toire des solutions dans ’espace des phases reste dans le méme triangle de monotonicité,
et on va voir qu’au-dela de cette limite I’équation de Landau-Lifshitz propose une nouvelle
phénoménologie.

4.c. Choc mixte

L’onde simple (3.143) ne suffit pas a décrire la totalité des ondes de chocs élémentaires
rencontrées lors de la construction de la solution. Il existe une situation dégénérée de la
solution onde simple ou deux invariants de Riemann peuvent étre égaux et varier; on
étudiera a titre d’exemple la situation (cf. la Fig. 3.24) :

A1, A2 =cstes et A3(z) = A\(2) . (3.163)
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Dans cette situation les vitesses caractéristiques sont égales :
U3()\1, )\2, )\3(2), )\3(2)) = U4()\1, )\2, )\3(2), )\3(,2)) =z, (3.164)

et on parle alors d’onde de contact; de méme 'onde modulée est appelée onde de
choc dispersive de contact ou CDSW %, L’invariant A3(z) = \4(z) varie maintenant
entre A9 et la valeur maximale 1. De méme que précédemment, on va étudier la situation
ol wg < wp pour laquelle 'onde cnoidale est représentée par w(z) = Waa(z) (cf. le
tableau 3.1).

Ce type de solution joue un role trés important dans la théorie des chocs visqueux qui peut
développer des discontinuités de contact : au contraire d’un choc classique ou tous les
champs physiques sont discontinus au passage de la singularité, un des champs physiques
évolue contintiment au passage de la discontinuité de contact (cf. e.g. la Ref. [95]).

i. Onde de contact

La limite A3 = A4 ne contraint pas nécessairement ’onde cnoidale a etre décrite par une
onde plane (cf. la Remarque 3.14) : dans le cas présent cette limite est atteinte pour w; =
we qui correspond a la limite en onde non-linéaire trigonométrique d’expression (3.69).
Dans ce cas, la limite Ay = A3 — Ao (correspondant a 'extrémité gauche de 'onde modulée,
cf. la Fig. 3.24) conduit a I’égalité :

w1 = w2 = w3, (3.165)

et 'onde cnoidale associée est le soliton algébrique d’équation (3.78). Comme précédemment
on peut déterminer les valeurs des invariants de Riemann en fonction des valeurs limites
des champs a gauche (vg, wg) :

A= A_(vg,wg) et A= Ai(vg,wq) - (3.166)

De plus, dans le cas ou les deux invariants A3 et A4 sont égaux, la vitesse du soliton zg, se
simplifie et est égale a la vitesse caractéristique correspondant & 'invariant de Riemann
hydrodynamique A4 [cf. 'Eq. (3.87)] :

3 1
Zsol = 5/\2 + §>\1 =Vyi(vg,wa) - (3.167)

22. Contact Dispersive Shock- Wave

1.01 onde plane

FIGURE 3.24 — Représentation des
invariants de Riemann \; pour
087 l'onde de contact \3 = Ay (— )avec
vg = wp = 0.7 et wg = vp =
0.6 M (v, A (vp,wp)| 02 Les valeurs de A1 (—) et
. A2 (—)sont déterminées par les
L sol. algebrique L équations (3.166) [ou de fagon

_0.5; A T équivalente (3.169)].

—0.91

05 00 05 10 15 20 25
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FIGURE 3.25 — Simulation numérique
des équations de Landau-Lifshitz 12

(3.26) a t = 100 avec la condition A
initiale (3.80) choisie telle que la '

modulation est décrite par une onde 0-81

de contact (cf. la Fig. 3.24). L’en- 0.6

veloppe — analytique  (ws(2),wy(2)) 2 0.41

déterminée par la théorie de Whitham = 021

est représentée en trait plein rouge ' U

(—) et la premiére oscillation de I'onde 0.0

cnoidale modulée est représentée en —0.21

trait plein bleu (—) qui correspond _

4 T T T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
z

d’aprés I'équation (3.146) a un soliton
algébrique.

De facon similaire, on montre que la limite Ay = A3 — 1 (extrémité droite) conduit a
I’égalité

w3 = Wy (3.168)
et I’onde cnoidale associée est une onde plane. On peut alors relier les valeurs des invariants
de Riemann aux valeurs limites des champs a gauche (vg, wg) :

Al = )\_(UD,IUD) et Ay = )\+(vD,wD) . (3169)
Les deux égalités (3.166) et (3.169) sont respectées si :
vp=wqg et wp =g, (3.170)

c.a.d. si (vp,wp) correspond au symétrique de (vg, wg) par rapport a la diagonale w = v
dans 'espace des phases. L’onde de contact A\3(z) = A4(z) relie ainsi deux conditions aux
limites (vg, wa) et (vp, wp) n’appartenant pas au méme triangle de monotonicité,
au contraire de la solution en onde simple présentée dans la section précédente, et la
modulation décrite par la variation de I'invariant A\3(z) présentée ici est en tres bon accord
avec 'onde de choc observée numériquement comme le montre la figure 3.25.

Bien que cette solution soit obtenue pour une condition initiale particuliere (3.170), elle
va permettre d’étendre la description fournie par la solution A_ = A1 = cste ou les limites
gauche (vg, wg) et droite (vp, wp) ne sont plus limitées au méme triangle de monotonicité.

ii. Situation mixte

Dans cette partie on relaxe I’égalité des invariants de Riemann A4 (vg, wg) = A4 (vp, wp)
et on étudie dans un premier temps la situation suivante :

At (vg, wg) < Ay (vp,wp) , (3.171)

ou (vg,wqg) et (vp,wp) appartiennent & deux triangles de monotonicité différents,
de telle fagon que les solutions v(z) et w(z) ne soient pas représentées par des ondes de
raréfaction (cf. discussion de la section 3.b). Dans ce cas, la limite droite A3 — 1 de 'onde
cnoidale correspond toujours a la limite harmonique (3.168) et on obtient la valeur de
I'invariant de Riemann : Ao = Ay (vp,wp). Ainsi, d’apres le calcul effectué dans la section
précédente, la limite solitonique A3 — Ao ne peut étre raccordée a la condition aux limites
(va, wa) puisque 1'égalité NG = )\f est violée comme le montre la figure 3.26.
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1.2 T T

raréfaction  CDSW FIGURE 3.26 — Représentation des
n . invariants de Riemann \; pour la
' z situation mixte décrite par (3.171)
D> | avec (vg,wg) = (0.7,—0.3) et
081 ~ A2 A+ (vp, wp (vp,wp) = (—0.1,0.54). L’onde
~< S de raréfaction est décrite par
v la  variation de Ai(z) entre
067 zqg et zp définies par (3.172).
A+ (vg, we) A1 n'est pas représenté ici
0.41 et est simplement égal a

Z.G Z.O zhe.n'm A = )\_(ij wG) = \_ ('UDy wD)'

0.0 0.5 1.0 15 2.0
z

Cependant, on a montré précédemment que le bord Ao = A3 = A4 se déplace a la vitesse
caractéristique hydrodynamique V, [cf. 'Eq. (3.167)] et il est possible de relier le soliton
algébrique de la CDSW a la limite gauche (vg,wg) a l'aide d’'une onde de raréfaction
décrite par A_ = cste = A_(vg, wg). Le domaine de variation de w(z) est alors séparé en
deux régions (cf. la Fig. 3.26) :
e une onde de raréfaction pour z € [zg; z0] ou z¢ est la vitesse du raccordement entre
I’onde de raréfaction et la valeur limite wg et zg la vitesse du raccordement entre
I’onde de raréfaction et le soliton algébrique :

2q = vy (vg,wg) et zop=vy(vp,wp), (3.172)

e une CDSW décrite dans la section précédente pour z € [20; Zharm] OU Zharm est la
vitesse des ondes planes donnée par I’équation (3.152).
Cette séparation est bien observée numériquement comme le montre la comparaison entre
les résultats analytiques et la résolution numérique du probleme de Riemann a la fi-
gure 3.27.

Intéressons nous maintenant au cas de figure suivant :

M (vg, wa) > A (vp,wp) , (3.173)

FIGURE 3.27 — Simulation numérique

raréfaction CDSW des équations de Landau-Lifshitz

1.01 (3.26) a t = 200 avec la condition

0.8 initiale (3.80) choisie telle que (3.171)

0.6 N\NWVW‘M soit respectée (cf. la Fig. 3.26). La

— 041 densité relative est séparée en deux

= structures : une onde de raréfaction
3 0 . , ) .

représentée en trait plein bleu (—) et

00 une onde cnoidale modulée (décrite

—0.21 par une onde de contact au niveau

—0.41 2L Zeol Zharm des invariants de Riemann) dont on

—0. ' ' a représentée l’enveloppe analytique

00 02 04 06 08 10 12 14 16 18

w3(z),w4(z)) en trait plein rouge
P 2 g

(—)-
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1.2

FIGURE 3.28 — Représentation DSW CDSW
des invariants de  Riemann 1.0
Ai pour la situation mixte
observée  pour par  (3.173) 0.81
avec (vg,wg) = (0.7,-0.3) et
(vp,wp) = (—0.1,0.54). L'onde < 0.6

de raréfaction est décrite par

la  variation de Ay(z) entre 0.4+ | |
zq et zy définies par (3.174). VD, Wp
A1 n'est pas représenté ici 0.2 ,
et est simplement égal a Zsol A Zharm
= = 00 T : T = T ! T
M = A-(ve, we) = A-(vp, wp). 0.0 0.5 1.0 15 2.0
<

ou (vg,wqg) et (vp,wp) appartiennent & deux triangles de monotonicité différents,
de telle facon que la solution w(z) ne soit pas représentée par 'onde simple étudiée dans
la section 4.b. Comme dans le cas mixte étudié précédemment, on ne peut représenter
la variation de w(z) par une unique onde de contact dans la situation dépeinte par la
condition (3.173) : la limite droite A3 — 1 de ’onde cnoidale correspond toujours a la limite
harmonique dont on dérive I’égalité Ao = A;(vp,wp) et il n’est pas possible de satisfaire
la condition Ay (v, wg) = A2 = A4 (vp,wp) comme le montre la figure 3.26. Cependant,
puisque la limite A3 = A4 ne correspond pas nécessairement & la limite harmonique (cf. la
Remarque 3.14), il est toujours possible de raccorder I’'onde non-linéaire trigonométrique a
gauche par une autre onde cnoidale modulée comme le montre la variation des invariants
de Riemann dans la figure 3.28. Le domaine de modulation de ’onde est alors séparé en
deux régions (cf. la Fig. 3.28) :

e une DSW pour z € [zs; 20] 0l 2401 est la vitesse du soliton définie par Iexpres-
sion (3.149) et 2z la vitesse du raccordement onde simple — onde de contact définie
par :

20 = v3( A1, A2, A3 = Ag, Ag) (3.174)

e une CDSW, dont la modulation est décrite dans la section précédente, pour z € [20; Zharm)

FIGURE 3.29 — Simulation numérique |,
des équations de Landau-Lifshitz

(3.26) a t = 200 avec la condition 1]
initiale (3.80) choisie telle que (3.173) (8
soit respectée (cf. la Fig. 3.28). La
densité relative est séparée en deux
structures : une DSW dont on a 0.4
représenté l’enveloppe en trait plein
rouge (—) et une CDSW (décrite
par une onde de contact au niveau  0.07
des invariants de Riemann) dont on a _, |

0.6 1

0.2 1

P P s . . Zsol 20 Zharm
représentée l’enveloppe en trait plein . ' N ' S
bleu (—). 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

z
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A (vg, wa) = Ay (vp,wp) | A-(vg,wg) = A—(vp,wp)
wa < wp w(¢, 7) = Wsa(2) w(¢,7) = Wia(2)
wa > wp w(C,7) = Wha(z) w(C,7) = Wsa(2)

TABLE 3.1 — Choix de I'expression de I'onde cnoidale pour I'onde de choc en fonction des
conditions aux limites (vg, wg) et (vp,wp).

Ol Zharm est donnée par 1'équation (3.152).
Numériquement le raccordement entre ’onde simple et ’onde de contact n’est pas visible
comme le montre la figure 3.29. Il est toutefois nécessaire de décrire la modulation de
I'onde de choc observée dans cette figure par le schéma proposé dans cette section (cf.
la Fig. 3.28) afin de bien décrire la modulation de 'onde cnoidale analytiquement et de
déterminer les valeurs des vitesses du soliton (& gauche) et de la limite en onde plane (a
droite).

4.d. Cas général

Les solutions en onde simple et en onde de contact peuvent étre aussi dérivées dans le
cas ol \2(z) peut varier. On indiquera ici que les principaux résultats : Ao(2) est stricte-
ment croissante et varie entre A; et As, et le cas dégénéré de 'onde de contact est décrit
par la variation de Aj(z) = Aa(2) entre —1 et A3. Ces deux solutions élémentaires sont
caractérisées par la constance de I'invariant de Riemann A4 :

M = Ay (vg, we) = A (vp,wp) - (3.175)

L’onde de choc élémentaire se développe pour les conditions aux limites appartenant au
lieu \; (v, w) = cste et la structure de 'onde dépend de leur positions relatives sur 'arc
(c.a.d. de 'inégalité entre les deux invariants hydrodynamiques A_ (vg, wg) et A_(vp,wp),
cf. les discussions des sections 4.b et 4.¢).

i. Disjonction de cas

La classification des différentes solutions élémentaires peut étre systématisée en sui-
vant la méthode suivante : connaissant la condition aux limites gauche (v, w) = (vg, wg)

e si A\ (vg,wg) = At (vp,wp), la variation des invariants de Riemann et la structure
de 'onde est déterminée par la figure 3.30 en étudiant la position de (vp,wp) sur
larc A\ (v, w) = cste :

GC', w(z) est une DSW,

GA, w(z) est une onde de raréfaction,

G'C, w(z) est une DSW + CDSW,

G'A, w(z) est une onde de raréfaction + CDSW,

si (vp,wp) € (3.176)

e si \_(vg,wg) = A_(vp,wp), la variation des invariants de Riemann et la structure
de I'onde est déterminée par la figure 3.31 en étudiant la position de (vp,wp) sur
larc A_(v,w) = cste :

GC', w(z) est une onde de raréfaction,

GA, w(z) est une DSW,

G'C, w(z) est une onde de raréfaction + CDSW,

G'A, w(z) est une DSW + CDSW.

si (vp,wp) € (3.177)
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Comme il a été indiqué lors de l'intégration de la solution périodique (cf. la Section 2.b),
londe cnoidale peut étre représentée par deux expressions Wia(z) ou Way(z). Le choix
de l'expression de 'onde cnoidale pour la description de la DSW ou de la CDSW est
simplement déterminé par la comparaison entre les deux densités relatives wg et wp et
le type de solution (A_ = cste ou Ay = cste) : les différents cas sont présentés dans le

tableau 3.1.

FiGURE 3.30 — Représentation des
différentes solutions en onde simple
et en onde de contact en fonction
de la position de la limite (vp,wp)
sur le lieu A (v, w) = A§ représenté
en trait plein rouge (—). Le point
G représente la limite (vg,wg) et
G’ son symétrique par rapport a
Panti-diagonale w = —wv. Les en-
carts représentent la variation des
invariants de Riemann (hydrodyna-
miques et de la théorie de Whi-
tham) : la variation de A_ est
représentée en trait plein bleu (—),
et la variation de Ao en trait plein
vert (—).

FIGURE 3.31 — Représentation des
différentes solutions en onde simple
et en onde de contact en fonc-
tion de la position de la limite
(vp,wp) sur le lieu A_(v,w) = A\
représenté en trait plein bleu (—).
Le point G représente la limite
(va,we) et G' son symétrique par
rapport a la diagonale w = v. Les
encarts représentent la variation
des invariants de Riemann (hydro-
dynamiques et de la théorie de
Whitham) : la variation de Ay
est représentée en trait plein rouge
(—), et la variation de A3 en trait
plein orange (—).

ii. Condition initiale générale

A Daide des solutions élémentaires déterminées précédemment, on peut maintenant
construire la solution dans un cas plus général, c.a.d. pour un choix des parametres
(vg,wa) et (vp,wp) quelconque. Plus particulierement on peut construire le cas ou la
solution est constituée de deux solutions élémentaires séparées par un plateau. Comme

<
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il a été déterminé de fagon anticipée pour les ondes de raréfaction (cf. la Fig. 3.15), la
solution du probléme de Riemann est constituée d’une onde élémentaire A\ = Ay (vg, wa)
se propageant a gauche et d’une onde élémentaire A\_ = A_(vp,wp) se propageant a droite
reliées par un plateau (v, w) = (vy, wp) pour lequel les valeurs sont déterminés par :

Mg (v, wp) = A (vg,wg) et A_(vg,wp) = A_(vp,wp) . (3.178)

De facon pratique, on peut déterminer la structure de la solution géométriquement en
tracant dans l'espace des phases les arcs Ay (v,w) = A§ et A_(v,w) = AP (cf. Pexemple
de la figure 3.32) : bien que la solution du probléme de Riemann (v(z),w(z)) ne parcourt
pas nécessairement ces deux arcs?, leur intersection fournit les caractéristiques du pla-
teau (vg, wp).

Dans un premier temps, on peut déterminer & quel type de solution élémentaire correspond
I’onde se propageant a gauche Ay = )\f en comparant les positions relatives des points
(v, wa) et (vo, wp) et en utilisant la disjonction de cas effectuée dans I’équation (3.176) et
dans la figure 3.30. En reprenant le dénomination utilisée dans I’équation (3.176), la limite
(vp,wp) correspond ici au point représentant le plateau (vg, wp). De méme, on détermine
a quel type de solution élémentaire correspond l'onde se propageant a droite A\_ = AP
en comparant les positions relatives des points (vg, wp) et (vp,wp) et en utilisant la dis-
jonction de cas effectuée dans I'équation (3.177) et dans la figure 3.31. En reprenant le
dénomination utilisée dans 1’équation (3.177), la limite (vg,wg) correspond ici au point
représentant le plateau (vg, wp). A titre d’exemple, on étudie la situation suivante :

(va,we) = (=0.15,0.3) et (vp,wp) = (0.8,—0.15) . (3.179)

En tracant les lieux Ay (v,w) = A et A_(v,w) = AP dans la figure 3.32, on remarque
qu’ils se croisent au point (vg,wp) ~ (0.16,0.58) correspondant & un plateau pour les
champs v et w. D’apres la figure 3.32, le point (vg, wg) est dans le méme triangle de mono-
tonicité que la limite (vg, wg) (triangle NLS+) et la solution élémentaire reliant les points
(va, wa) et (vg,wp) correspond & une onde de raréfaction d’apres la disjonction de cas
effectuée dans la figure 3.30 [ou (vp,wp) correspond ici au point (vg,wp)] : de fagon plus
simple, puisque les points (vg, wg) et (v, wy) appartiennent au méme triangle de monoto-
nicité, I'inégalité A_(vg, we) < A—(vo, wp) permet de conclure que I'onde se propageant a
gauche correspond a une onde de raréfaction. Au contraire, le point (vp, wp) n’appartient
pas au méme triangle de monotonicité que le plateau (vg,wp) et il est nécessaire d’utili-
ser la figure 3.31 afin de déterminer a quelle solution correspond 1’onde se propageant a
droite A\_ = A_(vp,wp). D’apres la disjonction présentée dans la figure 3.31 la solution
reliant (v, wo) et (vp,wp) correspond alors & une DSW+CDSW. La solution compléte est
ensuite déterminée en raccordant les différentes blocs élémentaires : onde de raréfaction
+ plateau + (DSW+CDSW) ; les vitesses z des raccordements entre les différents blocs
sont déterminées analytiquement en suivant respectivement la Section 3.b pour 'onde de
raréfaction et la Section 4.c pour la DSW+CDSW. Cette solution est représentée dans la
figure 3.33 et montre un bon accord avec la résolution numérique du probléme de Riemann.

iii. Vacuum point et ondes cnoidales non-modulées

La construction décrite précédemment n’est cependant pas toujours possible. En effet,
il est possible que les arcs décrit par Ay (v, w) = A§ et Ay (v,w) = AP (cf. l]a Remarque

23. On rappelle que la solution (v, w) parcourt un arc d’ellipse si elle est décrite par ’approximation
hydrodynamique, ce qui n’est pas toujours le cas comme on ’a présenté dans les parties précédentes.
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FIGURE 3.32 — Représentation dans
Pespace des phases de la construction
de la solution du probléeme de Rie-
mann (3.179). La limite G = (vg, wg)
est reliée au plateau (vg,wg) par une
onde de raréfaction Ay = cste comme
le montre le premier encart. Le pla-
teau (vo,wp) est ensuite relié a la li-
mite (vp,wp) par une DSW+CDSW
comme le montre le second encart. Il
est important de souligner ici que le
lieu A_ = cste représenté en trait bleu
(—) est utile simplement a la construc-
tion de la solution et ne représente par
la variation des champs v(z) et w(z)
dans ’espace des phases.

FIGURE 3.33 — Résolution numérique

1.00
des équations de Landau-Lifshitz raréfaction

(3.26) a t = 200 avec la condition 7] Lo

initiale (3.80) choisie avec les limites — 050{ |
gauches et droites définies par (3.179). 0.251 '

1
DSW+CDSW i

La solution analytique est tracée en !
pointillés rouges (--) et est construite  0-007 E
selon le schéma de variation des in- (95 |
variants de Riemann déterminé dans i
I
I
I
I
I
I
I
Il

. . —0.50 1
la figure 3.32. Les lignes verticales
en pointillés noirs correspondent aux —0.757
différentes  vitesses z déterminées _q (g, i i i i i
analytiquement. -15 —-1.0 —-0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

ey Y I

3.9) ne peuvent se croiser et qu’il n’existe par conséquent aucune solution en onde simple
ou en onde de contact reliant les limites gauche et droite. Cette condition de non croi-
sement s’écrit a 'aide des invariants de Riemann : )\f < AP, Le probléeme de Riemann
peut cependant étre résolu de fagon explicite (cf. I’Article 4) et on peut montrer que cette
condition évolue en un vacuum point correspondant a la formation d’un plateau de pola-
risation nulle : w(z) = 0 ou de vitesse relative nulle v(z) = 0.

Il existe de plus une situation pour laquelle, bien que les deux arcs Ay (v,w) = )\f
et Ap(v,w) = AP se croisent, il n’existe pas de solution en onde simple - ou en onde
de contact : \& > )\2 . Dans ce cas la description de la structure oscillante observée
numériquement par la modulation d’'une onde & une phase échoue. Proche des limites
NLS et KB (cf. la Section iii), il est cependant possible de décrire la structure par une
onde cnoidale non-modulée dans une premiére approximation. Plus de détails quant &
Iintégration de ces deux solutions sont fournis dans I’Article 4.
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FIGURE 3.34 — Comparaison de lIa
_____ ‘ _ 6g/g:0‘ résolution numérique de I’équation de
Landau-Lifshitz (3.26) (6g/g = 0) avec
la résolution des équations de Gross-
Pitaevskii (1.14) (é9/g = 0.05 et
dg/g = 0.2) pour la méme perturbation
initiale de la polarisation représentée
ici en pointillés noirs. Les résultats
sont trés similaires et la limite Landau-
Lifshitz constitue un trés bon modéle
pour décrire la dynamique de polarisa-
tion méme pour un régime éloigné de
la limite de Manakov (dg/g = 0.2).

— 0g/9=0.05
— §g/g=0.2 |

4.e. Conclusion

Gréce au caractere intégrable de I’équation de Landau-Lifshitz, on a pu intégrer dans ce
chapitre de nouvelles solutions non-linéaires aux condensats de Bose-Einstein & deux com-
posantes. On a notamment dérivé une nouveau soliton algébrique d’énergie nulle (3.78),
ouvrant ainsi la question de la stabilité de ces nouvelles structures a plusieurs dimensions.
Dans un second temps on a résolu le probleme de Riemann pour 1’équation de Landau-
Lifshitz pour une condition initiale discontinue. On a notamment classé les différentes
solutions en comparant les valeurs des invariants de Riemann hydrodynamiques limites
Ag et )\li) . Durant cette classification, on a remarqué que I’équation de Landau-Lifshitz
peut décrire deux régimes limites :

e un régime de densité relative élevée |[w — 1| < 0 régit par une équation non-
linéaire de Schrodinger (dont le probléeme de Gurevich-Pitaevskii a été résolu dans
la Ref. [164]),
e un régime de vitesse relative élevée |v — 1| < 0 régit par une équation de Kaup-
Boussinesq (dont 'étude fait I'objet de I’Article 3).
L’équation de Landau-Lifshitz constitue un modeéle permettant de relier ces deux régimes
a l’aide de solutions atypiques que 1'on a qualifié d’ondes de choc mixtes (cf. la Section 4.c).

Bien que I’équation de Landau-Lifshitz ait été dérivée dans la limite go < g1, la com-
paraison avec les simulations numériques des équations de Gross-Pitaevskii (1.14) (cf. la
Fig. 3.34) montre que les équations de Landau-Lifshitz constituent un trés bon modele de
champ moyen pour décrire la dynamique de polarisation. Les résultats dérivés dans ce cha-
pitre ne peuvent étre ici comparés quantitativement & 1’expérience [45] : dans expérience
menée par le groupe d’Engels, le train de solitons sombre-brillant est généré par instabilité
modulationnelle séparant alors les deux especes. Ces structures ne correspondent pas aux
solitons magnétiques dérivés ici (3.73) et violent la condition de mélange 6 # 0[r] utilisée
pour dériver la dynamique de Landau-Lifshitz. Tres récemment, une nouvelle expérience
[143] a été développée dans une situation proche de la vraie miscibilité 6 # 0[n] (cf. la
Fig. 3.35). Dans cette expérience, les auteurs étudient la propagation d’un soliton sombre
— anti-sombre (dark-antidark soliton en anglais); cette nouvelle dénomination est jus-
tifiée par I'absence de contrainte sur la densité totale d’atomes : au contraire du soliton
magnétique, le soliton sombre — anti-sombre ne constitue pas une excitation pure de la
dynamique de polarisation : p(z) # pp. Les résultats sont trés prometteurs et ouvrent la
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voie a l'observation expérimentale des ondes de choc dispersives présentées dans ce cha-
pitre.

FIGURE 3.35 — Comparaison expérimentale

entre le soliton sombre-brillant (a gauche)

et le soliton sombre — anti-sombre (a I1.-1)
droite) effectuée dans la Ref. [143]. Les
deux situations sont réalisées pour un
mélange de deux états hyperfins de ’atome
de 8"Rb.

11,0
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Article 2 : Dispersive hydrodynamics of nonlinear
polarization waves in two-component Bose-Einstein
condensates

Cet article représente une étape dans notre compréhension de la dynamique de po-
larisation. Nous avons dérivé explicitement toutes les solutions a une phase et résolu le
probléeme de Riemann dans un cas particulier. Cela a été possible sans faire référence a
lintégrabilité des équations de Landau-Lifshitz : nous avons pour cela utilisé une méthode
introduite par G. El [155] qui fournit des informations utiles mais non exhaustives sur
I’onde de choc dispersive qui se forme lors de I’évolution spatio-temporelle du systeme.
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1 Introduction

As demonstrated in various physical contexts, the interplay between dispersive and nonlin-
ear effects can lead to a number of spectacular phenomena as, for instance, the formation of
solitons and vortices. Bose-Einstein condensates (BECs) display both effects: (i) dispersion
which is due to the so-called quantum pressure and (ii) nonlinear properties due to the inter-
action between the condensed atoms. Already in a pioneering paper, Bogoliubov [1] showed
that the combination of these two features yields reconstruction of the ground state of the
many-particle system, with formation of new types of elementary excitations—Bogoliubov
quasiparticles. The generalization of the Bogoliubov method to nonuniform time-dependent
systems by Gross [2] and Pitaevskii [3] permitted to develop the theory of quantum vortices
and later Tsuzuki [4] demonstrated the existence of dark solitons in a one dimensional model
of weakly interacting bosons. After the experimental realization of BEC in ultracold gases,
dark solitons were observed first in a one-dimensional geometry under the form of dips prop-
agating along a stationary background [5, 6] and then in two dimensions under the form of
stationary oblique solitons [7-9] generated by the flow of an exciton-polariton condensate
past an obstacle [10,11]. More complicated nonlinear wave structures were experimentally
observed [12] and interpreted as dispersive shock waves, the description of which can be de-
veloped in the framework of Whitham’s theory of modulations of nonlinear waves [12,13] (for
a recent review on modulation theory of nonlinear waves see, e.g., Ref. [14]).

The experimental realization of condensates consisting of two (or more) species has opened
the possibility of studying even richer dynamics triggered by the additional degree(s) of free-
dom consisting in the relative motion of the components. These are new modes that can in-
teract with each other leading, in particular, to different types of solitons. For two-component
systems these new modes can be visualized as pertaining to two types of waves: “density
waves” with in-phase motion of the two components and “polarization waves” with counter-
phase motion of the components. In the simplest situations these two types of excitations
decouple: the first type does not involve relative motion of the components and the second
type of waves does not affect the total density of the condensate. In the small amplitude limit
these two types of waves and the distinction between density and polarization excitations were
studied, e.g., in Ref. [15].

It has been recently noticed [16] that the polarization dynamics can be separated from the
density dynamics even for the case of large amplitude waves if the difference between intra-
and inter-species interaction constants is small, and this observation was applied to the theory
of polarization solitons—which were denoted as “magnetic solitons”. In the present paper we
extend the method of Ref. [16] to the general case of polarization dynamics in two-component
BECs with small difference between the nonlinear interaction constants. In section 2 we derive
the general equations of the polarization dynamics. In section 3 we study their traveling wave
solutions that include, as a limiting case, the soliton solution found in [16] and in Sec. 4 we
study the dispersionless limit of the nonlinear polarization waves. This forms the basis for
discussing in section 5 the evolution of initial discontinuities in the polarization distribution.
We show that such discontinuities evolve into a wave structure consisting in a rarefaction wave
separated from a dispersive shock wave by a plateau with constant polarization and relative
flow velocity. The main characteristics of this structure are calculated with the use of Whitham
theory and are shown to compare very well with the results of numerical simulations. The
relevance of our results for experimental studies is discussed in section 6. Our conclusions are
summarized in Sec. 7 and some technical aspects are detailed in Appendixes A and B.
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2 Model and main equations

We consider a one-dimensional BEC system described by a two-component spinor order pa-
rameter W(x,t) = (y4,7,)" (where the superscript * denotes the transposition) obeying the
following coupled Gross-Pitaevskii equations

. n?
by + 20, = gy P+ (= 5 g =0, W

In Egs. (1), it has been assumed that the two intra-species non linear coefficients gy, and g
have the same value, denoted as g. For instance, this is exactly realized in the mixture of the
two hyperfine states |[F = 1,my = £1) of ?*Na [19], and, to a good approximation, in the
mixture of hyperfine states of 8’Rb considered in Ref. [20] (|F,mz) = |1,1) and |2,2)). The
inter-species coefficient g, is written as g — 6 g, and we assume that

0<6gKkyg. (2)

Both conditions are realized in the above presented cases of 2Na (5g/g =~ 0.07) and 8Rb
(6g/g ~ 0.01). The left condition is the mean-field miscibility condition of the two species
(see, e.g., Refs. [21,22]). The right condition will be shown later to lead to important simpli-
fications in the dynamics of the system.

We represent the spinor wave function as

Y1\ _ ie/2 €OS 3¢ P 2eitn
( Yy ) vpe sin%eid’/ze_i“lt/h ' 3
In this expression, p(x,t) is the total density and 6(x, t) governs the linear densities of the
two components: p;(x,t) = |1/)T|2 and p(x,t) = lel2 (cf. Egs. (18) in the case of a constant

total density pg). ®(x,t) and ¢(x, t) act as potentials for the velocity fields vy and v; of the
two components. Namely

060 = 2@, = 9,), Wlo 0= 5@+ §y). @

By means of the substitution (3) the Gross-Pitaevskii system (1) is cast into the form

hZ
hp, + o [p(® —p,cosO)], =0,
m

n(p: p n? cotd 12
o, 4+ [ Dx Pxx ) T 0.). + L (2 + b2+ 02)+ (20 —§ p)=0,
t 2m(2p2 P 2m 2p (P O 4m( P o0+ (28—68)p—po)
2 12
hef + (¢xp sin@)x + —@xex =0,
2mp 2m
2 K2
h¢t—2—.(p 0,) +—®,¢p,—6gpcosd =0,
mp sin 6 2m

)

where it is assumed that at equilibrium both components are at rest and both have the same
uniform density. The total density is denoted as pg. In this case the chemical potentials take
the same value: uy; = u; = (§—0g)po/2. As is known, in such a system there are two types of
waves that can be called “density” and “polarization” waves. In the small amplitude and long
wavelength limit the velocity of polarization waves that correspond to the (mainly) relative

motion of the components is equal to
P08
c, = \| =—=. 6
=\ om (6)

3
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In the limit (2) c, is very small compared to the long wavelength velocity ¢4 of density waves
[mcczl = po(g—05g/2)]. Following Ref. [16], we introduce also the “polarization healing length”

g S (7
" V2mpedg

Then the characteristic time scale for the polarization dynamics can be measured in units of

Ep n
Tp:—:

©))

Cp Po5g'

T, and &, are much larger than the corresponding characteristic time and length associated
with density waves, and for the study of the polarization nonlinear waves it is thus appropriate
to pass to the non-dimensional variables
X t
=—, T=—. ©)
Ep T,
Then a very important consequence can be inferred from the second equation (5) that, in new
non-dimensional variables, can be written as

¢

2
P—Po_ 5—g-{C"t@(peg)g—q%—&+%—1(¢§+¢§+9§)+ﬁ—1}. (10)
Po 2g P 202 p 2 Po
We see that for 6 ~ 1 at space and time scales of order (7) and (8), correspondingly, the right-
hand side becomes small if 5g/g < 1. In this case we can assume at the leading order that
P & Py, so that the polarization hydrodynamics is decoupled from the density dynamics. This
important feature of the two-component BEC dynamics with a small difference of the inter and
intra-nonlinear constants was first indicated in Ref. [16] for the case of polarization solitons.
The appearance of the cot 8-function in the first term in the braces shows that the condition
6g/g < 1 should be complemented by another condition: 6 should not be too close to zero
or 7 so that the right-hand side of (10) remains small. Thus, in addition to (2), we assume
also that

max{@,n—9}>>%. 11D
g

This condition implies that the densities p; or p; are not too close to p, or 0, cf. Egs. (18).

If the conditions (2) and (11) are fulfilled, then the density and polarization dynamics
are decoupled and we can study the polarization dynamics separately assuming that p(x, t) =
po = const and disregarding the second equation in the system (5). This approximation greatly
simplifies the other equations. The first one reduces to

If we choose to work in a reference frame in which there is no flux of the total density, Eq. (12)
simplifies to
b, = d)gcose , (13)

and ®, can then be excluded from the remaining two equations. This yields the system

0:+260; prcos0 + pyrsind =0,

0 (14)

qST—cosQ(l—qS?)— 0.

sinf
This closed system of nonlinear equations shows that, for time scales of order T, and length
scales of order &, the polarization degree of freedom decouples from the density degree of

4
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freedom, even in the nonlinear regime. All dimensional parameters have been scaled out from
Egs. (14) which thus correspond to a universal behavior of polarization waves. Note here that
the relevant characteristic time (8) and length (7) have been identified for equal densities of
both components (and will keep the same value throughout the paper), but the validity of the
system (14) does not rely on this assumption: it describes the polarization dynamics in the
limit (11), for a system verifying (2). In this case, we see from Eq. (10), that the ratio of the
amplitude of density waves with respect to the one of polarization waves is roughly of order
6g/8.

The system (14) can be derived from the Hamilton principle of extremal action [16] for a
Lagrangian A = f % d{ with a Lagrangian density

1 .
.£€=¢Tc059—§[9§+(¢§—1)s1n29] . (15)

From this expression we can write the (correctly dimensioned) energy of the system under the
form

1
E:§p§5g§pfd§’u(§',r). (16)
where Y 1
— _ 2 2 s 2
u—¢T7¢T+9Ta—9T—$—§I:6C +(¢§—1)51n 9] (17)

is the energy density corresponding to the Lagrangian (15). This expression coincides with the
energy of ferromagnetic bodies in dissipationless Landau-Lifshitz theory [17] with account of
dispersion and uniaxial easy-plane anisotropy.

The system (14) can be cast into other forms that may be more convenient in some in-
stances. In particular, the angle 6 is related to the density of each component by the formulas

1 1
Py = §p0(1+C059), pL= zpo(l—COS 0), (18)

hence
Pr—Py
Po
is the variable describing the variations of the relative density. On the other hand,

w=cosO = (19)

A4

p

represents the non-dimensional relative velocity of the components. In terms of the two vari-
ables (w, v) which have clear physical meanings, the system (14) takes the form

we—[A—w?W] =0,

1 we 21
c—[(1—v?2 ( )} =0.
ve—[(1—v )W]C+|:\/1—W2 el ),

This system coincides with the one-dimensional version of the system derived in the recent
preprint [18] for hydrodynamic description of magnetization dynamics in ferromagnetic thin
films.

For subsonic flows with velocities |v| < 1 we can introduce a variable o such that

Vv =coso, (22)
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and then in terms of (6, o)-variables the system of equations of the polarization dynamics
reads

6;+2cosf -coso -0y —sinb -sino - o, =0,

1 (0 23
0;+2cosb-coso -0y —sin6 -sino -6, + — ( ,ZC) =0. (23)
sing \ sin @ ¢

The importance of distinguishing subsonic from supersonic flows—an essential assumption
for being able to write the relation (22)—can be seen from the following observation: consider
a stationary uniform background characterized by a relative density w, and a relative velocity
vo. Linear perturbations of the form

w=wy+w, v=vy+v, where w({,7),v'({,7) o< expli(k{ —wT)],

obey the following dispersion relation:

w = (2wove £ /(1 — w1 —v2) +k2) k. (24)

By definition we always have |wy| < 1, however v, can have any value, and for |vy| > 1
the frequency w is complex for small enough wavevectors k. This implies a long wavelength
instability of supersonic relative motions of two-component superfluids, more precisely for a
background relative velocity v — v; larger than 2¢,. This mechanism of instability has been
first theoretically studied in Ref. [23], and the regime (2) we consider here corresponds to
what is denoted as “strong coupling” in this reference.

We note here for future use that, for subsonic flows with wy = cos 8, and v, = cos 0, the
dispersion relation (24) can be written as

w= (2 cos oy cos Oy £ \/sin2 0 sin? 6, + kz) k. (25)

The long wave length behavior of the dispersion relations (24) and (25) is linear and corre-
sponds to a velocity of sound in the laboratory frame

c=2wyvy £ \/(1 —w2)(1—v3) =2cos o cos By £sinogsin by . (26)

For a uniform system in which both components have equal densities (wy, = 0) and no relative
velocity (v = 0) one gets ¢ = £1, i.e., going back to dimensional quantities, the speed of the
polarization sound is ¢, as expected.

3 Traveling waves and solitons of polarization

In this section we consider traveling wave for which the physical variables 6 and v depend on
& = —V7 only, V being the phase velocity of the wave. In the framework of the system (14)
this corresponds in making the ansatz that the velocity potential ¢({,7) and 6({, T) can be
represented as

¢, 1) =q¢+ (&), 6=06(5) (27)

Substitution into the first equation of the system (14), multiplication by sin 6 and integration
give at once
B —cos 6

28
sin® 0 (28)

br=—q+V-
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where B is an integration constant. Substituting this expression into the second equation of
the system (14) gives after simple transformations the equation

(B—cosH)(BcosO —1)
O =V2-
& sin® @

—sinf cos O + Vqgsin6. (29)

Multiplication by 6; and integration yield the final equation for the variable w = cos 6:

W% =—Qw), with Qw)=w*—2Vqw?+(C—-1)w?+2V(¢—VB)w+V3(1+B%)—C, (30)
where C is an integration constant. The four parameters V,q,B, C can be expressed in terms
of the four zeroes w; < w, < w3 < w, of the polynomial

4
Qw) = I_[(W—Wi) = w* — ;w3 + 5w — 53w + 54, (31)
i=1

where the s;’s are standard symmetric functions of the zeroes w; !. In particular, we obtain

1 /
V::I:E[Q(l)+Q(—1)+2\/Q(1)Q(—1)]1 g (32)
and 5

The solution of Eq. (30) can be expressed in terms of Jacobi elliptic functions and, without
going into well-known details (see, e.g., [24]), we shall present here the final results.

The variable w can oscillate between two zeroes of the polynomial Q(w) where Q(w) < 0
provided these two zeroes are located in the interval [—1,1]. There are two possibilities,
labeled as (A) and (B) below.

(A) In the first case the periodic solution corresponds to oscillations of w in the interval

w; <w < w,. (34)

The solution of Eq. (30) can be written as

w

dw

w, VW —wwy —w)(wz —w)(wg—w)

£= (35)

To simplify the notations, we put in (35) (and in all subsequent similar equations) the inte-
gration constant &, equal to zero. A standard calculation yields

(wy —wq)en?(W, m)

W 1+ %an(w, m)’ (30)
where
W = /(w3 —wi)(ws —wp) /2, = Eﬁ::ﬁgggi:xg, (37)
cn and sn being Jacobi elliptic functions [25]. The wavelength is given by
4K (m) 38)

- \/(W3 _W1)(W4—Wz),

1 — — — —
1= 2, Wi, S5 = Zi;éjWin, S3 = Zi;éjyékyéi ww;w; and s, = TLw;.
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where K(m) is the complete elliptic integral of the first kind [25]. In the limit w3 — w,y
(m — 1) the wavelength tends to infinity and the solution (36) transforms to a soliton

Wy — Wy

w=w,— — . 39)
2 cosh?w + 22U sinh? W
4~ W2
This is a “dark soliton” for the variable w = cos 6.
The limit m — 0 can be reached in two ways.
@) If wy — wq, then we get
1

w=w,— E(Wz —wy)cos[k({—V )], where k= \/(W3 —wp)(wy —wq). (40)

This is a small-amplitude limit describing propagation of a harmonic wave.
(ii) If w4 = w5 but w; # w,, then we get a nonlinear wave represented in terms of trigono-
metric functions:

_ 2
(wp —w,) cos W, where W = /(w3 —w;)(ws —w,) /2. (41)

w=wsy— o
27 W1 a2

1+ m sin“ W

If we take the limit w, —w; < w3 —w in this solution, then we return to the small-amplitude

limit (40) with w4 = ws. On the other hand, if we take here the limit wy, — w3 = wy, then

the trigonometric functions in (41) have a small argument and can be approximated by the

first terms of their series expansions. This yields a solution which we denote as an “algebraic

soliton”:
Wy — Wy

= — . 42
N A S B (L (42
(B) In the second case the variable w oscillates in the interval
Wa S w S W4 (43)
so that instead of (35) we get
v dw
&= . (44)
ws Vv w— wi)(w—wy)(w—w3)(wy —w)
Again, a standard calculation yields
W4 — Wa)en? W, m
W:W3+( 4W4_;’3) 2( ). (45)
1+ wazw, SIh (W, m)

with the same definitions for W, m, and L as in Eqs. (37) and (38). In the soliton limit
w3 = wy (m — 1) we get

+ Ya— 2 46)
w=w .
2 cosh? W + % sinh? W
2 1
This is a “bright soliton” for the variable w = cos 6.
Again, the limit m — 0 can be reached in two ways.
(i) If wy — wa, then we obtain a small-amplitude harmonic wave
1
w=Ews+ E(W4 —ws)cos[k({—VT1)], where k= \/(w3 —wq)(wsg —wy). 47)

This is a small-amplitude limit describing a harmonic wave.
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(i) If wy = wy, then we obtain another nonlinear trigonometric solution,

(wy —ws)cos W

, Where W= '\/(Wg —wp)(wy—wq)E/2. (48)

w=wsz+ "
4~ W3 s 2
1+ Wawy sin“ W
If we assume in this solution w, —w3 < w4 —w1, then we reproduce the small-amplitude limit
(47) with wy = wq. On the other hand, in the limit w3 — w, = w we obtain the algebraic

soliton solution:
W4 —_ W]_

1+ (wy—w)2((—VT1)?2/4

This ends the general presentation of the different solutions of Eq. (30).
It is now interesting to discuss in more detail the soliton solutions which play a special

role in the description of dispersive shock waves (Sec. 5.2). The bright soliton solution (46)

corresponds to an increased number of particles in the “up” component:

w=w;+ (49)

AN; = J dx (p?Ol —p%o)) , (50)

where p%o) = po(1+w;)/2 is the background density of the up component and p?"l(g ,T) =
Po(1+w)/2, w(&) being given by (46). One gets

Wy — Wy

AN; =2 po&, arctan (51

wy—wy
The soliton is characterized by the three zeros w;, w,y(= w3) and w, which relate to the
physical variables w (relative background density of the components), V (velocity of the
soliton) and v, (relative background velocity of the components) through

wy=wq, and wy; =vo(V—vowy) £ \/(1 — vg)[l —(V—vowg)?]. (52)

The energy of the soliton is the difference between the energy (16) of the system in the pres-
ence and in the absence of the soliton. It reads E,,; = %5gp(2)£pé” = %hpocpg where

8=Jd§[u(§ —%(vé—l)(l—w%)], (53)

u(&) being here the energy density (17) computed for the distribution (46). It is shown in
Appendix A that

&= 2+/(ws—wy)wy—wy) = 24/ (1 —v2)(1—w2) — (V — 2vow,)? . (54)

The soliton solution found in [16] is reproduced from Egs. (39) and (46) if we consider the sit-
uation where the two components have equal background densities (w, = 0), and no relative
velocity (vo = 0). In this case, one gets from Eq. (52)

Wy = W3 :0, and W4/1 == 1—V2, (55)
that is Q(w) = w?(w? — 1 + V?) which agrees with formula (32). As a result we obtain

Vv1—-V2
= 0==+ ) 56
W= eos cosh[\/l —V2 ((—V’c)] 6

and Egs. (18) give the corresponding densities of each component. From (51) and (54), one
sees that this soliton corresponds to an increase of the number particles of the up component

9
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AN; = 5pg €, and to an energy Ey, = fipgc,v/1—V?2, in agreement with the findings of
Ref. [16]. Note however that the existence of polarization solitons of the form (39) and (46) is
not restricted to the condition of equal background densities pqg = p o considered in Ref. [16].

Our approach made it possible to identify new algebraic solitons (42) and (49) with unique
properties which we now briefly discuss. The algebraic soliton (49) can be obtained as the
limit w,(= w3) — w; of (46). It corresponds to an increased number of “up” particles AN; =
npo&,. At variance with the case of dark/bright solitons, once the background parameters w
and v, are fixed, the velocity V of an algebraic soliton is not free. One finds that it is fixed to
be exactly the sound velocity (26). For an algebraic soliton, one has w, — w; and thus the
energy (54) of such a soliton is zero, as can be checked directly from (49) and (53).

Also note that the dark/bright solitons (39) and (46) are of a quite different nature than the
one identified by Busch and Anglin in Ref. [26] and observed in Ref. [27]. It can be shown that
if one considers the limit of a stationnary soliton of type (46) with no pedestal (wy — —1), then
one does not reach the limit of the dark-bright solitons of Ref. [26], but instead one obtains
an algebraic soliton of the form p({,7) = po (1 +¢* 7.

4 Dispersionless approximation and simple-waves

4.1 Dispersionless hydrodynamics and Riemann equations

If the velocity and density distributions v and w are smooth enough, that is, if they experience
little change over one polarization healing length (7), then we can neglect the dispersion
effects described by the last terms in the second equations of the systems (21) and (23)2 This
corresponds to the so-called dispersionless approximation. We shall present the corresponding
equations in two forms—for the variables (w, v),

w,—[(1-w?W], =0, v, —[(1—v)w], =0, (57)
and for the variables (0, 0),

0 +2cos6 -coso - 0, —sinb -sinc -0, =0,
. . (58)
0. +2cos6-coso-o,—sinb -sino - 6, =0.

These are equations of hydrodynamic type which can be studied by means of well documented
methods.
First of all, we find at once from the system (58) that the variables

rn=o0—60, and r,=0+86 (59)
satisfy the equations
3 rl’z 3 r]_’z
7 + Vi 5(r1, rZ)a_g =0, (60)
where 3 1
Vig= 5 cosryg+ 5 cosry 1 =2coso cosB £sinosin6, (61)

or in terms of the variables (v, w)

Vi =2wv £ /(1—w2)(1—v2). (62)

2In this regime, the dispersion relation (24) can be approximated by a straight line of slope c [c being the speed
of sound, as given by (26)], which is legitimate when k < 1, i.e., for wave lengths large compared to &,,.

10



Scil SciPost Phys. 1(1), 006 (2016)

The characteristic velocities V; and V, are the velocities of propagation of small disturbances
along a non-uniform background (6, o) or (w,v), correspondingly. In the case of a uniform
background w = wy = cos 6y, v = vy = cos T they coincide with the sound velocities (26).
The variables r , are called Riemann invariants, and Egs. (60) are the hydrodynamic equa-
tions written in the Riemann invariant form (see, e.g., Ref. [28]). They have the familiar form
of equations of compressible gas dynamics written in terms of the Riemann invariants, how-
ever the relationships between the Riemann invariants and the physical variables are more
complicated here than for a gaseous system. Once r; and r, have been found, the physical
variables w, v are given by

w=cos[(r; —ry)/2], v=cos[(r;+7ry)/2]. (63)

At this point, we have reduced the polarization hydrodynamic equations to the symmetric
Riemann form (60). We shall now study a special class of solutions of these equations.

4.2 Simple wave solutions

In the framework of the hydrodynamic approximation a special role is played by the so-called
simple wave solutions that are characterized by the fact that one of the Riemann invariants
(59) is constant along the solution, so that the system (60) reduces to a single equation of the

Hopf type. For example, let ry = rg = const; then we get the equation

or 0,971

%"'Vl(rl:rz)a_g =0 (64)
for the variable . This equation admits the well-known solution

{=Wi(r,r)T = f(r1), (65)

where f(r1) is an arbitrary function. Equation (65) determines the dependence of r; on { and
7 in an implicit form. The function f (r;) can be thought of as the inverse function of the initial
distribution of r; at the moment T = 0, i.e., f 1({) = r1({, T = 0). The simple wave solution
with constant Riemann invariant r; = r? = const can be easily written in a similar form.

The importance of the simple wave solutions is related to the fact that, generally speaking,
a hydrodynamic solution of a typical problem consists of different functions defined on several
regions in the (¢, 7)-plane separated by lines of discontinuity of the fields (here 6 and o).
Along the so-called weak discontinuities one has discontinuities of the derivatives while the
functions remain continuous. In particular, if the fluid flow has a boundary with adjacent qui-
escent fluid, then this boundary is a weak discontinuity and the neighboring flow is described
by a simple wave solution (see, e.g., [28]).

A special role is played by self-similar solutions, for which r; , depend on the self-similar
variable z = {/7 only. In particular, such solutions appear in problems where the initial dis-
tributions do not contain parameters with dimension of a length, e.g., in the case of initial
discontinuities with abrupt jumps of the variables w and/or v (6 and/or o). The jump occurs
at some coordinate that can be taken as the origin of the {-coordinate frame. In this case,
r12 = r'12(2) and the hydrodynamic equations (60) take the form
dry

(V,—2)—L =0, (V,—z)—2=0. (66)
dz

Their solutions are evidently

ry = rg =const, and V;(ry, rg) =z,

0

0 (67)
or ry=r;=const, and V,(r{,ry)=z2.
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Figure 1: Distribution of 6(z) in the simple wave solution with fixed value of ry = o+ 6 =
11/2+ 6. The flow is attached on its right side to a condensate at rest with 8 = 6z and o = 7/2
which corresponds to the horizontal line. Here 2z = sin ;.

These are particular cases of simple wave solutions (65) with f = 0. Egs. (67) yield for the
variable 0 the distributions

1 2 1 N\ 1,
0 =:|:£ arccos gz—gcosr2 +£r2 +nm,
(68)

1 2 1 o\ 1,
or 6 ==+=arccos (—z — - cosry ) —-ry) +nm,
2 3 3 2
where the values of the constants (rg or r? and n € Z) and the signs are to be determined
from the boundary conditions.

Let us consider here such solutions in the case where a dispersionless polarization flow is
neighboring a condensate at rest. We shall first consider a self-similar simple wave matching
at its right side a quiescent condensate (i.e., with 0 = 1/2) where 8 = 6z = const. It is easy
to see from simple considerations [28] that its right edge, being a weak discontinuity, must
propagate to the right with the sound velocity ¢ = sin 6y [cf., (26)]; that is, this self-similar
flow has to satisfy the boundary condition 8 = 6y at z = 2z = sin 0. Simple inspection shows
that this is achieved by the first of solutions (68) (where r, = 0 + 6 = /2 + 6z = const) with
a lower sign and n = 0. Hence, owing to the relation arccos x = 11/2 — arcsin x, we obtain

1 (2 1. 1
0= 3 arcsin (gz + 3 sin OR) + EGR’ (69)

and, consequently, by virtue of constancy of r, = rg =7+ 6,

0=%7‘c+9R—9. (70)

It is usually supposed that 0 takes values in the interval 0 < § < 7, however any interval of
same length is suitable for the description of the physical variable w = cos 6. We shall use here
the equivalent interval

1 1 3 1
—_ — < < — —
4n+29R_9_4n+29R (71)
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Figure 2: Distribution of 6(z) in the simple wave solution; case (a) (see (73)). Here zz = sin 6,
ZOR = % Sin(290 — QR) — % Sin QR'

which is more suitable for the solution (69). The solution (69) does not cover all the interval
(71) over which one has

z(0)= gsin(ZG —6g)— % sin By . (72)

The resulting plot is displayed in Fig. 1 for a value of 65 chosen in the interval 0 < 0y < 7.

The left edge of this wave must have a boundary either with one of the general solutions
of equations (60), or with another simple wave with constant values of o and 6 (that is, with
a plateau in the density distribution). For future applications we shall confine ourselves to the
second possibility and demand that the left edge of the solution corresponds to 8 = 6, and,
consequently, to 0 = oy = /2 + 0z — 6, since r, is constant across our simple wave. Here
we have to distinguish two main typical situations denoted as (a) and (b) below.

Case (a): If

1 1
5 EQR < 0, < O, (73)

then the constant left flow characterized by o, and 6, is connected with the quiescent con-
densate at the right by a rarefaction wave shown in Fig. 2 (region zpz < z < 25 of this figure)
whose left edge propagates with velocity

3 1
Zor = 5 Sin(290 - QR) - E sin QR' (74)

The corresponding distributions of the density p; and the flow velocity v = cos o = sin(6 —
0r) are shown in Figs. 3 and 4, respectively.
Case (b):

3 1
9R<90<Z7T+59R. (75)

We will see that in this case there is an interval on the z-axis where the formal solution of
the hydrodynamic equations becomes three-valued. Although such a solution does not have a
direct physical meaning, it provides important relations remaining correct after replacement
of the nonphysical multi-valued parts of the flow by a dispersive shock wave. To be definite,
we illustrate such a situation in Fig. 5 which is drawn in the subcase we denote as (b1) in
which

1 1
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Figure 3: Distribution of py(z) in the simple wave solution; case (a). Here zg = sin 6, zop =
§ sin(26p — 6r) — 3 sin 6, Pro = Po 0s*(6/2), P1r = Po c0s*(6r/2).

0 Ill Z:g/’t

Figure 4: Distribution of v(z) in the simple wave solution; case (a). Here v, = sin(6, — 6z).
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Zr z2=(/7

Opb----

Figure 5: Distribution of 6(z) in the simple wave solution; case (b1) (see (76)). Here 2z =
sin QR, Zor = % Sin(290 — QR) — % sin QR'

Pt

PRF--------

Pro

|
|
|
1

Zr Zor z=(/7

Figure 6: Distribution of py(z) in the simple wave solution; case (b1). Here zz = sin 6y,
Zor = % Sin(290 - QR) - % sin QR'

In this case, in the region of the simple wave, 6(z) is given by the single-valued solution (69),
but the matching with the left and right boundaries can only be performed at the price of
overlapping the region of validity of the single wave solution with the ones of the plateau at
the boundary. This corresponds to an overall multi-valued solution, as shown in Fig. 5. The
corresponding plot of the density is shown in Fig. 6 and a similar graph can be plotted for the
flow velocity v(z).

In the subcase we denote as (b2) for which

1 1 3 1
ZTE+§9R<90<ZTL'+§6R, (77)

the simple wave solution obtained from (72) already corresponds to a multi-valued 6(z) and
the graphs of the formal hydrodynamic solutions can be easily plotted.

Let us now turn to a self-similar simple wave propagating to the left into a quiescent con-
densate with 0 = /2, 6 = 6; = const. This problem is obviously symmetric to the one
just studied: the left edge of the wave propagates here to the left with the sound velocity
¢ = —sin 6; that is, we have to satisfy the boundary condition 8 = 6; atz = z; = —sin 6;. This
time we have to consider the second of solutions (68) (where r; = o0 —6 = 1/2—6; = const)
with an upper sign and n = 0. Hence, we obtain

1 2 1 1
6= —3 arcsin(gz 3 sin QL) + EQL > (78)
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Figure 7: Distribution of 6(z) in the simple wave solution with fixed value of r; = 0 — 60 =
/2 — 6;. The flow with 8 = §; and o = ©/2 (condensate at rest) can be attached to this
solution on its left edge. It is shown by the horizontal line. Here z; = —sin 9;.

and, consequently,

1
O'ZETE—@L-FQ. (79)

It is clear that the plots for this case can be obtained from the previous ones by the change
z — —z replacing the notation 6y — 0;, etc. Therefore we shall illustrate such a situation only
by the plot of 6(z) which is displayed in Fig. 7.

Thus, we have obtained simple wave solutions which match on one boundary with a quies-
cent uniform condensate, and on the other with a flow with constant density and velocity—the
“plateau solution”.

Two important typical situations have been identified in this section. First, in some cases,
the plateau solution can be connected to a simple wave solution joining a quiescent conden-
sate on its other boundary. This is the situation illustrated in Figs. 3 and 4. For such flows
the dispersionless hydrodynamic approach is indeed legitimate, and it is just expected that a
more precise treatment of the weak discontinuities should exhibit a small amount of linear
radiation (on both sides of the simple wave). Such flows are called rarefaction waves. Second,
in some instances, the solution of the dispersionless hydrodynamic approach is multi-valued
in some regions of space, cf. Fig. 6. In these regions, the physical flow is expected to be a
dispersive shock wave, as commonly encountered in similar situations. In the next section we
shall consider a configuration where these two possibilities are realized.

5 Evolution of a step-like discontinuity

As a typical application of the theory, let us consider an initial step-like distribution of polar-
ization
0;, when (<O,

Q(C’TZO):{QR, when ¢>0. (80)
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and we assume here that the left and right asymptotic regions are both initially at rest,

, when (<0,
, when (>0.

L= 81)

Or

U(C,T=O)={

N3 NI

We shall consider this problem in the framework of the polarization dynamics governed by
Egs. (14), (21) or (23). We shall begin with the dispersionless hydrodynamic approximation
corresponding to Egs. (57) or (58) that can be written in the Riemann invariant form (60).

5.1 Hydrodynamic approximation

The step-like discontinuity evolves into a wave whose edges propagate into quiescent regions
located at { — £o0. If such an edge is represented by a weak discontinuity, then the adjacent
flow is described by a simple wave solution. The step-like initial distribution (80) does not
include any parameter having the dimension of a length and, consequently, the solution has
to depend only on the self-similar variable z = {/7 (and of course also, parametrically, on 6,
and 6g).

One cannot find a single simple wave joining its right and left boundaries with asymptotic
regions corresponding to the initial conditions (80) and (81). Instead, the initial discontinuity
evolves, for T > 0, into a more complex structure: an expanding self-similar wave consisting
of two simple waves separated by a plateau characterized by the constant parameters 6, and
0. One edge of each simple wave has a boundary with a condensates whose parameters
are given by one (the left or the right) of the boundary conditions (80) and (81), the other
edge matching the plateau distribution. As was discussed in the preceding section, along the
simple wave solution [matching with the left asymptotic region o = 7/2, 8 = 6;] we have
rn=0—0=mn/2—0;, =0y— 0,, and along the other simple wave solution [matching with
the right asymptotic region o = /2, § = 6g] we have ry = 0+ 0 = n/2+ 0y = 0y + 6.
These two conditions determine the parameters of the flow on the plateau:

1 1
6, = 5(e)L +6R), 0g= 5(G)R — 6, +m). (82)

Combining with the simple wave solutions (whose characteristics are discussed in the previ-
ous section), we find the full solution of the problem — determined within the dispersionless
approach — under the form

0;, z<gz,
%GL—%arcsin(%z—%sineL), 2z € (21,%0L)
0(z) = %(GL +6r),  2or <% < Zgg, (83)

%GR + %arcsin (%z + % sin GR) , 2 € (20> 2R),

9R7 z2> Zg,

where

z2; = — sin QL’
Zor = %sin 0, — % sin Oy,
3. 1. (84)
Zor = 5 Sin O — 5 sin O,
2g = sin Og.
The edge at { = —z; - T propagates to the left at velocity —sin 6; which is the sound velocity
in the left condensate. The edge at { = z - T propagates to the right with velocity sin 6z which
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is the sound velocity in the right condensate [cf. (26)], and the plateau is located between the
edges 2g; - T < { < Zpr - T.

Thus, for given values of the densities at both sides of the initial discontinuity (i.e. for
given values of 6; and 6g) one can calculate the parameters 0,, o, defining the plateau dis-
tribution from (82) and determining the “left” and “right” simple wave solutions joining the
quiescent condensates with the plateau. One of these simple waves represents a rarefaction
wave and the other one describes a formal non-physical multi-valued solution. This means
that the hydrodynamic approximation fails in the region where the flow is multi-valued and
we have there to take into account the dispersion effects neglected in the long wavelength
hydrodynamic theory. As a result of dispersion effects, the multi-valued region is replaced by
a dispersive shock wave which is an oscillatory nonlinear wave structure. Such a situation is
illustrated in Fig. 8. There the orange line describes the hydrodynamic approximation (83), for

1.0

— numerics 7=400
— dispersionless

PT/PO

Figure 8: p;/p, plotted as a function of z = {/7 at T = 400. The initial profile is given by
(85) and (86). The left and right asymptotic densities are p; ; /pg = cos?(6;/2) = 0.9045 and
P1r/Po = cos?(0z/2) = 0.6545. The dark blue curve corresponds to the numerical solution
of Egs. (14). The orange curve is the result of the dispersionless approximation. The inset
displays the blow-up of the region of the soliton edge of the DSW. The dashed (light blue) line
is the plot of the first soliton whose characteristics are determined in Sec. 5.2.

which the simple wave at the left of the plateau is multi-valued. The blue line corresponds to
the numerical solution of the polarization dynamics equations (14) for an initial profile given
by

v({,7=0)=0, and 9(§,T=O)=0R;9L+9R;9Ltanh(£), (85)
Zo
with
0, =02m, Ozg=04n, and {y=1. (86)

The value of { is not negligibly small, and the argument previously invoked for justifying the
self-similar nature of the flow does not hold for all times. Instead, the structure of the flow —
with a well defined plateau joined to both asymptotic regions by specific structures — does not
appear instantaneously, but takes a finite amount of time to get formed. As a result, the flow
can be considered as self-similar only for times large compared with this set-up time, which we
numerically evaluate to be of order of Ty, = 8 in the case of the initial conditions specified
by (85) and (86).
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It is clearly seen from Fig. 8 that both the right rarefaction wave and the plateau region
are very well described by the hydrodynamic theory, the dispersion effects leading only to
small oscillations in vicinity of the weak discontinuities located at the interface between these
two regions. On the contrary, the region of large amplitude oscillations on the left side of
the wave pattern is completely beyond reach of the dispersionless approach and in the next
subsection we shall use a theory able to describe such dispersive shock wave (DSW) structures
with account of dispersion effects.

5.2 Whitham modulation theory and Gurevich-Pitaevskii problem

As seen in Fig. 8, the numerical solution suggests that the dispersive shock wave can be seen as
a nonlinear periodic solution of the polarization equations — such as those studied in Section
3 —which is however modulated, as shown by the fact that the amplitude of the oscillations is
not constant. This modulation is gentle, in the sense that the parameters (amplitude, velocity,
period, etc.) of the wave change little over one wavelength and one period of oscillation. This
means that we can apply the Whitham averaging method for the description of this structure.
In his original paper [29], Whitham assumed that the evolution of slowly modulated nonlinear
waves can be described by equations obtained by averaging the densities and fluxes of the con-
servation laws over the rapid oscillations of the wave. He derived these averaged equations for
several nonlinear wave equations, in particular, for the case of cnoidal wave solutions of the
celebrated Korteweg-de Vries (KdV) equation, and—what was most remarkable from a mathe-
matical point of view—he succeeded in transforming these equations into a diagonal Riemann
form analogous to equations (60) obtained in the dispersionless approximation of hydrody-
namic flows. As it became clear later, this success was related to the specific mathematical
properties—complete integrability—of the KdV equation.

For the case we are interested in, a most important application of the Whitham theory
was suggested by Gurevich and Pitaevskii [30]. In their approach it was assumed that the
expanding DSW which develops after wave breaking can be described by the nonlinear periodic
solution of the wave equation provided the parameters of this solution change slowly with time
and space coordinate. They illustrated the method by applying it to the evolution of an initial
step-like discontinuity and to the formation of a DSW after the wave breaking moment for the
KdV wave dynamics.

Since the publications of the work of Whitham and Gurevich and Pitaevskii, the Whitham
theory has been considerably developed in different directions and has found many applica-
tions in nonlinear physics. In particular, it was shown that many problems can be reduced to
the consideration of the evolution of an initial step-like discontinuity. It was therefore of great
importance to discover [31] that, for this specific step-like problem, the main characteristics
of DSWs can be obtained by a simple method applicable to both completely integrable and
non-integrable nonlinear wave equations. In our case the polarization wave dynamics is gov-
erned by the 1D version of the dissipationless Landau-Lifshitz equation which is completely
integrable (see, e.g., [32]). However, the Whitham theory is not developed well enough for
this equation and therefore EI's method [31] seems the most appropriate for the description
of the DSW observed in Fig. 8.

We thus assume that, instead of the multi-valued solutions found in the dispersionless
approximation in the preceding subsection, a DSW is generated that joins the neighboring
quiescent condensate at the left side of the wave structure with the plateau region. For def-
initeness, and in accordance with the example shown in Fig. 8, we consider the case where
the Riemann invariant r; = o — 0 is constant across the multi-valued region. As was assumed
by Gurevich and Meshcherkin [33] — and confirmed in many particular cases — one of the Rie-
mann invariants preserves its value even after replacement of the multi-valued solution by the
oscillatory DSW: in a sense, an equality of the type ri|_ = ry|, replaces in the case of DSWs
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the well-known Rankine-Hugoniot relation of the theory of viscous shocks. It is then natural
to assume that this relation is preserved by the Whitham averaging method, which yields an
appropriate interpolation between the two edges of the DSW.

As we know, at the small-amplitude edge the DSW can be approximated by a modulated
linear wave (47), however now propagating along a non-uniform background corresponding
to the simple wave solution with r; = o0 — 6 = /2 — 0, = const, where we have used the
values of the parameters at the left edge that matches with the left boundary conditions. With
help of this relation we can write o = /2 — (6; — 6) in the dispersion relation (25), leading
to

Q(k,0) = —[2 sin(6 — 0,) - cos O + 1/cos2(6 — 0, ) sin 0 + k2J k. 87)

In (87) we have chosen the minus sign in front of the square root of (25) because we consider
wave propagating to the left with respect to the background condensate. Equation (87) is the
dispersion of linear waves propagating along a non-uniform 8-distribution. During the smooth
evolution of the oscillatory structure the local “number of waves” is preserved [34] which is
expressed by the equation

k. +Q,=0. (88)

Following El [31], we make a simple-wave type of assumption: in the DSW the wave number
k is a function of 6 only, k = k(0). Then, with account of (87), the law (88) of conservation
of number of waves can be written under the form

dk o0 dk a9
dk g (28t dk Oy o,
0 T+(8k d9+ae)¢ (89

On the other hand, substitution of o = /2 + 6 — 6; into the first of equations (23) yields
0:+%-0,=0, where ¥ =—[2sin(0—06,)cos6 +cos(6—06,)sin0]. (90)
Imposing consistency of (89) and (90) considered as equations for 6, we get

dk _ 20/26

= 1
6 ¥ —09/0k O

This is EI's equation that can be extrapolated into the large amplitude nonlinear region by
imposing the condition that the wavelength tends to infinity at the soliton edge, that is

k =0 at 9 = 90 = (QL + GR)/Z. (92)
Introducing the function
0 K
a(6) cos2(0 — 0, )sin% 6 ©3)

makes it possible to cast equation (91) into the form

i b s L &
whose solution—with account of the boundary condition (92)—reads
o= Sl
This yields
k(0,) = y/sin? 6 —sin® 6, . (96)
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Consequently, the left edge of the DSW propagates with the group velocity evaluated at k(6; ):

oQ 2sin? 6 —sin® 0
vy =20 __2sin R sin® 0, ©7)
k(6,) sin Oy
At the soliton edge of the DSW, we use the “soliton dispersion law” [31]
O(x,0) = — [2sin(9 —0,)-cos 0 + 1/cos2(0 — 0, )sin? 0 — KZJ K (98)

relating the velocity V = Q/x of the soliton with the inverse width « that describes the expo-
nential profile w = w4 + %(W4 —wy)exp{—«|{ + V 7|} of the soliton far away from its center
(in the regime |{| — o0). The relation (98) follows from the remark that the soliton’s tail
propagates with the same velocity as the soliton itself and therefore the soliton’s velocity can
be found from the asymptotic behavior of its profile, see, e.g., [35,36]. Again following El, we
assume that along the shock x = x(6). Then the following equation can be derived (see [31])
for this function: _

de  0Q/00

dé v —-09Q/dx
If we extrapolate the solution of (99) to the small amplitude region where « tends to zero, we
obtain the boundary condition

(99)

x(6,)=0. (100)

Similarly to what has been done for the leading edge of the DSW [Eq. (91)], it is convenient
for solving Eq. (99) to introduce the auxiliary function

K2
a(f)=+4|1— . 101
6) \J cos2(6 — 6;)sin? 6 (101)
Inserting (101) into (99) and taking into account the boundary condition (100) one obtains
2sin 6L
a(0) = —1. 102
a(0) cos(6 —6;)sinf (102)
Then, at the soliton edge, @ is equal to
4sin 6;
20 ) = —rsmoL
a(6o) sinf; +sinfg
and, consequently, this edge propagates with velocity
Q(<(6p),60) 1. .
= # = —E(sm 0, +sin6y) . (103)

The comparison of the analytic predictions (97) and (103) for the velocities of the edges
of the dispersive shock wave with our numerical simulations is easily done for the well defined
soliton edge, because, indeed, a leading soliton is easily identified at this edge of the numeri-
cally determined DSW. The velocity of this soliton tends for large time to the theoretical value,
as illustrated in Fig. 9. In this figure, the numerical result for the velocity V(1) of the soliton
at the interface between the DSW and the plateau region is fitted with the empirical formula
V(t) = Vsﬁt + b7, where Vsﬁt, a and b are fitting parameters. At T = 400, V is still off by
about 5% from its asymptotic value, but the trend is in excellent agreement with the prediction
(103) since one obtains VSfit = —0.764 whereas from (103) one expects Vstheo = —0.769. The
fitting procedure yields for the other parameters the values a = 0.74 and b = —3.34. Knowing
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Figure 9: Dots: numerically determined velocity V() of the trailing edge of the numerical
solution. The initial conditions are specified in Eq. (85) and (86). Continuous line: fit of the
numerical datas by the formula: V(1) = Vsfit + b17% One obtains Vsﬁt = —0.764, in close
agreement with the theoretical prediction from Eq. (103): V;heo =—0.769.

the velocity of the trailing edge soliton and the velocity and density of the background plateau
over which it propagates, one can determine from (52) all the parameters w,, w, = w5 and
w, characterizing the soliton. Again, the corresponding theoretical profile (46) is in excellent
agreement with the numerics, as shown in the inset of Fig. 8. Note that whereas the shape
and velocity of the soliton match the numerics, its position is not exactly the one expected for
a purely self-similar flow (in which case it would be z =V, = —0.769): this is to be related to
the finite set-up time for creation the flow structure, cf. the discussion presented at the end of
section 5.1 [after Eq. (86)].

As one can see in Fig. 8, it is difficult from the numerical solution to unambiguously locate
the dispersive edge of the shock. Hence, at variance with the situation for the soliton edge, the
velocity of the dispersive edge cannot be precisely extracted from the numerical simulation.
However, one can reasonably argue that the value v,, = —1.54 obtained from the theoretical
formula (97) for the initial datas (86) matches quite well with the numerical results (cf. Fig. 8).

6 Discussion

In this section we discuss the accuracy of the polarization description of the dynamics of a two-
component BEC [Egs. (14)] and also the relevance of our approach to experimental studies.
A first question can be asked: in which extend does the assumption of decoupled dynamics
apply? In other words, how small should §g/g be in order for the approach followed in the
present work to apply? A simple way for answering this question is to compare the results
obtained from (14) with the ones obtained from the numerical solution of the full Gross-
Pitaevskii system (1). This is done in Fig. 10 which displays the evolution of an initial profile
of type (85). As one can see from this plot, the agreement is reasonable already for 6g/g =
0.2 and becomes quite good for §g/g = 0.05. The lower part of the Figure shows that the
assumption of constant total density is verified with an accuracy of order of 0.5% for 6g/g =
0.05. We note that the largest departure of the total density from a constant occurs when
P1/pPo is close to unity, i.e., when 0 is close to 0, as anticipated in Eq. (11). Note also that the
spatial and time scales (£, and T}) are quite relevant: the Gross-Pitaevskii system is solved for
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quite different values of these characteristic scales (the value of &, is multiplied by a factor 2
and the one of T, by a factor 4 when one goes from 6g/g = 0.2 to 6g/g = 0.05), but after the
same time expressed in units of T, (24 T, in the case of Fig. 10), the spatial structures almost
overlap if the appropriate units are used.

1.0 ‘ ‘
— 469/9=0
= _
< — 0g/9=0.05
~ 0.8 g
< — 0g/9=0.2
o8

Figure 10: Upper plot: The black solid line represents p; as a function of position as obtained
from solving the system (14) for the initial condition (85) with 6; = 0.157, 63 = 0.47 and
{o = 3 (dashed line). The numerical solution of the Gross-Pitaevskii system for the same initial
condition and different values of 6g/g is represented by colored lines. Lower plot: same as
above for the total density p.

Another question naturally arises: since Bose-Einstein condensation of ultra-cold atomic
vapors is always realized in trapped systems, it is important to evaluate the experimental
relevance of the infinitely extended configuration studied in the present work. One can first
state that the theory has a physical meaning as long as its characteristic length £, (7) is much
less that the size X of spatial overlap of the two components which can be estimated in the
framework of the Thomas-Fermi approximation presented in Appendix B :

v&Po
CL)”\/E’

where w) is the longitudinal trapping angular frequency and p, ~ N/X, N being the total
number of atoms. The condition (104) combined with (2) reads

Ep KX = (104)

22
maow 5
P 28 o, (105)
P08 g

where & = fi/4/2mp,g is the healing length (£, = £4/g/6g). The first inequality of (105)
can be also rewritten as ¢ 1

wELc, or c_<<co_’ (106)
p I

that is the polarization sound velocity must be much greater than the healing length divided

by the period of oscillations of atoms in the trap, or, in other words, the polarization wave
passes the healing length in a time much less that the period of oscillations in the trap.
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It is also worthwhile to address another point: it is known [37-39] that, in the presence
of a trapping potential, the condition of uniform miscibility (which, in our notations, reads
6g > 0) is not sufficient to ensure a good spatial overlap of the two components. This point is
discussed in Appendix B where it is shown that, close to the mixing-demixing transition, the
trapping potential induces a kind of phase separation if the lower of the intra-species nonlinear
constants (say g;) is smaller than the inter-species constant g;|, although the criterion of
uniform miscibility gy < /€118 is (weakly) fulfilled.

This phenomenon could explain why, in Ref. [40], a kind of phase separation is observed
in the mixture of the two hyperfine states | |) = |[F =1,my =—1) and |1) = |[F = 1,m; = 0)
of 87Rb in spite of fulfilment of the uniform mixing condition. For this system (as,a;},ay)) =
(100.86ay, 100.4ay, 100.41 ay), where a, is the Bohr radius. Thus a;; < a;; which implies
mixing of the components in a uniform case; but non-uniformity caused by the trap po-
tential induces phase separation. Instead, for the mixture of the two hyperfine states | T
) =|F =1,mp = —1) and | |) = |[F = 2,my = —2) of ¥Rb one has (ay,ay,a) =
(100.4ay,98.98 ay, 98.98 ay), that is the criterion on miscibility is also fulfilled, but here a|; =
a;; and the authors observe a large region of overlap of the two components.

Finally, concerning the comparison of our results with the ones presented in Ref. [20],
it is worth noticing that if 6, — 0, that is py, — 1, then the left edge group velocity (97)
tends to the value vy, = —2sin 6z which coincides with the limiting value of velocity (74)
of the left edge of the rarefaction wave zyz corresponding to 6, = 0. This means that the
DSW pattern is represented by small amplitude oscillations around the extrapolation of the
rarefaction wave to the region with 6, — 0, py, — 1. As a result, the pattern looks like the
rarefaction wave connecting two regions of quiescent condensates with different values of 6:
0; = 0 and 6z # 0. This apparently agrees with the numerical simulations of the so-called
subcritical regime discussed in [20] where only the rarefaction wave was observed for small
enough values of the relative velocity and py, = 1.

7 Conclusion

In vicinity of the mixing/demixing transition, in the limit (2) first identified in Ref. [16], the
polarization dynamics decouples from density waves and is described by the universal equa-
tions (14). In this paper we have identified new specific polarization structures associated with
these equations in the case of a one dimensional system: algebraic solitons, simple waves, dis-
persive shock waves, etc. But more remains to be done. For instance, the non-monotonous
behavior of the Riemann velocities (cf. section 4.2) is typically associated to a rich variety of
different types of shocks [24] which remain to be investigated in the case at hand; in partic-
ular for situations with large jumps of the parameter 8, when DSWs consisting of combined
cnoidal and trigonometric parts are expected. The precise behavior of algebraic solitons in
several instances, and a reliable procedure for their physical implementation would also be
of great interest. The configuration described by the initial distributions (80) and (81) is too
schematic for being able to describe the experiments presented in [20] where regions with
different density ratios are colliding with finite initial relative velocities. One should thus con-
sider the case where o} and o are not both equal to 7t/2, and where the plateau formed after
the collision is modulationnally unstable. Finally, the approach developed in this paper can
be generalized to include Rabi coupling between the components (see, e.g., [41]) and also
to two- or three-dimensional situations [42]. In particular, formation of oblique polarization
solitons by the flow of the binary condensate past a polarized obstacle (see, e.g., [43]) can be
considered in the framework of the present method. Works in these directions are in progress.
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A Computation of the energy of a soliton

We briefly present here the computation leading to the result (54) for the energy of the soliton.
From (27) and (28) one gets ¢, = V(B —w)/(1 —w?) with B = (1—w3)vo/V + w, and from
(30) 9? = —Q(w)/(1 —w?). This yields for the energy (53)

d¢ [ —Q(w) (B —w)?
£=JR?{1_W2 +(1—W2)[v2m_1]+(1—v§)(1_wg)} ) (107)

The integrand being symmetric —since w({) is— one can thus restrict the range of integration
to the domain (—oo, 0] over which one can write d{ = +dw/+4/—Q(w). Using the fact that
one can express B, v, and V as functions of wy, w, and wy [cf. Eq. (52)], it is then possible to
re-write (107) under the form

JW“ 2W—wy — Wy
&= dw , (108)
Wy \/(W4—W)(W—W1)

which yields the result (54).

B Effective demixing in a 1D trap

In this appendix we present 1D computations in the framework of the Thomas-Fermi descrip-
tion of the system (1) in the presence of a trapping potential [44]. It is known [45] that the
Thomas-Fermi approximation cannot quantitatively describe all the possible configurations en-
countered the mixture of two BECs, but it will permit to identify specific situations which will
then have to be confirmed by a full numerical solution.

We consider here N; and N| atoms of each component placed in a harmonic potential of
longitudinal angular frequency w much smaller than the radial trapping angular frequency
w | . In the so called “1D mean field regime” [46], the system can be described by the effective
1D Gross-Pitaevskii equation (1) with gy = 2hw | ajy [47] where ay; is the 3D intra-species
s-wave scattering length of the “up” component (an similar expressions for g;| and g). In the
situation we are interested in where Ny ~ N, and ayy ~ a3 ~ a, the 1D mean field regime
holds when Ny(w;/w,)(ay/a;) < 1, where a; = 4/fi/mw is the radial harmonic oscillator
length.

We chose the parameters so that the mean field condition of miscibility ,/aya;; > ap >0
is always fulfilled, and in the following we denote as A the parameter having the dimension of
length defined by

AZ:aTTall_a%l>O' (109)

We define the non-dimensional position X = x/a;, where ay = y/ii/mw) is the longitudinal
harmonic oscillator length, and the non-dimensional densities n; | such that f”T, ((X)dX =
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Figure 11: Distribution of atoms in a 1D trapped two-component BEC. The trap parameters are
w|=2nx1Hz, w; =27x500Hzand N; = N| = 5x 10*. The condensates are formed by 8’Rb
atoms, this yields aj = 10.8 um. The red dashed lines correspond to n?(x) and n(x), Egs.

(113) and (111). The black dashed lines display n%’ (x) (114). The solid lines correspond to the
numerical solution of the Gross-Pitaevskii equations. The left plot corresponds to the values
(app,ayy,ap;) = (102ag, 101 agp, 100 ap) for the scattering lengths. The right plot corresponds
to (app,ay;,ap;) = (102ay,99ay, 100 ay). The precise values of these scattering lengths have
been chosen for exemplifying the phenomenon of effective demixing, but they all lie within a
realistic range for 8’Rb.

Nj ;. We denote as “down” the component for which the intra-species interaction is the lowest,
i.e., aj; <ap. Within the Thomas-Fermi approach one obtains

n‘i(X) if |X] <X,
nT(X) = nT(X) ile < |X]| <X, (110)
0 if X, < [X],
and
@y (ar—ar)ay (Xz _Xz) if 1X] < X
n(X)=4 er 4 ~ob (111)
0 lel < |X|,
where )
3o 3o mrtauNy s 3w, AN (112)
T aj oo (g —ayg
w a ara a (a;; —aq)a
o) = _n[ Iz 1l (1_Ll)Xl2_ W=y Xz] , (113)
w | 4aTT 4A anrr 4 A:
and b @ q 2 2
() = — ——(x2-x?). (114)
w | 4aTT

These results are compared in Fig. 11 with the numerical solutions of Egs. (1) in the presence of
a trapping potential V(x) = %mwﬁxz. The two plots of this figure are drawn for a configuration

verifying the miscibility condition (109) 2. In the left plot a 1| > ay; whereas the situation is
reversed in the right one (similar plots have already been obtained in Ref. [37]). Although the
corresponding change of scattering lengths is minute, close to the mixing-demixing transition
the effect is spectacular: one reaches a situation of quasi-demixing where the component
with the largest scattering length (the up component) is expelled from the trap’s center. This

3For the chosen sets of parameters, one is at the limit of the 1D mean field regime : Ny(w/w,)(ayy/ay) ~1. The

condition of applicability of the Thomas-Fermi approximation [46] is well fulfilled: [N;(ay/a;)s/w,/w) 13~
23> 1.
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situation would be expected in the situation aj| < aj; =~ ayy. The point is here that the same
effect is observed for a system verifying the miscibility condition (109) provided one remains
close to immiscibility and that a;; < aj;. The parameter governing the expulsion of the up
component from the center of the trap is the non-dimensional curvature of its density at X = 0.
From (113) this parameter is equal to

w aj|—ap)a
__nx( u u)z I (115)
@1 anay—ay
In the cases presented in Fig. 11 the value of this parameter changes from —1.3 (in the left
plot of the figure) to +4.2 (right plot) just by changing a|; by 2%.

References

[1] N. N. Bogoliubov, On the theory of superfluidity, J. Phys. USSR 11, 23 (1947).

[2] E. P Gross, Structure of a quantized vortex in boson systems, Nuovo Cimento 20, 454
(1961), doi:10.1007/BF02731494.

[3] L. P Pitaevskii, Vortex lines in an imperfect Bose gas, Zh. Eksp. Teor. Fiz. 40, 646 (1961)
[Sov. Phys. JETP 13, 451 (1961)].

[4] T Tsuzuki, Nonlinear waves in the Pitaevskii-Gross equation, J. Low Temp. Phys. 4, 441
(1971), doi:10.1007/BF00628744.

[5] S. Burger, K. Bongs, S. Dettmer, W. Ertmer, K. Sengstock, A. Sanpera, G. V. Shlyapnikov,
and M. Lewenstein, Dark Solitons in Bose-Einstein Condensates, Phys. Rev. Lett. 83, 5198
(1999), doi:10.1103/PhysRevLett.83.5198.

[6] J. Denschlag, J. E. Samsarian, D. L. Feder, C. W. Clark, L. A. Collins, J. Cubizolles, L.
Deng, E. W. Hagley, K. Helmerson, W. P Reinhardt, S. L. Rolston, B. I. Schneider, and W.
D. Phillips, Generating solitons by phase engineering of a Bose-Einstein condensate, Science
287,97 (2000), doi:10.1126/science.287.5450.97.

[7] G. A. El, A. Gammal, and A. M. Kamchatnov, Oblique Dark Solitons in Super-
sonic Flow of a Bose-Einstein Condensate, Phys. Rev. Lett. 97, 180405 (2006),
doi:10.1103/PhysRevLett.97.180405.

[8] A. M. Kamchatnov and L. P Pitaevskii, Stabilization of Solitons Generated by a Supersonic
Flow of Bose-Einstein Condensate Past an Obstacle, Phys. Rev. Lett. 100, 160402 (2008),
doi:10.1103/PhysRevLett.100.160402.

[9] A. M. Kamchatnov and S. V. Korneev, Condition for convective instability of dark solitons,
Phys. Lett. A 375, 2577 (2011), doi:10.1016/j.physleta.2011.05.036.

[10] A. Amo, S. Pigeon, D. Sanvitto, V. G. Sala, R. Hivet, I. Carusotto, E Pisanello, G. Lemé-
nager, R. Houdré, E. Giacobino, C. Ciuti, and A. Bramati, Polariton superfluids reveal quan-
tum hydrodynamic solitons, Science 332, 1167 (2011), doi:10.1126/science.1202307.

[11] G. Grosso, G. Nardin, F. Morier-Genoud, Y. Léger, and B. Deveaud-Plédran, Soliton in-
stabilities and vortex street formation in a polariton quantum fluid, Phys. Rev. Lett. 107,
245301 (2011), doi:10.1103/PhysRevLett.107.245301.

27



Scil SciPost Phys. 1(1), 006 (2016)

[12] M. A. Hoefer, M. J. Ablowitz, I. Coddington, E. A. Cornell, P Engels, and V. Schweikhard,
Dispersive and classical shock waves in Bose-Einstein condensates and gas dynamics, Phys.
Rev. A 74, 023623 (2006), doi:10.1103/PhysRevA.74.023623.

[13] A. M. Kamchatnov, A. Gammal, and R. A. Kraenkel, Dissipationless shock waves in Bose-
Einstein condensates with repulsive interaction between atoms, Phys. Rev. A 69, 063605
(2004), do0i:10.1103/PhysRevA.69.063605.

[14] G. A. El and M. A. Hoefer, Dispersive shock waves and modulation theory, Physica D 333,
11 (2016), doi:10.106/j.physd.2016.04.006

[15] A. M. Kamchatnov, Y. V. Kartashov, P-E. Larré, and N. Pavloff, Nonlinear polarization
waves in a two-component Bose-Einstein condensate, Phys. Rev. A 89, 033618 (2014),
doi:10.1103/PhysRevA.89.033618.

[16] C. Qu, L. P Pitaevskii, and S. Stringari, Magnetic solitons in a binary Bose-Einstein con-
densate, Phys. Rev. Lett. 116, 160402 (2016), doi:10.1103/PhysRevLett.116.160402.

[17] L. D. Landau and E. M. Lifshitz, On the theory of the dispersion of magnetic permeability
in ferromagnetic bodies, Phys. Zs. Sowjet. 8, 153 (1935).

[18] E. Iacocca, Th. Silva, and M. A. Hoefer, Breaking of Galilean invariance in the hydrody-
namic formulation of ferromagnetic thin films, arXiv:1606.01565.

[19] S.Knoop, T. Schuster, R. Scelle, A. Trautmann, J. Appmeier, M. K. Oberthaler, E. Tiesinga,
and E. Tiemann, Feshbach spectroscopy and analysis of the interaction potentials of ultra-
cold sodium, Phys. Rev. A 83, 042704 (2011), doi:10.1103/PhysRevA.83.042704.

[20] C. Hamner, J. J. Chang, P Engels, M. A. Hoefer, Generation of dark-bright soli-
ton trains in superfluid-superfluid counterflow, Phys. Rev. Lett. 106, 065302 (2011),
doi:10.1103/PhysRevLett.106.065302.

[21] C. J. Pethick and H. Smith, Bose-Einstein Condensation in Dilute Gases (Cambridge Uni-
versity Press, Cambridge, 2002).

[22] L. Pitaevskii and S. Stringari, Bose-Einstein Condensation (Clarendon Press, Oxford,
2003).

[23] C. K. Law, C. M. Chan, P T. Leung, and M.-C. Chu, Critical velocity in a
binary mixture of moving Bose condensates, Phys. Rev. A 63, 063612 (2001),
doi:10.1103/PhysRevA.63.063612.

[24] A. M. Kamchatnov, Y.-H. Kuo, T.-C. Lin, T.-L. Horng, S.-C. Gou, R. Clift, G. A. El, and R.
H. J. Grimshaw, Undular bore theory for the Gardner equation, Phys. Rev. E 86, 036605
(2012), do0i:10.1103/PhysRevE.86.036605.

[25] M. Abramowitz and I. A. Stegun, Handbook of mathematical functions, (Dover Publica-
tions, New-York, 1972).

[26] Th. Busch and J. R. Anglin, Dark-Bright Solitons in Inhomogeneous Bose-Einstein Conden-
sates, Phys. Rev. Lett. 87, 010401 (2001), doi:10.1103/PhysRevLett.87.010401.

[27] C. Becker, S. Stellmer, P Soltan-Panahi, S. DoOrscher, M. Baumert, E.-M. Richter,
J. Kronjager, K. Bongs, and K. Sengstock, Oscillations and interactions of dark and
dark-bright solitons in Bose-Einstein condensates, Nature Physics 4, 496 (2008),
doi:10.1038/nphys962.

28



Scil SciPost Phys. 1(1), 006 (2016)

[28] L. D. Landau and E. M. Lifshitz, Fluid Mechanics, Pergamon, Oxford, (1959).

[29] G. B. Whitham, Non-linear dispersive waves, Proc. Roy. Soc. London A, 283, 238 (1965),
doi:10.1098/rspa.1965.0019.

[30] A. V. Gurevich and L. P Pitaevskii, Nonstationary structure of a collisionless shock wave,
Zh. Eksp. Teor. Fiz. 65, 590 (1973) [Sov. Phys. JETP 38, 291 (1974)].

[31] G. A. El, Resolution of a shock in hyperbolic systems modified by weak dispersion, Chaos
15, 037103 (2005), doi:10.1063/1.1947120.

[32] A. M. Kamchatnov, Periodic nonlinear waves in a uniaxial ferromagnet, Zh. Eksp. Teor. Fiz.
102, 1606 (1992) [Sov. Phys. JETP 75, 868 (1992)].

[33] A. V. Gurevich and A. P Meshcherkin, Expanding self-similar discontinuities and shock
waves in dispersive hydrodynamics, Zh. Eksp. Teor. Fiz. 87, 1277 (1984) [Sov. Phys. JETP
60, 732 (1984)].

[34] G. B. Whitham, Linear and Nonlinear Waves (Wiley- Interscience, New York, 1974).

[35] O. Akimoto and K. Ikeda, Steady propagation of a coherent light pulse in a dielectric
medium. I, J. Phys. A: Math. Gen. 10, 425 (1977), doi:10.1088/0305-4470/10/3/015;
K. Tkeda and O. Akimoto, Steady propagation of a coherent light pulse in a dielectric
medium. II. The effect of spatial dispersion, J. Phys. A: Math. Gen. 12, 1105 (1979),
doi:10.1088/0305-4470/12/7/027.

[36] S. A. Darmanyan, A. M. Kamchatnov, and M. Neviere, Polariton effect in nonlinear pulse
propagation, Zh. Eksp. Teor. Fiz. 123, 997 (2003) [Sov. Phys. JETP 96, 876 (2003)],
doi:10.1134/1.1581941.

[37] M. Trippenbach, K. Goéral, K. Rzazewski, B. Malomed, and Y. B. Band, Structure of
binary Bose-Einstein condensates, J. Phys. B: At. Mol. Opt. Phys. 33, 4017 (2000),
doi:10.1088,/0953-4075/33/19/314.

[38] S. Tojo, Y. Taguchi, Y. Masuyama, T. Hayashi, H. Saito, and T. Hirano, Controlling phase
separation of binary Bose-Einstein condensates via mixed-spin-channel Feshbach resonance,
Phys. Rev. A 82, 033609 (2010), doi:10.1103/PhysRevA.82.033609.

[39] J. Polo, V. Ahufinger, P Mason, S. Sridhar, T. P Billam, and S. A. Gardiner, Analysis beyond
the Thomas-Fermi approximation of the density profiles of a miscible two-component Bose-
Einstein condensate, Phys. Rev. A 91, 053626 (2015), doi:10.1103/PhysRevA.91.053626.

[40] I. Danaila, M.A. Khamehchi, V. Gokhroo, P Engels, PG. Kevrekidis, Vector dark-antidark
solitary waves in multi-component Bose-Einstein condensates, arXiv:1606.05607.

[41] C. Qu, M. Tylutki, S. Stringari, and L. P Pitaevskii, Magnetic solitons in Rabi-coupled Bose-
Einstein condensates, arXiv:1609.08499.

[42] E.lIacocca, T. Silva, and M. A. Hoefer, private communication.

[43] A. M. Kamchatnov and Y. V. Kartashov, Oblique Breathers Generated by a Flow of Two-
Component Bose-Einstein Condensates Past a Polarized Obstacle, Phys. Rev. Lett. 111,
140402 (2013), doi:10.1103/PhysRevLett.111.140402.

[44] Tin-Lun Ho and V. B. Shenoy, Binary Mixtures of Bose Condensates of Alkali Atoms, Phys.
Rev. Lett. 77, 3276 (1996), doi:10.1103/PhysRevLett.77.3276.

29



Scil SciPost Phys. 1(1), 006 (2016)

[45] H. Pu and N. P. Bigelow, Properties of Two-Species Bose Condensates, Phys. Rev. Lett. 80,
1130 (1998), doi:10.1103/PhysRevLett.80.1130.

[46] C. Menotti and S. Stringari, Collective oscillations of a one-dimensional trapped Bose-
Einstein gas, Phys. Rev. A 66, 043610 (2002), doi:10.1103/PhysRevA.66.043610.

[47] M. Olshanii, Atomic Scattering in the Presence of an External Confinement and a Gas of
Impenetrable Bosons, Phys. Rev. Lett. 81, 938 (1998), doi:10.1103/PhysRevLett.81.938.

30



Chapitre 3 - Excitations magnétiques dans les condensats & deux composantes

Article 3 : Evolution of initial discontinuities in the
Riemann problem for the Kaup-Boussinesq equa-
tion with positive dispersion

Durant ’étude du probléme de Riemann (décrit dans la Section 4) nous avons remarqué
que I’équation de Landau-Lifshitz pouvait étre réécrite sous la forme d’une équation de
Kaup-Boussinesq (3.161-3.162) (équation KB) dans la limite ou la vitesse relative entre
les deux composantes est proche de la vitesse du son de polarisation [cf. 'Eq. (3.159)].
Cette observation nous a alors amené a considérer le probléeme de Riemann pour ce
nouveau systeme. Dans un premier temps, la résolution du probleme de Riemann pour
I’équation KB nous a permis de mieux appréhender la richesse du probléeme de Riemann
pour I'équation de Landau-Lifshitz et de déterminer notamment ses solutions dans le cas
ou la vitesse relative v est proche de 1. Dans un second temps, les équations (3.161-3.162)
correspondant a un nouveau régime dispersif de I’équation KB non considéré auparavant,
nous avons pu étudier de nouvelles solutions au probléme de Riemann associé dont le
comportement est différent de celui observé dans des travaux antérieurs [166].
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We consider the space-time evolution of initial discontinuities of depth and flow velocity for an
integrable version of the shallow water Boussinesq system introduced by Kaup. We focus on a spe-
cific version of this “Kaup-Boussinesq model” for which a flat water surface is modulationally sta-
ble, we speak below of “positive dispersion” model. This model also appears as an approximation
to the equations governing the dynamics of polarisation waves in two-component Bose-Einstein
condensates. We describe its periodic solutions and the corresponding Whitham modulation equa-
tions. The self-similar, one-phase wave structures are composed of different building blocks, which
are studied in detail. This makes it possible to establish a classification of all the possible wave con-
figurations evolving from initial discontinuities. The analytic results are confirmed by numerical

simulations. Published by AIP Publishing. [http://dx.doi.org/10.1063/1.4997052]

The Kaup-Boussinesq (KB) water wave equation is inte-
grable, but its generic form suffers from a dynamical
instability. We study here the Riemann problem for a
version of this equation, which does not suffer from the
same deficiency. This equation appears as an approxima-
tion of the nonlinear polarization dynamics of a two-
component Bose-Einstein condensate, and in this context,
it is important to characterize the time evolution of sim-
ple, but experimentally relevant initial profiles.

I. INTRODUCTION

In many physical wave systems, the initial value problem
treated in the long-wavelength (hydrodynamic) approximation
leads to wave breaking after a finite time. As a result, the for-
mal solution becomes multivalued, i.e., it looses its physical
meaning. At the wave breaking point, the first spatial deriva-
tive of the physical variables diverges and the hydrodynamic
approximation fails. This suggests that this nonphysical
behavior can be remedied by accounting for physical effects
described by terms with higher-order derivatives in the corre-
sponding evolution equations. For example, within the
Navier-Stokes description of the dynamics of a compressible
gas, the effects of viscosity are described by second-order
derivative terms, and this leads, instead of wave breaking, to
the formation of viscous shocks, which can often be formally
described by surfaces of discontinuities in the physical varia-
bles. Formulated in this way, the theory of “shock waves” has
found a number of important applications.'

At the same time, in many physical systems, the dissipa-
tive effects may be relatively weaker than the dispersive
ones, and in such cases, so-called “dispersive shock waves”
(DSWs) are formed instead of viscous shocks. DSWs can be
represented as modulated nonlinear oscillations whose enve-
lope varies over characteristic distances much greater than

1054-1500/2017/27(8)/083107/12/$30.00
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their wavelength. In recent years, such systems have
attracted much attention in fluid dynamics, nonlinear optics,
physics of Bose-Einstein condensates, and other areas of
physics (see, e.g., Refs. 3 and 4). This type of problem was
studied for the first time in the context of the physics of shal-
low water waves whose evolution is described by the cele-
brated Korteweg-de Vries (KdV) equation.>® The equations
governing the slow evolution of the envelope of the nonlin-
ear oscillations had been derived by Whitham,” and later,
they were applied to the description of the DSW structure by
Gurevich and Pitaevskii.® Because of the universality of the
KdV equation, this approach can naturally be applied to
many other physical situations. When the condition of unidi-
rectional propagation is relaxed, shallow water waves are
described by various forms of Boussinesq equation.” The
most convenient form for our purpose has been derived by
Kaup;'? this is the so-called Kaup-Boussinesq (KB) equa-
tion. The KB equation is completely integrable, and the
well-developed methods of inverse scattering transform and
finite-gap integration can be used for explicitly deriving its
multi-soliton and (quasi-)periodic solutions.'"

In the applications of this theory to concrete physical
problems, only the KB equations with negative dispersion
have been considered so far. In this case, linear perturbations
can be sought under the form of plane waves with angular
frequency o and wavelength k. In non-dimensional nota-
tions, the corresponding dispersion relation reads (/g is a
constant depth)

1
? :hoszzk“. (D)

The Whitham modulation equations were derived for this
case in Ref. 12, and a complete classification of all the possi-
ble wave structures resulting from an initial discontinuous
profile was obtained. Besides that, the analytic solution for a
generic wave breaking regime was found in Ref. 13—with

Published by AIP Publishing.
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the use of a generalized hodograph transform—and station-
ary undular bore structures whose form was stabilized by
weak viscous effects were studied in Ref. 14. However, the
dispersion relation (1) corresponds to a dynamical instability
of small wavelength perturbations over a fluid of constant
depth hg. There exists another form of the KB system, with
positive dispersion, for which the dispersion relation of lin-
ear waves reads

1
w* = hok® + Zk“. 2)
The corresponding KB system can be written under the fol-
lowing non-dimensional form:

1
ht + (h”)x - Zuxxx - O; (3)

u; + uu, + h, = 0.

In the context of shallow water wave physics, & is the local
height of the water layer and u is a local mean flow velocity."”
Equation (2) represents the dispersion relation of linear waves
propagating along a uniform background characterized by the
physical variables hy=const and uy=0. It does not suffer
from the instability of Eq. (1). The positive dispersion KB
system (3) may be obtained in the case of capillary waves
propagating on top of a thin fluid layer (see, e.g., Ref. 3).
Besides this physical realization, the system (3) appears as an
approximation to the Landau-Lifshitz equation for the propa-
gation of magnetization waves in easy-plane magnets and to
the Gross-Pitaevskii equations for the propagation of polariza-
tion waves in two-component Bose-Einstein condensates.'®

Motivated by these applications of the KB system (3),
we consider in the present paper the so-called Riemann prob-
lem. This corresponds to the study of the time evolution of
initial discontinuous profiles of the form

h(X, t= O) = hy,
h(x,t = 0) = hg,

and u(x,r=0) =y, forx <O, @
and u(x,r=0) = ug for x > 0.

As we shall see, the resulting wave structures differ consider-
ably from those found in Ref. 12 for the negative dispersion
case. In the case of Eq. (3) studied in the present work, the
classification of the possible wave structures follows closely
the scheme found for the nonlinear Schrodinger equation in
Refs. 17 and 18. We shall obtain simple analytic formulae
for the main parameters of the wave structures and confirm
their accuracy by comparison with numerical solutions of the
KB system (3).

Il. PERIODIC WAVES AND WHITHAM MODULATION
EQUATIONS

In this section, we derive the periodic wave solutions
(the so-called cnoidal waves) of the system (3) and the
Whitham equations governing the modulational dynamics of
a cnoidal wave. This is achieved by using the methods
described, e.g., in Ref. 3 (see also Ref. 13). These techniques
are based on the possibility to represent the system (3) as a
compatibility condition for the linear system'”

Chaos 27, 083107 (2017)

1
lﬁxx = Al//v [//t = _EB.\‘I// + Bl//x &)

with

2
1 1
Azh—(ﬂv—§u> , and B:—</1+§u>, (6)

where A is a free spectral parameter. Demanding that
(o), = (¥,),, for any /, we reproduce the KB system (3).
The second order spatial linear differential equation in (5)
has two independent solutions W (x, 7) and V_(x,¢). Their
product g =, satisfies the following third order equation:

Exxx — ZAxg - 4Ag\ =0. (7)

Upon multiplication by g, this equation can be integrated
once to give

1

~88xx —

1
5 —gr— Ag* =P(J), (8)

4
where the integration constant has been written as P(/) since
it can only depend on A. The time dependence of g(x, ?) is
determined by the equation

g = Bg.—B.g. )

We are interested in the one-phase periodic solutions of the
system (3). They are distinguished by the condition that P(4)
in (8) is a fourth degree polynomial of the form'?

4
P()=TJ( = %) =2 =51’ + $,7° = s34+ 54 (10)

i=1

In expression (10), we chose for definiteness to order the
zeroes /; according to

<o < A3 < g, (11

Then we find from Eq. (8) that g(x, ¢) is a first-degree poly-
nomial in A, of the form

g(xvt) :)»—,U(X,I), (12)

where u(x, f) is connected with u(x, ) and h(x, f) by the
relations

u(x, 1) = s — 2 u(x, 1),
1, , (13)
h(x,t) = lel — 8y — 2u"(x, 1) + spu(x, 1),

which follow from a comparison of the coefficients of the
different powers of A on both sides of Eq. (8). The spectral
parameter / is arbitrary, and on substitution of A= u into Eq.
(8), we obtain an equation for g,

H :2\/ 7P(:u)7

while a similar substitution into Eq. (9) gives

1 1
W= —(u +5u>ux = =31y
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Hence, w(x, f) and u(x, f) and h(x, f) depend only on the
phase
0 ! t (14)
=x—=s
2 14

so that

IR E
V—ES]—EZ/L,‘

i=1

(15)

is the phase velocity of the nonlinear wave, and u(6) is deter-
mined by the equation

Hg =2/ =P(p).

It follows from Eq. (13) that the variable y must be real.
For the fourth degree polynomial (10), the real solution of
(16) corresponds to oscillations of y in one of the two possi-
ble intervals,

(16)

<<l or 73 S U<y, (17)

within which P(u) assumes negative values. It is well known
that the solution of Eq. (16) with boundaries (17) can be
expressed in terms of elliptic functions (see, e.g., Refs. 20
and 21). Without going into details, we shall list here the
results which are the most relevant to our study.

¢ For the case

A SPES o (18)

the cnoidal wave solution of Eq. (17) with the initial con-
dition p(0) = Z; is given by

(J2 — A1)en* (W, m)

o —M 5 ’
R sn” (W, m)

,U(O) =/Jy —

19)

where W = \/(Ag — Al)()q — /{2) 0

e (%2 =) (Aa = 43) 20)
(/L.3 — /11)()4 — )Lz)
is the modulus of the Jacobi elliptic functions sn and cn.
Substitution of (19) into (13) gives the corresponding
expressions for u(0) and h(60) for a one-phase periodic non-
linear wave. Its wavelength is given by

b [
wN P (s — 1) (s — %)
where K(m) is the complete elliptic integral of the first

kind. The soliton solution corresponds to the limit A3 — /,
(m — 1). We obtain

and

;@D

da — A

1(0) = 22 — (22)

Jo— M

inh>W
e — 1 sin

cosh®>W +

This is a dark soliton solution for the variable u. In the
limit 1, — A;, we get a small-amplitude harmonic wave

Chaos 27, 083107 (2017)

1
u=/Jz — 5()»2 — J1)cos [k(x — V1)),

where k= 2v/(J5 — A1) (As — 4y). (23)
If /4= 73 but 4; # 5, then we have again m =0 and (22)
reduces to a nonlinear trigonometric wave, but we shall
not present its explicit form here (cf. e.g., Refs. 20
and 21).

In a similar way, for the case

/13 < u < )~47 (24)

the cnoidal wave solutions are of the form [u(0) = 4]

()L4 — ;u3)Cn2(W, m)

p0) = s + =2 (25)
1 2
+ po— sn” (W, m)
In the soliton limit /3 — A, (m — 1), we obtain
Ay — A
u(0) = 22 + T (26)
cosh®W + 4 ,2 sinh®>W
Jo — A

This is a bright soliton (for p-variable) over a constant
background. In the limit /14 — A3, we get a small-
amplitude harmonic wave

1, .
p=da + 3 (24 = Ja)eos [k(x — Vi),

where &k = 2v/(J3 — 21) (A3 — A1) (27)
As discussed above, nonlinear trigonometric waves also
exit, here in the case where 1; = A, but A3 # A4. If further-
more A3 — Ay, one reaches the limit of an algebraic
soliton?%?!

A — M

0)=h+—"-—.
: T (Ja — 71)°0?

(28)

We now consider slowly modulated cnoidal waves. In this
case, the parameters 4; (i = 1, 2, 3, 4) become slowly vary-
ing functions of x and ¢ changing weakly over a wave-
length L. Their evolution is governed by the Whitham
modulation equations’*

04 04

o T =0

i=1,2,3,4. (29)

The Whitham velocities v; appearing in Eq. (29) can be
computed via the formulae (see, e.g., Refs. 3 and 4)

L

a2 = (1= 500 Ve 1=1.2.34. GO

where the phase velocity V and the wavelength L are given
by Egs. (15) and (21). A simple calculation yields the
explicit expressions
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RS P (A4 = 21) (22 — 21)K(m)
n=52 (s — 1)K (m) — (g — J)E(m)’

i=1
1< Ja3— )2 — 1)K
vz:—zii+ - (43 = 42) (%2 — 21)K (m)

—)iz)lz (n;<) - (A‘; ; i(l )l)i(m> 7 31)
l4 — 23)(A3 — A2)K(m
- _Z (73 — so)K(m) — (As — J2)E(m)’

(2 — A2) (g — 1)K (m)
()L4 — Al)K(m) — (/L.3 — /11)E(I’I1) ’

1 .
== i +
2;’“

where m is given by (20) and K(m) and E(m) are complete
elliptic integrals of the first and second kind, respectively.

In the soliton limit m — 1 (i.e., A3 — A,), the Whitham
velocities reduce to

(21 + 222 + Ja),

N =

Bl +4), vy=uv3=

'—A[\)|»—A

(/11 +34). (32

In a similar way, in the small amplitude limit m — 0 (i.e., /,
— 1) we obtain

(Ja — 13)?
S A S ¥ e — 2
! !
=5 (B3 + 44), vs= 3 (734 324), (33)

and in another small amplitude limit (m — 0 when 13 — A4)
we have

1 1
5(3/11 + /12) U) = E(}l + 322),
Jo— 1)’
U3 = U4 = 2/14 + ( 2 ]) (34)

2000 + 72 — 274)

lll. KEY ELEMENTS OF SELF-SIMILAR WAVE
STRUCTURES

The initial profiles (4), being infinitely sharp, do not
involve any characteristic length. However the dispersion
relation (2) is characterized by the value of the shallow water
wave velocity: ¢ = w/k|,_, = v/ho. Therefore, the large
scale features of the solution of this problem (with character-
istic length scale much greater than the wavelength) can only
depend on the self-similar variable &=x/f, which can be
made non-dimensional with the help of the velocity c¢,. This
means that the large scale features of the wave pattern must
be self-similar and should be composed of (possibly several)
regions where /4 and v either smoothly depend on &, or con-
sist of modulated periodic waves whose envelopes (and
wavelength L) depend slowly on £&.

In the framework of the hydrodynamic approximation,
these regions are separated by weak discontinuities where
the physical variables have cusps. If the hydrodynamic
approximation leads to non-monotonous dependence of
velocities on the wave amplitude, then the wave structure
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can be more complicated; an example of such a situation
was considered, e.g., in Ref. 20. At first we shall consider
smooth solutions of the KB system (3).

A. Dispersionless limit

For smooth enough wave patterns, we can neglect the
last dispersive term in the first equation of the system (3) and

arrive at the so-called dispersionless equations
he+ (hu), =0, u, + uu,+ he =0, 35)

which coincide with the well-known shallow water equa-
tions. Introducing the Riemann invariants

u
:E_\/Z7 (36)

the system (35) can be written in the following diagonal
form:

02+ Dhs
w + Ut(ﬂuf, )\,+) W = 0,
where v+ (A_,y) = %(SLL +7%). 37)

The physical variables are expressed in terms of 1. as

h= Ay — ) )?/4. (38)

u:)u+ +;L_,

For the self-similar solutions, one has A~ =/.(&) and the
system (37) reduces to

diy o di
dé'(v+_é)_07 d_f

This system admits a trivial solution for which 4, =const
and /_ = const. It describes a uniform flow with constants %
and u. We shall call such a solution a “plateau.”

Other solutions of (39) are called simple waves. For
such flows, one of the Riemann invariants is constant (say,
/), whereas the other one changes in such a way that the
term between parenthesis in its equation is zero (v, =¢ in
the example considered). One has thus two possible types of
self-similar simple waves:

(v-=¢=0. (39

Ao =C"=]_, with
_ - (40)
v, (/1_,@) =5 (31+ +1_) =¢=ux/t,
or
Jp=C%=],, with
- 1 (41)
v_(A_,2y) = E(“ +04) =E=x/t.
The constancy of one of the Riemann invariants means that /
and u are related by a 51mple formula either 1_ =u/2
—h'/? = const = /._ —u/2 B o du=u/2+ k2

=const=/A, =i/2+h 12 , where i and / are some values
that fix the value of the constant Riemann invariant and can
be chosen at convenience for solving a specific problem.
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Thus, for given values of i and 7, a simple wave corresponds
to a configuration where the variables u and & are connected
by the relations corresponding to one of the two parabolae
drawn in the plane (u, h) in Fig. 1. The parabolae cross at the
point P = (i1, h), which represents a uniform flow with con-
stant values of # = & and 7 = h which is a trivial “plateau
solution” of Eq. (35).

The dispersionless system (35) requires continuity of the
functions u(x, f) and A(x, f), but, as usual in hydrodynamics,
admits jumps of their space derivatives, i.e., “weak dis-
continuities.” Therefore, a plateau solution (it,) can be
attached at one of its boundaries to a simple wave. We have
here two possibilities. If the uniform flow corresponding to
P = (i1, h) matches with the simple wave along which 1, =
J.+ = const (one of the solid parabolae in Fig. 1), then from
Eq. (41) one gets for this flow

2 - 2 il —
e =3 (742 2(Eie i)

t

h(x,t)zé()—;—zz+> =$<§—u—2\/ﬁ>2.

This wave configuration represents a rarefaction wave (RW)
propagating to the right. If it propagates into “vacuum,” then
Eq. (42) gives the full solution of the problem (4) with left
boundaries ; = h and u; = i1, whereas at the right boundary
hgr =0 (the value of ug is irrelevant in the space without
fluid). This situation is depicted in Fig. 2(a). The left edge of
this rarefaction wave propagates to the left at the velocity
s_ =uy — /g and the right edge propagates to the right
into the empty space with the velocity s, = u; + 2/z.

In a similar way, if P = (it, h) matches with the simple
wave along which 2_ = A_ = const, then (40) yields

2 /(x  - 2 (x u =
el )\,7 ==\ -
u(x,1) 3<t+ ) 3(t+2+\/;t),

h(x,1) ;C&) ;(jﬁJrZ\/Z)Z.

(42)

(43)

u —

FIG. 1. Relation between u and / for simple wave solutions in the disper-
sionless regime. The solid lines correspond to the curve 1. = C* = . [por-
tion of parabola ending at point with coordinates (i1 + 2V, 0)] and to the
curve 4 = C* = ]_ [portion of parabola ending at point (it — 2V, 0)].
They are continued by the dashed curves along which 2_ = A, (right dashed
curve) and /. = /_ (left dashed curve). These dashed curves are of no sig-
nificance for the present discussion of simple waves, but will become impor-

tant in Sec. IV.
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(a) (b)

'
'
-
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'
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'

soxft S+

FIG. 2. Height and velocity profiles for self-similar rarefaction wave solu-
tions of the dispersionless equations (35) expanding into empty space (the
so-called “dam problem”). Panel (a) corresponds to a flow expanding in the
positive x direction and panel (b) to a flow expanding in the negative x direc-
tion. The values of the edge velocities s.- are given in the text.

This represents a rarefaction wave propagating to the left.
Again, it corresponds—in the hydrodynamic approxima-
tion—to the solution of the problem (4) with #; =0, whereas
at the right boundary /z = / and up = @t (see Fig. 2(b)). The
edge velocities are equal to s_ = ug — 2v/hg and s, = ug
+vhg.

It is clear that we can generalize these solutions to the
cases where both sides of the rarefaction wave connect uni-
form flows with equal values of the corresponding Riemann
invariants uz /2 + /hy = ug/2 + /hg or up /2 — /hy = ug/
2 — /hg. In these cases, the rarefaction wave connects two
uniform flows and the corresponding distributions of /# and u
are shown in Fig. 3. The velocities of the edges of the rare-
faction waves are given in both cases by the formulae
s_ =u; —/hy, sy = ug + +/hg. These values have simple
physical interpretation: they are the sums of the local flow
velocities (u; or ug) and of the propagation velocities of
small amplitude disturbances directed to the left for the left
edge (—+/hy) and to the right for the right edge (++/Iiz).

It is important to note that the system (39) only admits
solutions of the type (40) and (41) for which the non-
constant Riemann invariant increases with & = x/t. The above
wave structures correspond to the conditions (a) )Li
< },ﬁ, E =)k or (b) /Ii = )ﬁ, JE < )R as illustrated in
Figs. 4(a) and 4(b). The other two situations represented in
Figs. 4(c) and 4(d), that is (c) 27 =%, 2% > 2% and (d)
ifr > i’i, JE = /R result in multi-valued solutions and are

hy ! i Ly
h : : h : :
' H hg hr :
0 : : 0 : :
' H up ‘ L ug
u ' : u ' ]
UL [ : uL ' :
=/t S+ S—xft S+

FIG. 3. Self-similar solutions of the dispersionless equations (35) composed
by a rarefaction wave connecting two uniform flows. The two left plots cor-
respond to the situation where 4, =const for the whole flow; the two right
ones to A_ = const.
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5_ St z/t
A A4
A3
A2 )‘f (d)
AL M AE
S_ 's+ z/t

FIG. 4. Diagrams representing the evolution of the Riemann invariants as a
function of x/t. Plots (a) and (b) correspond to the configuration where a dis-
persionless rarefaction wave connects two uniform flows. Plots (c) and (b)
considered within the dispersionless approximation correspond to a formal
multi-valued solution. In this case, the dispersionless approximation breaks
down and one observes a dispersive shock wave, accurately described by 4
Riemann invariants within the Whitham modulational approach, cf. Sec.
IIB.

therefore nonphysical: the dispersionless approximation is
not applicable in these cases and we have to turn to another
type of key elements for describing such structures.

B. Dispersive shock waves

Since the pioneering work of Gurevich and Pitaevskii,®
it is known that wave breaking—such as depicted in Figs.
4(c) and 4(d) for the dispersionless Riemann invariants—is
regularized by the replacement of the nonphysical multi-
valued dispersionless solution by a dispersive shock wave.
This wave pattern can be represented approximately as a
modulated nonlinear periodic wave whose parameters A;
(i=1, 2, 3, 4, cf. Sec. II) change slowly along the wave
structure. In this case, the two dispersionless Riemann invar-
iants /. are replaced in the DSW region by four Riemann
invariants 4; (cf. Figs. 4(c) and 4(d)). In this region, the evo-
lution of the DSW is determined by the Whitham equations
(29). In our case, when we consider of self-similar solution,
all Riemann invariants depend only on £=x/f, and the
Whitham equations reduce to

dl;

d_él' [vi(A1, 42, A3, 44) — €] =0, i=1,2,34. (44)

One of the two factors in this equation must vanish, that is,
for each i, either the Riemann invariant /J, is constant, or
v; = &. For the Whitham velocities (31), there exist solutions
for which, in the DSW region, only one of the Riemann
invariants varies, whereas the three others remain constant.
These solutions correspond qualitatively to the same patterns
as the ones depicted in Figs. 4(c) and 4(d). However, natu-
rally, the dependence of the Riemann invariants on ¢ result-
ing from (44) differs from the one obtained from (39)
(different equations and different variables). As a result, the
velocities of the edges of the DSW do not coincide with the
velocities of the nonphysical solutions of the dispersionless
equations. It nonetheless remains true that Figs. 4(c) and
4(d) schematically represent the structure of the Riemann
invariants for the solutions of the Whitham equations (44):
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in Fig. 4(c), 4, varies and (4, 43, 44) remain constant,
whereas in Fig. 4(d), 43 varies and (4;, 4,, 44) remain con-
stant. We thus arrive at the following description of these
solutions:

* In the case of Fig. 4(c) where }i = /li, JE > JR we have
=R aa=0b =0k =K, (45)
and 4, depends on ¢ according to the equation
v (A8, 00, 28 k) = & (46)

The resulting wave pattern is obtained by substitution of
these values of (4, s, A3, A4) into (19) and (13). The left,
small amplitude, edge of the DSW propagates with the

velocity
2
L 1L
R (}'+ B A*)
+

e 2(& Ty u’j) ’

(47)

The right edge corresponds to the soliton limit, propagat-
ing with the velocity

1
se=y (R 42k 428, 8)

e In a similar way, in the case of Fig. 4(d) where ii >
i’i, JE = )R we have
do =2k =)k,

do =78, Ju=iL, (49)
and the dependence of A3 on ¢ is determined by the
implicit equation

v (AR08 25,0k = ¢ (50)

PR

Substitution of the values of /; resulting from (49) and
(50) into (25) and then (13) yields the oscillatory DSW
structure for the physical variables u and 4. The left edge
of the DSW corresponds to the soliton limit and this soli-
ton moves with the velocity

1
s :i(x’i +2F +/1L+). 1)

Its right edge corresponds to the small amplitude limit
propagating with the velocity

(52)

IV. CLASSIFICATION OF SOLUTIONS OF THE
RIEMANN PROBLEM

For a given choice of initial conditions (4), the solution
of the Riemann problem consists of combinations of the key
elements listed in the preceding Sec. III: plateaus, rarefaction
waves and dispersive shocks. It is important to notice that if



083107-7 Congy et al.

an RW or a DSW matches with a plateau at its both left and
right edges, then these plateaus share one of their (disper-
sionless) Riemann invariants. For example, in Figs. 4(a) and
4(d), we have i~ = =R and in Figs. 4(b) and 4(c) we have
A=k

Also, in the case of a DSW, despite the fact that the
dynamics inside the shock region is described by four
Riemann invariants, two of them coincide with the disper-
sionless invariants of one of the plateaus at the edges of the
shock. Hence one may say that the value of one of the disper-
sionless Riemann invariants [A_ say, as in the case of Fig.
4(d)] is “transferred” through the DSW, although, if it were
computed using formula (36), one would find that it strongly
oscillates inside the DSW region. The equality 2~ = A* [for
the case of Fig. 4(d)] connects the parameters of the flow at
both sides of the dispersive shock, and in this sense, it plays
a role similar to that of the Rankine-Hugoniot condition in
the theory of viscous shocks (see Refs. 22 and 23).

Due to this property of the dispersionless Riemann
invariants, the points corresponding to the edges of the DSW
(or of the RW) must lie on one of the parabolae along which
the value of the dispersionless Riemann invariant remains
constant. Hence, the dispersionless parabolae of Fig. 1 are
useful tools for the classification of all possible solutions.
One should keep in mind that the parabolic arcs symbolize
the different types of solutions: a physically acceptable
single-valued RW [Figs. 4(a) and 4(b)] or a formal multi-
valued solution [Figs. 4(c) and 4(d)] which should be
replaced by a DSW correctly treated within the Whitham
approach. After these preliminary remarks, we can proceed
to the classification of the wave structures.

The left and right boundaries of the whole wave struc-
ture connect with undisturbed plateau regions whose parame-
ters coincide with the initial conditions (4); for instance, in
any situation, one should always have at the left boundary:
u(x/t <s*)=uy and h(x/t < s*) = hy. Consequently, the
left and right edges propagate into plateau regions repre-
sented by the two points (i, h;) and (ug, hg) in the (u, h)
plane. We represent in Fig. 5 the two parabolae correspond-
ing to the constant dispersionless invariants iLi =u./2

hy, including their branches extending beyond the tangent
points with the u-axis (which were represented as dashes
lines in Fig. 1). These parabolae cut the physical half-plane
h >0 into six domains labeled by the symbols A, B,..., F.

up, u —>

FIG. 5. Regions in the (u, 7) plane corresponding to different types of flow.
The left boundary corresponds to point L of coordmdtes (ug, hy). The two
parabolae are defined by the equations 7 = ( u— /L+) and h = (fu— 2" ).
The type of flow depends on the region (A, B,..., or F) in which lies the right
boundary point R of coordinates (ug, hig).
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Depending on the domain in which the point R with coordi-
nates (ug, hg) lies, one has one of the six following possible
orderings of the left and right Riemann invariants:

B: 2t <R <ih <If,
2L

A b < <R <

C: R</1L<A+</L D:b < <t <L,

: L L . R )L
E: R <l <R <Ob Fo® <R <0F <b.

(33)

These six situations correspond to the six possible wave
structures resulting from the initial discontinuous profiles
(4). We shall now describe their main properties and parame-
ters. Note that, as expected, the typology below does not
depend on the absolute values of uz and u;, but only on their
relative positions.

(A) In this case, the two rarefaction waves represented
in Figs. 2(a) and 2(b) are combined into a single wave struc-
ture where they are separated by an empty region [in which
h(x, t) = 0]. The velocities of the edges of the RWs are given
by the formulae

sf=u— e, sh =+ 24/,
;'E—MR—2\/%, s’i:uR—l—\/h_R.

The corresponding wave structure is displayed in Fig. 6(A).
As expected, the dispersionless approximation gives a very
accurate description of the solution.

In the hydrodynamic context, this situation corresponds
to launching two fluids in opposite directions with velocities
so large that the rarefaction waves are not able to fill the
empty regions between them.

(B) Here the parabolae u/2 + v'h = uy /2 +/hy and
u/2 —/h = ug/2 — \/hg cross at the point P = (up, hp) with
the Riemann invariants 2 = up/2++/hp, and their equality
yields the values of the physical variables

) 1
upzﬂi—ﬁ—)i:E(uL—ﬁ—uR)—l-\/lT—\/l;,

2
1 211
hp:—(ii—/lf) :—|:—(ML_MR)+ hy + Vhg| .

4(2
(55)

(54)

In this case, one has two rarefaction waves separated by a
plateau region, which is represented by point P in the (u, h)
plane of Fig. 6(B). The velocities of the edges can be easily
found from the self-similar solutions (40) and (41)

sfzv,(/lf,/li)— (3AL+,1L)_ML_\/E,
— 0 (z’j , zﬁ) (32 ! )
o=y (3,0) = (R 30k,
Sﬁ = U4 (/ALIL/Iﬁ) = (;LIE + 3/1§) = up + m,
The corresponding wave structure is displayed in Fig. 6(B).

As in case (A), the dispersionless approximation gives a very
accurate description of the solution.

o

(56)

NI'—‘I\J\HNI'—*Nl'—‘
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FIG. 6. Solutions in the cases (A)
(three plots of the left column) and (B)
(three plots of the right column). The
initial profiles are characterized by
hy =1, up =-3, hp=1, ug =3 in case

(A) and hy=1.5, u,=-1.5, hg=2,
ug = 1.5 in case (B). The upper plots
display the behavior of the solution in
the (u, h) plane. The black solid line
(almost perfectly recovered by the red

line) is the result expected form the
dispersionless approximation. The red
solid line displays the results of numer-
ical simulations. The middle plots
schematically represent the behavior of
the Riemann invariant as functions of
£. These are sketches, not on scale
with the two other rows. The lower

plots compare the numerical simula-
tions for the velocity field u(¢) (pink
thick lines) with the analytic approach
(black solid lines) from the dispersion-
less approximation. In these plots, the
vertical colored line are the velocities
of the edges between the different
components of the wave structure, as
determined from (54) in case (A) and
(56) in case (B).

Here the hydrodynamic interpretation is that the two flu-
ids are moving away from each other with velocities lower
than in the previous case (A), and the rarefaction waves are
now able to provide enough flux of fluid to create a plateau
in the region which separates them. This plateau has a fixed
value of the height /2 and the flow velocity u.

(C) In this case, the initial profile evolves to form a
DSW on the left, an RW on the right, and a plateau in
between. The Riemann invariants in the plateau region are
P =)k and Ai = )»I;. In the DSW region, the Riemann
invariants behave as schematically represented in Fig. 4(c).
The edges of the DSW propagate with velocities

(2 - ;ﬁ)z

2(7 4k —2F)

s :v2<i’f,2’f,iﬁ,ii> — 2k

1
= v (AR R ) =5 (R 2t ),
(57
and the velocities of the edges of the RW are equal to
1
=y (2,20) =5 (4 30t),
(58)

= (38 K) =5 (% 4 308).

This situation could be interpreted as if one fluid was collid-
ing with the other flowing away with such velocity that a pla-
teau with increased density is formed between them. The
corresponding wave structure is displayed in Fig. 7(C). The
right RW and the plateau region are correctly described by

the dispersionless approximation, as can be check on the
upper plot of this figure where the two approaches perfectly
match between points P (plateau region) and R (right bound-
ary). Of course, this is not true for the DSW: at variance with
the behavior expected on the basis of the dispersionless
approximation (black solid line), the numerical results (red
solid line) display large oscillations between points P and L.
This behavior is, however, quite successfully described by
the Whitham approach, as can be seen in the lower plot of
Fig. 7(C).

(D) Here we have an RW on the left and a DSW on the
right with a plateau in between. The Riemann invariants in
the plateau region are equal again to A” = iﬁ = /Ii. The
velocities of the RW’s edges are equal to

sh=o (i01) :%(31{ +74),

Leo (3R08) = % (322 +2).

The behavior of the two dispersionless Riemann invariants in
the region of the rarefaction wave corresponds to the case illus-
trated in Fig. 4(b). In the DSW region, there are four Riemann
invariants, which behave as schematically represented in Fig.
4(d), and the edges of the DSW propagate with velocities

(59)

=]
I

= oy (G808 ) = % (4% 258+t ),
(- )
2 428 —2t)
(60)

03 (i’f,iﬁ,iﬁ,iﬁ) =2k +
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FIG. 7. Same as Fig. 6 for the cases
(C) (three plots of the left column) and
(E) (three plots of the right column).
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The initial profiles are characterized by
hL = 05, Uy, = 05, hR = 2, Up — 0.5 in
case (C) and h;,=0.6, u,=1.5,
hg=0.5, up=-0.5 in case (E). The
lower plots compares the numerical
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plateau and the RW region) and
Whitham modulation theory for the
DSW. In the region of the DSW, we
only display the envelope of the non-
linear modulated wave. A more accu-
rate comparison is done in Fig. 8.

This situation is similar to the preceding one upon exchang-
ing the roles of the left and right fluids; we thus do not illus-
trate it by a figure.

(E) In this case, the initial profile evolves in two DSWs
separated by a plateau, the parameters of which are 2” = i
and Ai = }i. The DSW’s edges propagate with velocities

(2 - zﬁ)z

=2)R +2(;@+1€ _2/115),

S
I
<
8]
~
]
S
>
~
I~
~

o
Il
<

[\

= % (ﬂfi + 225 + iﬁ)
(R okt ),
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Here we have a collision of two fluids with “moderate”
velocities: the two DSWs do not overlap, but a central pla-
teau region of increased height is formed. This situation is
represented in Fig. 7(E). Again, the theoretical approach
quite accurately describes the numerical results (cf. the bot-
tom row).

The upper part of the figure illustrates a phenomenon
already present in case (C): the large nonlinear oscillations
in the DSW regions are associated with locally negative val-
ues of h(x, f). This phenomenon is clearly seen in Fig. 8§,
which represents 4 as a function of ¢ for the two configura-
tions (C) and (E) considered in Fig. 7. Although extended

-4 -2 0 2 4 -4 -2

regions of constant and negative values of / lead to a dynam-
ical instability [as clearly seen from the dispersion relation
(2)], nothing forbids local excursions of / below 0, and this
is confirmed by the excellent agreement of the numerical and
theoretical results presented in Fig. 8. Of course, in this case,
the interpretation of / as being the height of a fluid surface
becomes meaningless, but, as explained in the introduction,
the physical model behind the nonlinear equations (3) can
have an origin different from shallow water physics.

(F) In this configuration, the two fluids collide with
velocities so large that the central plateau observed in case
(E) disappears: the DSWs overlap and, on the basis of a simi-
lar situation observed for the nonlinear Schrodinger equa-
tion'® and for the Landau-Lifshitz equation,'® one would

FIG. 8. / as a function of ¢ for the same configurations as the ones depicted
in Figs. 7(C) and 7(E). The pink solid line represents the results of the
numerical simulations, and the black solid line is the theoretical result. Note
the numerous excursions of A(x, f) below zero.
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expect that the plateau is replaced by a new structure, sepa-
rating two partial DSWs, which can be approximated by a
non-modulated cnoidal wave (whose four Riemann invari-
ants are constant) or more accurately by a two-phase nonlin-
ear wave.

Our numerical simulations show that this is not the case:
the collision of the DSW is here associated with a numerical
instability which we attribute to a physical dynamical insta-
bility of the region of the overlapping DSWs.

V. DAM BREAK AND PISTON PROBLEM

In view of the particularities noticed in Sec. [V—possi-
ble negative values of 4 and dynamical instabilities—it is
interesting to study in more detail two model cases, illustrat-
ing the specificity of the Kaup-Boussinesq system. The first
one is the dam break problem, which corresponds to a partic-
ular case of initial conditions (4). The second case is the pis-
ton problem. It does not pertain to the same class of initial
conditions, but nevertheless provides an instructive insight
on non-modulated cnoidal waves whose stability is ques-
tioned by the results obtained in case (F).

A. Dam break problem

This is the case where a semi-infinite constant height of
water expands into empty space, which would be a model of
flow after the abrupt breaking of a dam. Such a configuration
is schematically described by an initial condition of type (4)
with

hgk =0 and ug=0. (62)

On the basis of physical intuition, one expects that the time
evolution of this initial profile will result in a rarefaction
wave expanding into vacuum, as for the case illustrated in
Fig. 2(a). This is not quite correct: such a situation is only
reached when u, is sufficiently negative. More specifically,
the initial condition (62) pertains either to case (A) when
up < —2+/hy, to case (D) when lur| < 2+/hz, or to case (F)
when u; > 2+/h; . In other words, this is only when the initial
left velocity (the initial velocity of the water of the dam) is
negative enough that a rarefaction wave is observed. This
behavior is different from the one observed in the similar
case for the nonlinear Schrodinger equation.'® In the present
case, the most natural situation where u; =0 (the water in
the dam is initially steady) pertains to case (D) for which the
dam break leads to a DSW where the field /2 becomes nega-
tive. Only when u; becomes negative enough [in practice,
when it becomes lower than —2+/h;, i.e., when one reaches
the regime (A)] does the excursion of h(x, f) below zero
disappear.

This point deserves a slightly more detailed discussion:
for the dam break problem in case (D), one can easily check
that the plateau region has a vanishing extension (sﬁ = %/11;
= s®). The behavior of the Riemann invariants is depicted in
Fig. 9. In this case, 4; =4, and the DSW is described by a
nonlinear trigonometric wave?>*' whose large amplitude
boundary (at s®) corresponds to an algebraic soliton of
type (28) for which the largest value of p is 14 = /li. Then,
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FIG. 9. The upper plot is a sketch of the behavior of the Riemann invariants
describing the dam break problem when |uz| < 24/A; [type (D) configura-
tion]. The dispersionless Riemann invariants describing the boundary condi-
tions at the right are iﬁ =R =0, and at the left, 5 = Jur*+/h. The two
lower plots compare the results of the numerical simulations (pink solid
lines) with the theoretical results (black solid lines) for the boundary condi-
tion i, =1 and u; =0.

from (13), the corresponding extremal value of /4 is —%/li
= —1(ug + v/hr)’: it is always negative, and only vanishes
when one leaves regime (D) to enter regime (A), i.e., when
ug < —2+/hz: in this case, the plateau P and the right bound-
ary R coincide and the flow is of the type exemplified in Fig.
2(a), which corresponds to an RW expanding into empty
space, as intuitively expected.

B. Piston problem

The piston problem corresponds to the situation where a
hard wall (the piston) is moving (in the case considered here,
with a constant positive velocity V) with respect to a steady
fluid. We work henceforth in the rest frame of the piston. In
this frame, the piston is located at x=0, and the fluid is
incoming from the right with a constant velocity ug = —V and
a fixed constant depth /. The boundary condition on the pis-
ton is u(0, ) = 0: the fluid in contact with the piston is at rest
with respect to it. The boundary condition for the height is
taken as h(0, £)=0, or h (0, t)=0. These two conditions, of
Dirichlet or Neumann type, are equivalent if treated within
the Whitham approach, since the corresponding profiles differ
only locally near 0, over a characteristic length of order 1.

For intermediate velocities V, the profile is of the type
characterized by the arrangement of Riemann invariants dis-
played in Fig. 4(d): there is a plateau in contact with the piston,
then, at its right, a DSW, and finally a plateau corresponding to
the right boundary condition, characterized by /li = %uR
++/hg. The plateau in contact with the piston is characterized
by a height /; (unknown at this point) and a velocity v; =0;
hence /4 = ++/h;. The constancy of the lower Riemann
invariant across the structure of Fig. 4(d) yields AX = iF,
which fixes the value of i, = (\/hg — ug/2)*. The velocities
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FIG. 10. The piston problem for a velocity V > 21/hg. The left plot displays a sketch of the corresponding arrangement of Riemann invariants. In the rest
frame of the piston, the SCW occupies the region 0 < ¢ <s_, and the DSW the region s_ < £ <. The right plot compares the results of our numerical simula-
tions for A(x, t) with the prediction of Whitham theory. The boundary conditions are V =2.5 =—ug and hg = 1. In the numerical approach, the piston is mim-

icked by a strong repulsive potential.

of the edges of the DSW are determined from (51) and (52). In
particular, the boundary between the left plateau and the DSW
has a velocity s_ = \/hg — V /2. This velocity vanishes when
V = 2+/hg. For piston velocities V larger than this threshold,
the plateau in contact with the piston disappears and the struc-
ture of the flow changes: in a good approximation, it is repre-
sented by a stationary, non-modulated cnoidal wave (SCW) in
contact with the piston. This SCW is connected to its right
with a partial DSW, itself connecting to a plateau defined by
the right boundary condition. This corresponds to the arrange-
ment of Riemann invariants displayed in Fig. 10.

The fact that the cnoidal wave located in the region
0< ¢<s_ in Fig. 10 is stationary reflects in the relation
A+ 4>+ 43+ A4 =0, which fixes its phase velocity to zero.
This yields

MtIa=—I1—A=—-up=V. (63)

Another condition is obtained by imposing that there is no
flux through the piston, and therefore the average flux van-
ishes: (hu) = 0 [it is evident that there is no contribution of
the last term in the first Eq. (3) to the average flux, since
(uy) = 0 by virtue of local periodicity]. The relation (63)
yields s; =0 and Eq. (13) now reads u=—2p and h(p)
=—s, — 2% where s, = Ay — (A + 12)2 + A3/4. Hence
we get the condition

sa(u) +2(1’) =0, (64)

where (u") =L~ §4pu"dp/+/—P(p). Condition (64) is ful-
filled for s3 = (41 + A2)(A344 — A142) = 0. Together with
(63) this yields a system for the yet unknown quantities /3
and A4. The obvious solutions are [taking into account the
ordering (11)] 44 = —A, and A3 = —A,. Then, in the SCW, the
height #/ oscillates between the two opposite values
+2V+/hg and the velocity v between —V =2+/hz. The veloc-
ities of the edges of the DSW are s_ = v3(4y, 42, 43, 44) and
S+=U3(/117/12,/14,24) :2\/E+V—hR/(V+\/E) The
wavelength of the large amplitude edge of the DSW (at
£ =s_)is given by

2K (m*)
1%

4hg

L: W

(65)

, where m" =

is the modulus (20) of the elliptic functions; m* < 1 in the
present case since V > 21/hg. As is checked in Fig. 10, these
predictions are in excellent agreement with the numerical
simulations.

Two comments are in order here: first, the numerical
simulations show that the cnoidal wave is weakly modulated,
and, as suggested in Refs. 12 and 24, it should be more accu-
rately described as a two phase solution. However, as seen in
Fig. 10, the modulation is small, and the approximate
description of the structure as an SCW is quite accurate.
Second, and more important, we have here an example of
dynamically stable non-modulated cnoidal wave with large
amplitude (4 oscillate between =5 in the SCW region of Fig.
10). This is quite different from the situation observed in
Sec. IV [region (F) in Fig. 5] where an expected SCW result-
ing from the collision of two DSWs has proven unstable.
This example shows that the wave structures in the piston
problem may have properties quite different from those aris-
ing from the evolution of initial discontinuities.

VI. CONCLUSION

In this paper, we have developed a full classification of
the wave patterns evolving dynamically from initial disconti-
nuities according to the Kaup-Boussinesq equation with posi-
tive dispersion. At variance with the case of negative
dispersion considered in Ref. 12, the classification used here
follows closely the one for the nonlinear Schrodinger equa-
tion,18 although there are a number of technical differences
caused by the possible negative value of the “height” field
and also by different representations of dark and bright
“soliton trains” and corresponding changes of the Whitham
modulation equations. This common behavior of the positive
dispersion Kaup-Boussinesq and the nonlinear Schrodinger
equation is related to the common sign of dispersion in both
equations and will be clarified in a forthcoming publication.'®

Our results can find applications as approximations of
the dynamics of polarization waves in two-component Bose-
Einstein condensates®' and of magnetic systems with easy-
plane anisotropy.>> Work in this direction is in progress.
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Chapitre 3 - Excitations magnétiques dans les condensats a deux composantes

Article 4 : Solution of the Riemann problem for po-
larization waves in a two-component Bose-Einstein
condensate (prépublication)

Ce dernier travail dont on présente ici la pré-publication correspond a la résolution

du probléeme de Riemann de ’équation de Landau-Lifshitz et constitue la continuation de
I’étude débutée dans I’Article 2. Les principaux résultats ont été présentés dans ce dernier
chapitre. Au contraire de I’Article 2 ou nous avions étudié le probleme de Riemann dans
un régime ot les équations (3.17-3.18) sont dites genuinely non-linear*, nous avons résolu
ici le probléeme pour une condition initiale (3.79) générale pour laquelle le systéme peut
parcourir dans l’espace des phases différents triangles de monotonicité. La caractére non
genuinely non-linear du probléme général permet d’observer, comme on I’a présenté dans
ce chapitre, de nouvelles structures comme les ondes de choc dispersives de contact et plus
généralement les chocs que 'on a appelé chocs mixtes.
D’un point de vue plus formel, le systéeme étudié ici combine deux difficultés : il supporte la
propagation d’onde se propageant dans les deux directions et il constitue de fagon générale
un systeme d’équations non genuinely non-linear; sa résolution est inédite et la méthode
proposée ici ouvre la voie a la résolution de nouveaux systémes intégrables présentant les
mémes propriétés.

24. Dans ce régime, les invariants de Riemann hydrodynamiques varient de fagon monotone avec les
champs physiques.
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We provide a classification of the possible flow of two-component Bose-Einstein condensates evolv-
ing from initially discontinuous profiles. We consider the situation where the dynamics can be re-
duced to the consideration of a single polarization mode (also denoted as “magnetic excitation”)
obeying a system of equations equivalent to the Landau-Lifshitz equation for an easy-plane ferro-
magnet. We present the full set of one-phase periodic solutions. The corresponding Whitham
modulation equations are obtained together with formulas connecting their solutions with the Rie-
mann invariants of the modulation equations. The problem is not genuinely nonlinear, and this
results in a non-single-valued mapping of the solutions of the Whitham equations with physical
wave patterns as well as to the appearance of new elements — contact dispersive shock waves —
that are absent in more standard, genuinely nonlinear situations. Our analytic results are confirmed

by numerical simulations.
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I. INTRODUCTION

The first experimental realizations of Bose-Einstein
condensation (BEC) of single species ultracold atomic va-
pors [1, 2] were soon followed by their multi-component
counterparts [3] which appeared to be nontrivial exten-
sions of the previous ones, the dynamical and nonlin-
ear aspects of phase separation revealing particularly rich
[4, 5]. Over the years, numerous studies have been de-
voted to theoretical and experimental investigations as-
sociated with these specific features, namely nonlinearity
and dynamics in multi-component BECs, see, e.g., the
reviews [6, 7] and chapters in the books [8-10].

The specific physical ingredients of this body of re-
search are the (intra- and inter-species) interactions, the
negligible viscosity and the large dispersive effects. An-
other important aspect is the different degrees of free-
dom associated with the different types of motion of
the components. For two component systems one can
schematically separate global in-phase motion — associ-
ated with density fluctuations — from out-of-phase mo-
tion, associated with a “polarization” or “magnetic” de-
gree of freedom. This appealing classification of the dy-
namical behaviors of the system is however oversimpli-
fied: in many instances, a clean separation between these
idealized types of excitation is not possible, even at the
perturbative level (see, e.g., the discussion in [11]). How-
ever, a recent theoretical breakthrough has been made in
Ref. [12] where it has been shown that for stable two
component mixtures close to the immiscibility region,
the density and magnetization degrees of freedom decou-
ple, even at the nonlinear level. The polarization sector
is particularly interesting, new solitons have been first
identified in Ref. [12] and a rich variety of nonlinear ex-
citations rapidly followed [13]: cnoidal waves, nonlinear
trigonometric waves, algebraic solitons. The interest of
these studies is not uniquely theoretical: the regime of

parameters for which the dynamics of polarization exci-
tations decouples from that of density excitations corre-
sponds to systems of experimental interest; for instance,
it is exactly realized in the mixture of the two hyperfine
states |F' = 1,mp = £1) of 23Na [14], and, to a good ap-
proximation, in the mixture of hyperfine states of ’Rb
considered in Refs. [15] (]1,1) and |2, 2)) and [16] (|1, —1)
and |1,0) or |1, —1) and |2, —2)).

An investigation of the one-dimensional Riemann
problem for polarization excitations was started in
Ref. [13], which was motivated by the study of two-
species counterflow considered in Ref. [15]: an initial
value problem has been considered, consisting, for each
component, in piece-wise constant initial (relative) den-
sity and velocity, with a single discontinuity. The im-
portance of this type of problems lies in the facts that,
first, their solution involves characteristic wave patterns
arising in the space-time evolution of quite general initial
pulses, and, second, a number of real physical situations
can be reduced to the discussion of the dynamics of initial
discontinuities. The interest of this so-called “Riemann
problem” was first realized in the framework of compress-
ible fluid dynamics, where the well-known viscous shocks
play a key role in the classification of evolutions of ini-
tial discontinuities (see, e.g., Ref. [17]). Extension of this
approach to systems where dispersion effects play a dom-
inant role — instead of viscous ones — started with the
ground breaking work of Gurevich and Pitaevskii [18] for
the Korteweg-de Vries (KdV) equation, in which disper-
sive shock waves (DSWs) were approximated by nonlin-
ear modulated waves whose evolution were described by
means of Whitham theory of modulations [19, 20]. The
theory of DSWs has been much developed since and has
found numerous different applications (see, e.g., a recent
review [21] and references therein). In particular, the
classification of the space-time evolution of initial dis-
continuities was established for waves whose dynamics



is described by the nonlinear Schrédinger (NLS) equa-
tion [22, 23] and by the Kaup-Boussinesq (KB) equation
[24, 25]. In all these cases (KdV, NLS and KB), the evolu-
tion of the DSW is governed by the dynamical Whitham
equations for the so called “Riemann invariants” [17] who
have a one-to-one correspondence with relevant physical
variables. However, the problem becomes much more
complicated when this mapping is multi-valued, even
when the Whitham equations can be represented in a
diagonal form. For instance, new types of structures ap-
pear in such systems, as was indicated in Ref. [26] for the
case of the modified KdV (mKdV) equation. The full so-
lution of the Riemann problem for the Gardner equation
(related with the modified KdV equation) was given in
Ref. [27] and this solution was adapted to the mKdV case
in Ref. [28]. These examples refer to a unidirectional
wave propagation described by a single nonlinear wave
equation. However, similar complicated wave structures
were discussed in Ref. [29] for the non-integrable Miyata-
Camassa-Choi equation describing two-directional prop-
agation of two-layer shallow water waves.

The case considered in Ref. [13] combines two difficul-
ties: (i) as in the problems studied in Refs. [26-28], it
corresponds to a situation where the dispersionless Rie-
mann invariants are non-monotonously dependent on the
physical variables, that is, the problem is not genuinely
nonlinear (see, e.g., [30]) and, (ii) as in Ref. [29], it corre-
sponds to a two-directional wave propagation described
by a system of two nonlinear equations. To avoid too
many complications, the study of Ref. [13] was initially
restricted to a region of parameters where the depen-
dence of the Riemann invariants on the physical vari-
ables remains monotonous, that is, the problem consid-
ered was actually genuinely nonlinear. In the present
paper we extend this study and give the full solution
of the Riemann problem for the space-time evolution of
polarization waves in a two-component BEC. Our ap-
proach is based on the remark made in Ref. [13] that,
for the regime of parameters identified in Ref. [12], non-
linear polarization waves can be described by the dissi-
pationless Landau-Lifshitz (LL) equation with uniaxial
easy-plane anisotropy [31, 32]. The exact integrability
of this equation — which belongs to the Ablowitz-Kaup-
Newell-Segur hierarchy — makes it possible to develop
a Whitham modulational theory (Sec. IV) for describing
configurations where nonlinear waves are slowly modu-
lated, as observed in dispersive shocks. This will permit
us to formulate a principle of classification valid for all
the numerous wave patterns arising from the evolution
of initial discontinuities.

An interesting aspect of the present work is its rele-
vance to systems pertaining to widely different domains
in physics. Configurations similar to the ones studied in
the present work can be investigated in neighboring fields
such as nonlinear fiber optics and also exciton-polariton
condensed systems. But the physical ingredients char-
acterizing the phenomena we are interested in — nonlin-
earity, weak dissipation, dispersion in a multi-component

system — are also encountered in quite different settings.
As a result, the solution of the Riemann problem we give
in the present work is also relevant to fluid mechanics
[33—-37] and to the nonlinear magnetization dynamics of
anisotropic ferromagnets [38-40].

The paper is organized as follows: the model and the
relevant dynamical equations are presented in section II.
The exact integrability of the easy plane Landau-Lifshitz
equations is used in Sec. III for writing its explicit one-
phase solutions, determining the corresponding Riemann
invariants, and writing the Whitham modulational equa-
tions. The full classification of the solutions of the Rie-
mann problem is presented in Section V in terms of the
combination of specific wave patterns, which we denote
as “building blocks” or “key elements” which are first
analyzed in Sec. IV. Finally, we present our conclusions

in Sec. VI.

II. THE MODEL

We consider a one-dimensional system consisting in
an elongated two component BEC described by the or-
der parameters ¥4(z,t) and 9 (x,t). The dynamics of
the system is described by two coupled Gross-Pitaevskii
equations:

(ihat L hg@%) <¢¢> _ (gﬁll/nlz guww;) (%)
2m )\, grvivy gl V)
(1)
where g4+ and gy, are the intra-species nonlinear con-
stants; gy is the interspecies one. We consider the limit
where g+ = g, and denote as g their common value (the
situation where these two constants are not exactly equal

is treated in Ref. [11]). We denote as dg the difference
g — g1, and consider the situation

0<dgxyg. (2)

The left condition is the mean-field miscibility condition
of the two species (see, e.g., Refs. [8, 9]). The right condi-
tion implies that the three interaction constants are close
to each other and that the system is close to the region
of immiscibility. As discussed in Refs. [12, 13], in this
situation the density and magnetic degrees of freedom
effectively decouple.
The spinor wave function is parameterized as [41]

r) i®/2 = - (cosfe /2
(7/% =/pe”/*2, where == sinfeid2 ) -
(3)

In this expression p(z,t) is the total density and 6(z,t)
governs the relative densities of the two components:
pr(z,t) = [Y> = 3p (1 + cosf) and py(z,t) = [y * =
1p(1—cosf). ®(x,t) and ¢(z,t) are potentials for the
velocity fields vy and v of the two components, namely,

00 0) = g (@=2) 0y(o0) = (Bt ) - (4)



The small perturbations of a uniform BEC of total den-
sity po with equal fractions of the two components (6 =
7/2) correspond to total density fluctuations which prop-
agate with velocity cq = [po(g — dg/2)/m]'/? and polar-
ization excitations with velocity ¢, = (podg/2m)'/2. In
the limit (2) these two velocities are widely different. As
a result, even an initial state consisting of a mixture of
density and polarization fluctuations rapidly separates
into density perturbations propagating at large velocity
cq away from a region where only polarization excitations
take place. For considering these excitations, it is appro-
priate to re-scale the lengths in units of the polarization
healing length &, = h/(2mpodg)'/? and time in units of
Tp = &p/cp. Once this is done, it has been shown in [13]
that the dynamics of the polarization excitations is ac-
counted for by the following system of coupled equations

0; + 20, ¢pcosl + Ppypsind =0,

O ()
_ g2y Yz _
¢ —cosO(1 — ¢z) e 0.
The other fields are fixed by the conditions p(z,t) = po
and (®, — ¢, cosf), = 0. Introducing the effective spin

(04, 0y and o, are the Pauli matrices)

sin @ cos ¢
S==2lgZ=|sinfsing | , (6)
cos
and the magnetization M = —S, one can easily verify

that the system of equations (5) is equivalent to the dis-
sipationless Landau-Lifshitz equation for an easy plane
ferromagnet:

M =Hg AM, where Heg=0’M— M.e., (7)

e, being a unit vector of the z-axis. We have found that
this form of the equations of motion is particularly ap-
propriate for numerical simulations. The reason is that,
contrarily to the systems (5) (and (8), see below), it does
not involve small denominators when the density of one
of the components gets very small. The other interesting
feature of this system is that the anisotropic Landau-
Lifshitz system (7) is integrable by the inverse scatter-
ing transform method and the corresponding Lax pair
is known (see, e.g., [42, 43]). This result has been used
in Ref. [44] to derive periodic solutions for ferromagnets
with an easy-axis anisotropy, and we shall adapt here this
approach to the easy-plane case (7).

For future convenience, we introduce a third version
of (5): let us define the quantities w(z,t) = cosf =
S, = —M, = (p+ — py)/po describing the variations of
the relative density, and v(z,t) = ¢ = (v, —v3)/(2¢p)
which represents the non-dimensional relative velocity.
In terms of these two fields the equations of motion read

w; — [(1 —w?)v], =0,

Before embarking to the study of nonlinear phenomena,
it is interesting to briefly consider linear perturbations
of a stationary configuration: let a uniform background
be characterized by a relative density wg and a relative
velocity vg. Small perturbations of the type

w=wy+w(x,t), v=1ry+v(z,t), with |v'|,|w'| <1

can be sought under the form of plane waves with wave
vector k and angular frequency w. Linearizing the system
(8) one obtains the following dispersion relation:

w= (mm /(0 —ud)(1 o) +1<:2> k.o (9)

By definition we always have |wy| = | cos 0g| < 1, however
vg can have any value, and for |vg| > 1 the frequency w
is complex for small enough wavevectors k. This implies
a long wavelength modulational instability of a system
with large relative velocity of the two components, more
precisely for a background relative velocity vy —v4 larger
than 2c,. This mechanism of instability has been first
theoretically studied in Ref. [45].

In what follows, we consider the dynamically stable sit-
uation where |vg| < 1. In this case the large wavelength
limit of the dispersion relation (9) corresponds to waves
propagating with the “polarization/magnetization sound

velocity”
et = 2wovg £ /(1 —wd)(1 —v2) . (10)

For a uniform system in which both components have
equal densities (wg = 0) and no relative velocity (vy = 0)
one gets c4+ = *1, i.e., going back to dimensional quanti-
ties, the speed of the magnetic sound is +¢, as expected.
We note that the + sign (— sign) in expression (10) cor-
responds to polarization excitations propagating to the
right (to the left) with respect to the background in the
reference frame in which the total flux of the condensate
is zero.

A. Limiting regimes

For some specific values of the field variables, the
anisotropic Landau-Lifshitz system (7) can be approx-
imated by simpler nonlinear models. In the present
subsection we consider two limiting cases: the nonlin-
ear Schrodinger equation (Sec. IIA1) and the Kaup-
Boussinesq system (Sec. IT A 2). These limiting regimes
will be used in Secs. VA and V B to help classifying the
large number of different solutions of the Riemann prob-
lem.

1. Nonlinear Schrédinger regime

In the regime where w(x, t) is close to unity and v(x,t)
is small, defining w'(z,1) = 1 — w(x,t) one can rewrite



the system (8) keeping only terms up to second order in
the small quantities v and w':

wy + 2(w'v), =0,

12 / 11

w? wm] 0. (11)
x

4w’2 2w’

vt+2vv$+w;+[

Defining n = w’/2 and changing variable to T = 2¢, the
system (11) can be cast in the form

nr + (nv), =0,
nZ N (12)
T F Vg + Ny + [8;2 - 4”L =0,

which is the hydrodynamic form of the defocusing non-
linear Schrédinger equation

1Yr = —%%L + |"/)|2"/) . (13)

The system (12) is obtained from the standard form (13)
by means of the Madelung transform (n = [¢|? and v =
(arg®),). We note that a similar approximation is also
valid for w(z,t) close to —1 and small v(z,t).

2.  Kaup-Boussinesq regime

In the regime where v(z,t) is close to unity and w(z,t)
is small, defining v'(x,t) = 1 — v(x,t), one can rewrite
the system (8) keeping only terms up to second order in
the small quantities v’ and w:

wy + 2ww, + vl =0,
VN (14)
vy + 2(v'w)y — Wy =0 .

One defines here u = /2w, h = v’ and changes the spa-
tial variable to X = x/v/2. This casts the approximate
system (14) into the canonical Kaup-Boussinesq form [46]

up +uux + hx =0,
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Again a similar approximation can be derived when
v(z,t) is close to —1 and w(z,t) small.

III. PERIODIC SOLUTIONS AND WHITHAM
EQUATIONS

Among the key elements that are generated during the
evolution of nonlinear waves, an important role is played
by the DSWs that can be represented as modulated peri-
odic solutions of the corresponding nonlinear wave equa-
tion. Consequently, for classifying of the wave patterns
evolving from an initial discontinuity in the polarization
mode, we have to present the periodic solutions of the
LL equation in the most convenient form and to derive
the corresponding Whitham modulation equations.

In Ref. [13] the periodic solutions have been found by
a direct method, and were not parameterized in terms of
Riemann invariants. The Whitham equations were used
in El's form [47] which provides the main informations
concerning the evolution of initial step-like discontinuous
distributions without requiring the knowledge of the Rie-
mann invariants. However, for solving the full Riemann
problem it is more appropriate to use methods based on
the explicit knowledge of the Riemann invariants. In this
section we shall obtain the periodic solutions of the LL
equation by means of the finite gap integration method,
give the explicit form of the Riemann invariants, and de-
rive the corresponding Whitham modulation equations.

A. One-phase finite-gap integration method of the
easy-plane Landau-Lifshitz equation

As well known, the LL equation (7) is integrable by the
inverse scattering transform method (see, e.g., [42, 43]).
The corresponding Lax pair can be written as

()= (n 5)(). o

% (32) - <é —BA> (5;) ; (17)
where

i 1
F= QMZ, G=—V1-XM_,
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H= —%\/1 — X204,

A= %(1 _ /\Q)MZ + 2[(M_)1M+ — M—(M-O-)IL

B= %)\ 1—N2M_+ (18)
V1= N[(M) M- = M.(M_),),
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)
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In (18) My = M, £+ iM, and X is a constant spectral
parameter. Periodic solutions for ferromagnets with an
easy-axis anisotropy were found in Ref. [44] and we shall
here adapt the approach used in this reference to the
easy-plane case of Eq. (7). The 2 x 2 linear problems (16)
and (17) have two linearly independent basis solutions
which we denote as (1, ¥2)T and (¢1, ¢2)T. We define
the “squared basis functions”

f= —%(1/119024—1/}2@1)7 g=11p1, h=—1aps, (19)

which obey the linear equations

fo=—iHg+iGh, (20a)
gs =2iGf + 2Fg (20b)
hy =— 2Hf — 2Fh (20¢)



and
fi=—1Cg+iBh , (21a)
g =2iBf + 2Ag , (21b)
hy =—2iCf —2Ah . (21¢)

It is easy to check that the expression f2 — gh does
not depend on x and ¢, however it can depend on the
spectral parameter A. The (quasi)periodic solutions are
distinguished by the condition that the term f2 — gh be
a polynomial P(\). For the one-phase case which we
are interested in, it suffices to consider a fourth degree
polynomial

f*—gh=P()\) =H<A — \i)

(22)
I)\4 — 81)\3 + SQAQ — 53/\ -+ S4,

where s; are standard symmetric functions of the four
zeros (A1, A2, Az and A4) of the polynomial:

s1=3 X os2=3 NAj, sz= Y A\,

i<j i<j<k (23)
Sq4 = )\1)\2)\3)\4.

We write the solution of Egs. (20) and (21) under the
form

fx,t) = M2 — fi(z, )\ + fo(a,t) ,
Gt = MAVT- RO = p(,0) , (24)
h(z,t) = Myv1— X2 (A = p*(,1)) ,

where, to simplify computations, we have chosen the coef-
ficients of the terms with the highest degrees in A in such
a way that the identity (22) is already satisfied at order
)\4~ The quantity fl (Iv t)a f2($: t)7 /1,(5[7, t) and /1’* (xa t)
in (24) are yet unknown functions; u(x,t) and p*(z,t)
are a priori unrelated, but we shall soon establish that
they are complex conjugate one to the other, whence the
notation.

Plugging expressions (24) back into (22) and equating
the coefficients of the powers of A yields four conservation
laws

—2fiw+ (L= w?)(p+p*) =51,
2f1fo — (1 —w?)(u+ p*) = s3,

) (25)
[t =2fow+ (1 —w)(pp" 1) = s,
fE = —w?)pp =sa,
where we have used the above defined notation w = — M,

and have also taken into account the normalization
MyM_+M?=1. (26)

Substitution of (24) into (20) and (21) gives, after equat-
ing the coeflicients of powers of A\, a number of differential

equations; we shall write down here the ones which are
the most important for our purpose. For instance the
equation (20a) gives

we = —EO—R) =), fro =0, far s, (20

After factoring out the term /1 — A2, the equality of
the coefficients of the terms of order A in both sides of
equation (20b) yields

(M) /M =i(f1 + wp). (28)

This equation, with account of ¢, = v, M_ =
—V1 — w? exp(—i¢) and of the first of Eqs. (27), leads
to the following expression for the relative velocity:

v=—fim L (ut (29)

The variable p satisfies the equation

o = iy/P(3) (30)
which can be easily obtained by putting the free param-
eter A equal to p in equation (20b). Substitution of (28)
and (27) into (21b) where the parameter A is taken equal
to p gives, owing to the first of identities (25), the equa-
tion gy = —(i/2)s1v/P(p) = —(1/2)s1445. This indicates
that u depends on the variable £ = x — (s1/2)t only, that
is

P(M)a gzx_‘/tv

He = i V= %81. (31)
Formally, equation (31) can be solved in terms of elliptic
functions and it is then parameterized by the zeroes of
the polynomial P(\). However, even for given values of
these zeroes, the trajectory of p in the complex u-plane is
not known and therefore it is impossible to prescribe the
initial value of p without some additional study. This
difficulty can be overcome by the method suggested in
Ref. [48], according to which the parameters f1, fa, p, p*
are to be represented as functions of w. This yields the
solution in a so-called “effective” form, not subject to any
additional constraint.

After simple manipulations on the system (25), we
find, for a given set of A\; (i = 1,2,3,4), four possible
forms of fi:

f= i\/(l ¥ 8o+ sa +8,)/2, (322)

and

f1 = +£sgn(s; + 33)\/(1 + 89+ 84— 8})/2, (32b)

where we have defined

VA TV (PP YR C)



and made use of the identity (14 so +54)% — (51 +53)? =
(s})%2. The factor sgn(s; + s3) is introduced for mak-
ing f1 (and its derivatives with respect to A;) continuous
functions of \;. For fs we obtain in all cases

fo= (81 + S3)/2f1 + w, (34)

and the variables u, p* are given by the expressions

. S1+2fiwE 21/ —R(w)
My = 2(17,“}2) ’ (35)

where

R(w) =w? + Slfﬂuﬁ + sow? + <f151 _a Jj 53> w
1 1

+ = (st —4—4dsy+4f7).

=

(36)

Since i depends on £ only, the same holds for w, which,
as follows from Eqs. (27) and (35), satisfies the equation

we = v/ —R(w) (37)
This equation admits a real solution when w oscillates
between two of the zeroes of R(w) (provided they both
are located in the interval [—1,1]), in a domain where
R(w) <0, and in this case, on sees from (35) that p and
w* are complex conjugated variables, as was anticipated
earlier.

Actually, Eq. (37) coincides with Eq. (30) of Ref. [13]
(with Q(w) replaced by R(w)) and we shall reproduce
here briefly its solutions for convenience and future refer-
ences. We denote the zeroes of R as wy < wse < w3z < wy.

(A) We first consider the periodic solution correspond-
ing to oscillations of w in the interval

w; < w < ws. (38)
In this case the solution of Eq. (37) can be written as

w0 =y — (2w Wom) (39)
L+ 5= sn?(W, m)

Wy —We

where it is assumed that w(0) = wy,

W = /(ws — w1)(ws — w2) §/2, (40)
and

_ (wg — w3) (w2 —w1)

= (ws —wa)(ws —wn)’ (4D

cn and sn being Jacobi elliptic functions [49]. The wave-
length of the oscillating function (39) is

4K (m)

L= )
V(ws —wr)(wg — w2)

(42)

where K (m) is the complete elliptic integral of the first
kind [49]. In the limit ws — wa (m — 1) the wavelength
tends to infinity and the solution (39) transforms to a
soliton
W2 — Wy
w = Wa COSh2 W + % Sinh2 W (43)
4~ W2

This is a “dark soliton” for the variable w.
The limit m — 0 can be reached in two ways.
(i) If wy — w1, then we get

w X wy — §(w2 — wy) cos[k(z — Vi),

k= \/(w;g — wl)(w4 — wl).

This is a small-amplitude limit describing propagation of
a harmonic wave.

(i) If wy = w3 but wy # wa, then we get a nonlinear
wave represented in terms of trigonometric functions:

(44)

(w2 —wn) cos? W
1+ %sinQW’ (45)
W = /(w3 — wi) (w3 — w2) /2.

If we take the limit ws; — w7y <€ w3 — wy in this solu-
tion, then we return to the small-amplitude limit (44)
with wy = ws. On the other hand, if we take here the
limit wy — w3z = wy, then the argument of the trigono-
metric functions becomes small and we can approximate
them by the first terms of their series expansions. This
corresponds to an algebraic soliton of the form

w = Wy

Wz — Wy
14 (we —wi)2(x — VH)2/4°

(46)

w = w2
(B) In the second case, the variable w oscillates in the
interval
wy <w < wy . (47)
Here again, a standard calculation yields

(wyg — w3 )en?(W, m)

1+ pe=tasn?(W,m) '

(48)

w = w3z +

with the same definitions (40), (41), and (42) for W, m,
and L, respectively, and w(0) = wy. In the soliton limit
wsg — wg (M — 1) we get

Wy — W2
cosh® W + Er—— sinh? W'

(49)

w = wo +

This is a “bright soliton” for the variable w.
Again, the limit m — 0 can be reached in two ways.
(i) If wy — w3, then we obtain a small-amplitude har-
monic wave

- 1
w = ws + §(w4 — ws) coslk(z — V)], (50)

k= /(w3 —w)(ws — wy).




This is a small-amplitude limit describing a harmonic
wave.

(ii) If we = wi, then we obtain another nonlinear
trigonometric solution,

(wg — w3) cos®? W
14 1= gin® W (51)
W = v/(ws — wr)(wyg — wr) &/2.

If we assume that wy — w3 < wy — wy, then this repro-
duces the small-amplitude limit (50) with wy = wy. On
the other hand, in the limit w3 — wo = w; we obtain the
algebraic soliton solution:

w = ws +

wyg — W1
1+ (wg — wy)2(z — VE)2/4°

The solutions presented above are parameterized by
the zeroes w; (i = 1,2,3,4) of the polynomial (36) whose
coefficients are expressed in terms of the zeroes \A; of the
polynomial P(\) which plays a key role in the finite-gap
integration method. As we shall see, the parameters \;
represent the Riemann invariants in the Whitham mod-
ulation theory. We want to express the solutions of (37)
in terms of these Riemann invariants: we therefore need
to express the w;’s in terms of the A;’s explicitly, without
having to solve the algebraic equation R(w) = 0. This
has been already achieved in Ref. [44], but we shall derive
here expressions under a form which is more convenient
for subsequent applications. To this end, we rewrite the
identity (22) using explicit formulas for the functions f,
g and h:

w=w + (52)

. 9 S1 + S3 2
PA)=[(-wX — fid+ +w

2f
—(1- w2)(1 — )\2) X A= i Qggvjjz) R(w)}
" l)\_ s1+ 2fiw — 2/R(w)
2(1 —w?)

Let A = A; be a zero of the polynomial P(\) and w be
also one of the zeros of R(w). Then, for a given w, the
above identity yields two equations

§1+ s3
— w2 = A1\ =
WA; fl + 2f1 +w
/ +2fiw
4+ /1 — w2\ )\i_sli
v [ 201 — w?)

for the four roots \;. We assume that A\; and Ay corre-
spond to the upper sign and that A3 and A4 correspond
to the lower sign. We temporarily introduce the notation

N; = 2f1wN; + (s1+ 83— 2fFN) /N = 2f1 Now + 35, (53)
where 3; is a notation for (s; + s3 — 2f2\;)/\.. The use

of formulas (32) for f; yields

$i = (s1

/

Aj
/\))\ + 54—

Ry
)\ :F 84 )\/ ) (54)

where the upper sign corresponds to Eq. (32a), and the
lower one to Eq. (32b. It is then possible to rewrite
Eq. (53) under the form

f1
V1 —w?

Dividing expressions (55) for the N;’s one by the other
for various pairs of ¢ and j (i), we get

Ni=+———= [2\(1—-w?) —s1 —2fiw].  (55)

Ni _ 2n(1 -

w?) — 81 — 2f1w
N; 201 —w?) — s —2fiw’

where the plus signs applies for Ny /Ny and N3/N4 and
the minus one for the other choices of these pairs. Con-
sequently we have

51+2f1w NliN

1— 2 — A J
v 2 A N; £ NN (56)

with the same sign convention. Equating these expres-
sions for 1 — w? to each other, we obtain a number of
equations — linear and quadratic in the N;’s. For exam-
ple, from the equality

N1+ Ny _ Ny — N3 (57)
AoN1 + A1 No A3Ngy — Ao N3
we get the first relationship of the system
(A3 = A2)N1 + (A3 — A1)Na — (Aa — A\1)N3 =0,
()\3 — )\Q)Nl + ()\3 — )\1) ()\2 )\1)N5 = 07 (58)
(A3 — A2)N1 — (A3 — A1 )Na + (A2 — A\ )N3 =0,
()\3 — )\Z)Nl ()\3 — )\1)N2 ()\2 )\1)N3 = 07

and the three others can be obtained by considering
equalities of the type (57) for other choices of pairs of
indices. Although these equations are not linearly inde-
pendent (one can check that one of them is a linear com-
bination of the three others), we prefer to deal with all
of them to get symmetrical expressions for all four roots
of the resolvent. Indeed, using the expression (53) for
N;, each of the relationships (58) becomes a linear equa-
tion for w and yields one of the zeroes of the polynomial
R(w). As a result we obtain the formulae

w, = 1 (A= A2)81 4+ (A3 — A1) — (A2 — A1)
2f1 (A3 — AN+ (A3 = AN, — (h2 — M)A’
wgz—i (A3 — A2)31 + (A3 — A1)32 + (A2 — Ap)33
2f1 ()\3 — )\Q)A + ()\3 — )\1))\/2 + (/\2 + /\1))\37
ws = 1 (A= A2)81 — (Mg — Ar)Se — (A2 — A1)3s
2f1 (Az = X)) — (A3 = M)A, — (A2 — Ay’
W 1 (s = A2)81 — (A3 — Ar)Sa 4+ (A2 — Ai1)3s
2f1 (A3 =AM, — (A3 — A, + (Ao — M)(Aég’)

where the w;’s are ordered according to wy < wo < w3 <
w,y under the suppositions that Ay < Ao < A3 < Ay and



f1 > 0. A change of sign of f; leads to a simple reordering
of the expressions for the w;’s. We see that the zeroes \;
of the polynomial P()) and the zeroes w; of the polyno-
mial R(w) are related by the symmetrical formulae (59),
therefore we shall call R(w) the resolvent of the poly-
nomial P(A) (for example, in the case of NLS equation
an analogous method yields the well-known Ferrari cubic
resolvent used for solving in radicals fourth degree alge-
braic equations). Formulae (59) are equivalent to those
obtained in Ref. [44], however they are more convenient
for the study of degenerate cases presented below. It
is important to note that we have four values of f; for
each set of the \;’s (and corresponding values (54) for
5;), which are thus mapped by the formulae (59) to four
sets of w;’s. This multiplicity of mappings will prove
of tremendous importance when applying the Whitham
theory of modulations to the representations (39) and
(48) of the periodic solutions. Before addressing this cru-
cial question we first need to demonstrate that the pa-
rameters \; (i = 1,2,3,4) are the Riemann invariants of
the Whitham system for the averaged conservation laws.
This is achieved in the next section.

B. Whitham equations

In modulated waves the \;’s become slowly varying
functions of the space and time variables and their evolu-
tion is governed by the Whitham modulation equations.
Whitham showed in Refs. [19, 20] that these equations
can be obtained by averaging the conservation laws of the
full nonlinear system over fast oscillations (whose wave-
length L changes slowly along the total wave pattern).
Generally speaking, in cases where the periodic solution
is characterized by four parameters, this averaging pro-
cedure leads to a system of four equations of the type
w; ¢ + Zj v (w1, wa, ws, ws)w; , = 0 with 16 entries of
the “velocity matrix” v;;. However, the Landau-Lifshitz
equation being completely integrable, this system of four
equations reduces to a diagonal “Riemann form” for the
Ai’s, similarly to what occurs for the usual Riemann in-
variants of non-dispersive waves (see, e.g., Ref. [17]). As
a result, the \;’s are called the Riemann invariants of the
dispersive nonlinear wave. We shall study their proper-
ties by using the method devised in Refs. [50, 51].

First of all, we notice that Eq. (35) implies that, during
the oscillations of w, the variable u describes a cycle in
the complex plane which encloses either points A\ and \g
or points A3 and A4 (according to Eq. (30) the variable p
runs along one of the two loops of an hyperelliptic curve
while the w-variable oscillates within the corresponding
interval). Hence, from Eq. (31) one can derive the fol-
lowing expression for the wavelength

L_jg\/—dg(u) -

Comparison of this expression with Eq. (42) leads to the

4K (m)
Vs =A) (s = A)

identities

~ (wg —wg)(wz —wi) (M —A3) (A2 — A1)
"= (wg —wz)(ws —w1) (g — A2)(Az — A1)’ (61)

and

(w4 — U)Q)(’wg — ’U.)l) = ()\4 - )\2)()\3 - )\1) (62)

From (20b) and (21b) and owing to the normalization
condition (26) one gets By, — Gg; = 2(BF — AG)g =
VI = N[iM.M_ + \(M-_),]g. Using the equations of
motion (7) this last term can be rewritten as Gy — gB;.
Dividing by g2, one can cast the resulting identity under
the form

;(m_CKM)_i(m.M):o. (63)

ey 9(A)

We shall use this equation as the generating function of
the conservation laws of the Landau-Lifshitz equation: a
series expansion in inverse powers of A gives an infinite
number of conservation laws of this completely integrable
system. The factor 1/ P(A) has been introduced to trans-
form the identity (22) to the form

R
( P(A)) VPN VP

so that the right-hand side is independent of the varia-
tions of \; in a modulated wave, hence the densities and
fluxes in the conservation laws can change due to mod-
ulations only, as it should be, and any changes caused
by A-dependent normalization of the f, g, h-functions are
excluded.

Substitution of Egs. (18) and (24) into (63) and its
simple transformation with the use of Egs. (25) and (28)

gives
(X v Ve (1 325)] =0

Averaging of the density and of the flux in this expression
over one wavelength L (60) yields the generating function
of the averaged conservation laws:

Wf

(A= M)\/—P

( Sl/z) dg(ﬂ)

The condition that in the limit A — \; the singular terms
cancel yields

(64)

F

=0.

o,
=i/ PG) o .
L AT
( 1 dr )\/—P(u)> or "



FIG. 1: Sketches of the space dependence of the Riemann
invariants along a DSW. In both cases the limit A2 = A3
corresponds to the soliton edge. The polarity of the soli-
tons depends on the choice of solution of formulae (59) by
which the solution of the Whitham equations are mapped onto
the parameters w;. The small amplitude edge corresponds to
A3 = A4 in case (a) and to Ay = A2 in case (b).

From the definition (60) of L one obtains

oL
_Qai)w’

dp
7{ (i =)/ =P(n)
which makes it possible to cast Eq. (65) under the form
of a Whitham equation for the variables \;:
o\ n o\
Vi =
ot ox

0, (66)

where the Whitham velocity v; is given by

st L
2 20L/ON;’

v; = for i€e{1,2,3,4}. (67)

By means of Eq. (60) one obtains the following explicit
expressions

LI, a=A)0e = M)K(m)
1T ;A v — MK (m) — (M — M) E(m)

1, (A3 — A2) (A2 — A1) K (m)
2= 5 i:Zl)\z + (A3 — Xo)K(m) — (A3 — A1) E(m)’ o

e, A=A — M)K(m)
U7 ;A s — A)E(m) — (M — Ao)E(m)’

IR (A = A2) (Mg — A1) K (m)
YT ;A M= MK (m) — s — A)E(m)’

where K(m) and E(m) are complete elliptic integrals of
the first and second kind, respectively.

In a modulated wave representing a DSW, the Rie-
mann invariants change with « and ¢t. The DSW occupies
a region in space at the edges of which two Riemann in-
variants coincide. There are two possible situations rep-
resented schematically in Fig. 1. In both cases the soliton

edge corresponds to A3 = Ay (m = 1) and at this edge
the Whitham velocities are given by

1 1
’U1:§(3>\1+)\4), U2=U3:§()\1+2>\2+>\4),

2 (69)
Vg = 5()\1 + 3)\4)7 for Ag = )\2.

The small amplitude limit m = 0 can be obtained in two
ways. If A3 = A4 (Fig. 1(a)), then we get

1 1
v = 5(3)\1 +X2), v = 5()\1 +3X2),

U3 = V4 = 2M4 + —()\2 — M) o
2()\1 + Ao — 2)\4)’
and if Ay = A1 (Fig. 1(b)), then
(A — A3)”
=0 =2\ 4+
UL T AT O + - 20) (1)

1 1
V3 = 5(3)\3 + )\4), Vg = 5()\3 + 3)\4)

As one can see from Egs. (59), for Ay = A1 we have
wo = wy and for \3 = A4 we have w3 = wy. Conse-
quently, Egs. (70) and (71) represent also the Whitham
velocities for evolution of shocks approximated by the
trigonometric solutions (51) and (45), respectively. We
shall call them “trigonometric shocks”. As we shall see,
they play an important role in the classification of the
possible wave structures evolving from initial discontinu-
ities.

We can now proceed to the description of key elements
(“building blocks”) from which the wave patterns are
constructed.

IV. KEY ELEMENTS

The Riemann problem we consider in the present work
consists in the study of the time evolution of an initial
step-like structure of the form

wy if x <0,
wr if >0,
(72)
if <0,
vg if ©>0.

We consider the hyperbolic case where the four bound-
ary values wr,, wr, v, and v are contained in the inter-
val [—1,1]. The initial distribution involves no charac-
teristic constants having the dimension of a length or a
time, however the system (8) has soliton solutions and the
width of these solitons can be considered as a character-
istic length, of order unity (in dimensioned units, it is of
order of the polarization healing length &,). Nevertheless,
if we consider nonlinear structures at a much larger scale,
as this is the case for modulated waves whose envelopes



change little over a wavelength, then we can neglect such
a ‘microscopic’ length scale and look for smooth solutions
of the Whitham equations. In short: at the ‘macroscopic’
scale there is no characteristic length in the initial condi-
tions (72) and the solutions of the Whitham equations
can be sought as functions of the self-similar variable
z = x/t only.

There exist also smooth solutions of the original sys-
tem (8) in which not the envelopes, but the functions
w(z,t) and v(zx,t) themselves depend slowly on the space
coordinate. This corresponds to a hydrodynamic regime
where one can neglect the higher derivatives in the second
equation of the system (8). Again, such hydrodynamic
approximate solutions can only depend on the self-similar
variable z = x/t. These smooth non-dispersive waves can
contribute — as DSWs do — to the whole wave structures
arising from the space-time evolution of the initial pro-
files (72).

It is convenient, in a first stage, to select particular ini-
tial conditions for which the time evolved wave structure
reduces to a single type of wave (hydrodynamic, modu-
lated cnoidal, modulated trigonometric, etc). In a second
step (Sec. V) we will proceed to the full classification of
the structures evolving from arbitrary initial conditions,
but in the present section we shall first identify what we
denote as “key elements”, solutions of the Riemann prob-
lem for specific values of the boundary value constants.
These are the building blocks of which are composed the
general self-similar solution of the Riemann problem. We
shall start with the hydrodynamic key elements which are
solutions for which dispersive effects can be neglected.

A. Plateau and rarefaction waves

As stated above, nonlinear polarization waves with
typical length scale much larger than unity can be de-
scribed in the framework of a dispersionless treatment in
which the dispersive term in (8) is omitted:

wy — [(1—w?)v], =0, v —[1—vH)wl,=0. (73)
We shall denote these equations as DBellevauz-
Owvsyannikov equations since they were first obtained
independently by these authors in the theory of two-layer
shallow water dynamics [33, 34] (see also [35-37]).

First of all, we note that these equations have a simple
solution

w(z,t) =w = const, wv(x,t) =7 = const. (74)
In spite of its ‘triviality’, such a solution can play an
important role as an element of a self-similar structure,
provided that its edge points x+ move with constant ve-
locities sy = x4 /t. We shall call such an expanding
region of constant flow a “plateau region”.

Now, since both variables w and v depend on the sin-
gle variable z, they can be considered as functions of
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each other and, hence, such self-similar solutions are de-
noted as “simple wave” solutions of the hydrodynamic
equations (73), see, e.g., Ref. [52]. For their study it is
convenient to transform the Bellevaux-Ovsyannikov sys-
tem to a diagonal Riemann form by defining the Riemann
invariants [35]

re =vw £ /(1 —02)(1 —w?). (75)

As a result we obtain the system
Ory +vs(r—,ry)0zry =0, (76)

where vy are the “Riemann velocities”

oo =3r_ + Iry =2vw — /(1 —0?)(1 —w?),

77
(1 =) —w?) )

Vg zér_ + %7‘+ = 2vw +

Eqs. (76) are reminiscent of the equations of compress-
ible gas dynamics , see, e.g., Refs. [17, 51]. We note here
that, although the relative density w(z,t) = cos6(z,t) is
constrained to vary between —1 and 1, the relative veloc-
ity v(z,t) can assume, generally speaking, any values (as
will be exemplified in sections V A and V B). However, in
the regime we consider here, because of the assumption of
slow variation of the field v(z, ), a value larger than 1 (or
lower than —1) suffers from a dynamical instability be-
cause it induces perturbations which grow exponentially
(as in the uniform case discussed in Sec. II), resulting in
oscillations which cannot be treated within the disper-
sionless approximation. The Riemann variables (75) are
thus always properly defined only in the “hyperbolicity
region”

—1<vw<l, (78)

where the velocities (77) are real.

One can also remark that the Riemann velocities (77)
expressed in terms of v and w correspond to the sound
velocity (10) for a uniform background characterized by
w and v, in agreement with the long wavelength approxi-
mation which is at the heart of the dispersionless approx-
imation.

For a simple wave solution, one of the Riemann in-
variants is constant, and this condition (namely: either
r—(v,w) = const or ry(v,w) = const) gives, when ap-
plied to Eq. (75), the above mentioned relationship be-
tween the variables v and w. Consequently, on the (v, w)-
plane these simple wave solutions are depicted as arcs of
the ellipse (r+ —vw)? = (1 — v?)(1 — w?) or

(v—wp _
2(1—r) ’

(v +w)?
2(1+r)

(79)

where r denotes the constant value of r, or r_. This
ellipse is inscribed into a square —1 < w,v < 1 (domain
of hyperbolicity: cf. (78)) and touches its sides at 4 points
with coordinates

(1,7), (=1,-r), (—=r,—1) and (r,1). (80)



If r_+r4 > 0 (i.e. when w and v have the same sign), the
physical variables are expressed in terms of the Riemann
invariants by the formulas

w3 [t a-ma-)

v = i\/; [1+r_r+¢ (1 —r%)(l—ri)}

(81)

Otherwise, for r_ + ry < 0 (i.e. when w and v have

opposite signs)

w= :t\/; [1+7"—7“+i (1 —rz)(l—ri)},
(82)

v= ¢\/; [1+r_r+$ (1 —r%)(l—ri)}

It is clear that in the expressions (81) and (82) one should
have |ry| < 1.

On the ellipses (79) we can express w as a function
of v in an explicit form. To do so, it is convenient to
distinguish four arcs and to write

w(v) =

rrv44/(1—ri)(1—v?), —-1<ov<rp=C*"

ryv— , —re=Ct <o <,

—1<v< —r_=Cst,
r_ =0 <y <.
(83)

In Fig. 2 the arcs for constant r_ are shown in blue and
those for constant r4 in red. The value of the constant
is denoted as r. On these arcs, the Riemann invariant
which varies reaches its maximal value (equal to 1) on the
diagonal w = v (for 1) or on the anti-diagonal w = —v
(for r_); at the end points — whose coordinates are listed
in (80) — is it equal to 7.

The dependence of w and v on the self-similar variable
z = x/t is found at once by noticing that in this case the
system (76) reduces to

dr_
(’Uf—Z)W:O, ('UJF—Z)W:O (84)
Hence, if one of Riemann invariants is constant, the Rie-
mann velocity of the other must be equal to z. Thus we
arrive at two possible solutions r_ = const, vy = z/t = z
and ry = const, v_ = x/t = z. Let us consider the first
one in some detail. It is characterized by the relations

dT’+

1 3 x
v+:§r,+§r+:z:?,

More explicitly, we have two equations

r_ = const. (85)

(1 =01 -w?) =z

(1 —v2)(1 —w?) = const,

vy = 20w +

r- =vw —
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FIG. 2: Simple-wave solutions in the (v,w)-plane. Along
these branches of ellipse only one Riemann invariant varies,
the value of the constant other one is denoted by r. In (a)
we have r > 0 and in (b) » < 0. Red arcs correspond to
r4+ = const and blue ones to r— = const.

which yield

2

w(z) = :I:{é 3+2r_z—1r°
1/2 (86)
N e T |
and
v(z) = gluJ(rz; (87)

The solution has thus four branches — corresponding to
four possible choices of signs in (86) — that are located
within the interval

1 3 1 3

57— 2§z§2r,+2. (88)
Comparing (88) and (85) one sees that at the end points
we have r;. = 1. The four branches of the solutions are
represented in Fig. 3. It is important to stress that the
solution expressed in terms of the Riemann invariants by
Eq. (85) is mapped into four arcs in the (v, w)-plane and
four functions w = w(z) given by Eq. (86).

Similar formulas and plots can be obtained for the so-
lution r4 = const,v(r_,ry) = z/t = z.

The simplest concrete situation of physical interest is
represented in Fig. 4(a). It consists in the path in the
(v, w) plane formed by a single arc AB which corresponds
to a rarefaction wave shown in Fig. 4(b). This arc is de-
scribed by the last of formulae (83). Here the initial jump
(72) in the relative density evolves into a smooth rarefac-
tion wave, similarly to what occurs in the ‘dam break
problem’ in compressible fluid dynamics when a gas ex-
pands into vacuum flowing along a tube after removal of
a wall. At the initial state both components are at rest,
vy, = vg = 0, the total density is fixed, i.e. py +p; =1
everywhere and does not change with time, and initially
we have p = pf =1 for < 0, p = pff < 1 for z > 0.



FIG. 3: Dispersionless simple-wave solutions w(z) plotted as
functions of z = x/t. The figure is drawn for r— = const.
This constant value is expressed by means of (75) in terms of
two constants, wg > 0 and vo = 0, i.e., r— = —/1 —wi <

0 and wo = /1 —72. Here zmax = %7; + %, W(Zmax) =
VI +712)/2, Zmin = 27— — 2 and w(emin) = /(1 —7r2)/2.
The value w =1 is reached for z = z,,, = 2r_ = —2,/1 — w(z).
The arc between points A and B is used below for constructing
an “expansion into vacuum” solution, see Fig. 4.

This means that we have a ‘vacuum’ of the component
py for x < 0 at the initial time. The value of the con-
stant Riemann invariant is fixed by the parameters of the

flow at point A: r_ = —\/1 —w?% = 72,/pf‘(1 fpf).
The parameters of the flow at the matching point A pre-
serve their values during the time evolution and there-
fore 4 (A) = \/1 — w% = —r_. Consequently, this edge
of the rarefaction wave propagates to the right at a ve-
locity sy = (r— +3r3(4))/2 = —r_ = /1—w} =
2,/pf(1 = pft), which coincides with the polarization
sound velocity (10) in this case. At point B we have

w(B) = 1, hence ry(B) = v(B) = r- = —y/1—w%,
and this edge propagates to the left with velocity s_ =
(r- +3ry(B))/2=2r_ = /1 —wh = —4/pf(1 - pf).
As we see, this is not the sound velocity of waves in the
component py, but rather the maximal velocity of expan-
sion of the component p; into its vacuum. This quasi-
one-dimensional flow of two-component BEC was studied
numerically in Ref. [15] and analytically in Ref. [13].

In the above solution, the rarefaction wave connects
two plateaus with parameters v;, = r_, w;, = 1 and

vr =0, wgp = 4/1 — 72, in such a way that the Riemann
invariant r_ is constant along the wave and the plateaus.
It is clear that this solution can be generalized to any
rarefaction waves connecting two plateaus provided the
following two conditions are fulfilled. First, one of the
Riemann invariants must have the same value on both

plateaus,

(a) L=+ or (b) Tf_:rf. (89)
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FIG. 4: (a) The solid blue arc represents a simple-wave solu-
tion with wr, = 1, wr > 0 and vg = vy = 0 in the (v, w)-
plane. (b) Corresponding density profiles ps;,; plotted as func-
tions of z = z/t.

(a) R (b) L

Ty

FIG. 5: Sketches of the behavior of the Riemann invariants
in rarefaction wave solutions of the hydrodynamic equations
with boundary conditions (89): (a) 7— = const, 7% < r%; (b)
r4+ = const, R i

Second, since the one of the Riemann invariants
which varies is a solution of type (85) which depends
monotonously on z, the dependence of the Riemann in-
variants in terms on the physical parameters must also be
monotonous in order to keep the solution single-valued.
This means that the two edge points of the rarefaction
wave must lie within one of the four triangles which are
obtained by cutting the hyperbolicity square by its di-
agonals along which the Riemann invariants reach their
extremal values. We shall denote these triangles as mono-
tonicity triangles. They play an important role in the
classification of the wave patterns because they define
the domains where the characteristic velocities (77) sat-
isfy the conditions of genuine nonlinearity (see, e.g., Ref.
[30]). Besides that, both edge points must lie on the same
branch of the ellipse and should not be separated by a
point where the ellipse touches a side of the hyperbol-
icity square (the four sides of this square correspond to
v==2land w € [-1,1] or w = %1 and v € [-1,1]). For
these rarefaction wave solutions, the behavior of the Rie-
mann invariants considered as functions of z is displayed
in Fig. 5. The edge velocities of the rarefaction waves are



FIG. 6: Sketches of the behavior of the Riemann invariants in

DSW solutions of the Whitham equations with the boundary

conditions (a) r¥ = 7%, r% > rf or (b) v} =rf, r& > rf.

equal to
1 3 3
(a) s—=zrb+ ek sy =orfq Sl
2 2 2 2 (90)
3 1 3 1
(b) s_= §r£ + §ri, Sy = 57‘5 + 57’5

As we shall see in the next sections, such rarefaction
waves are among the key elements from which a generic
wave pattern may be composed. Obviously, their obser-
vation implies that r& < 7% in case (a) or 2 < rf in
case (b), which imposes conditions on the parameters of
the initial discontinuity. It is natural to ask what hap-
pens if the boundary conditions correspond to opposite
inequalities (namely r_’; > rf or rt > 7'1_2); this question
leads us to the study of another type of key elements —
dispersive shock waves.

B. Cnoidal dispersive shock waves

If we try naively to use a formal self-similar solution of
the type (85) for describing a wave satisfying boundary
conditions such that ri > rf or L > rE. then we arrive
at once to physically meaningless multi-valued solutions
(see, e.g., [51]) which represent the simplest wave break-
ing situation. In this case, the major insight of Gurevich
and Pitaevskil [18] has been to take into account the
dispersive effects which lead to the generation of oscil-
lations in regions where the physical variable have large
spatial derivatives: the multi-valued solution must be re-
placed by a modulated nonlinear periodic solution whose
parameters satisfy the Whitham equations (at least for
large enough evolution time). As a matter of fact, this
oscillating wave structure replaces the well-known shock
waves occurring in viscous compressible fluid dynamics
and hence it is called a dispersive shock wave (DSW).

From a formal point of view, we look again for self-
similar solutions, here not for the equations (76), but
instead for the Whitham equations (66). Assuming in
these equations that the A\’s depend only on the variable
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z = z/t we obtain at once

dX;
{3 — 2+ 5
In the case where the Whitham velocities are given by
Eq. (68), one can satisfy this system if three Riemann
invariants remain constant while the fourth one varies
in such a way that the expression in the curly bracket
vanishes. We assume that at its both edges the DSW
matches with a smooth solution of the hydrodynamic
equations and therefore at these edges the averaged equa-
tions should reproduce the same dynamics as the disper-
sionless hydrodynamic equations do. The comparison of
the limiting expressions (69)—(71) with the diagonal form
of the hydrodynamic equations (76), (77) shows that the
matching conditions can be satisfied if the Riemann in-
variants behave as represented in Fig. 6. It is clear that
wave structures of this type appear only if the flows at
the edges of the DSW satisfy either the condition (a)
rl = rf or (b) 7§ = 7 which coincide with (89). Ac-
cording to Fig. 6, the three constant Riemann invariants
in the solutions of the Whitham equations are determined
by the boundary conditions and the z-dependence of the
remaining one is determined by the vanishing of the ex-
pression in curly brackets in Egs. (91):

=0, i=1,2,34. (91)

(@) N\ =7l )\gzrf, )\4:r£,
vs(rf B As(2),78) = 25 (92)
) M=rf, Ng=rl, M=rk,

vg(rf,kg(z),rf,ri) =z.

These formulas show that the edge velocities of the DSW
are unambiguously determined by the values of the Rie-
mann invariants at its boundaries. They are equal to

L) R L
(a) s_ :§(r7+2r++7’+),

R _ ,.R\2
rit ki
s+ =2y + 1(%+ R ) Iy’
2(rft +rft —2r%) (93)
(ri—rf)Q

(b) s_=2r+

2(7{( +rL — 2Tf) ’

Sy = %(rf’ + 271LF +rf) .

However, the situation changes in what concerns the en-
velopes of the DSWs, because the mapping (59) of the
A’s to the physical parameters (v, w) is multi-valued. As
a result, each of the A-diagrams in Fig. 6 (a) or (b) cor-
responds to four different DSWs. To clearly see this, let
us consider the limiting expressions of Egs. (59) at the
edges of the DSW.

We first assume that f; > 0 is given by Eq. (32a).
Then, after some calculations, we obtain for the case of
Fig. 6(a), at the soliton edge with A3 = \g, the expres-
sions

wy = f\/ ! {1 + (23 - 1S —20ME)|, (94a)



wy = ws = —/ 3L+ Mda — AN, (94b)

1 _
wy = \/ = [1 + (203 - DS+ 20 0E | (940)
where, for shortening the formulas, we have introduced

the notations

+
SO = XXy £ AN
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and Bl = AN, £ M. (95)

At the small amplitude edge with A3 = A4 one obtains

wy = \/ L+ e - sty —2uxe)] o6

wy = \/ ! [1 + (22 - 1S+ 2A4A;E§;)], (96b)

w3 = Wy = \/%(1+)\1>\2—)\1/\/2) (96C)
If we change the sign of f1, then, for f; < 0, these expres-
sions will also change sign with appropriate reordering.

In a similar way, for the case of Fig. 6(a) and when
fi > 0 is given by Eq. (32b), we obtain at the soliton
edge with A3 = Ao the expressions

wy = _\/; [1 + (223 - DS F200E | (97a)

wy = ws = —\/ 51+ Ada + M), (97b)

Wy = \/ ! [1 + (203 - DS — 20 0E | (97¢)

and at the small amplitude edge with A3 = A4 the ex-
pressions

wy = wy = =3+ Mda + AN)). (98a)

ws = f\/% 1+ @3- 18 + 200 E)],  (9sb)

wy = \/ 1 [1 + (23 - 18 — 2A4A3E§g>] (98c¢)

Again, if we change the sign of fi then, for fi; < 0, these
expressions also change signs with appropriate reorder-
ing.
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We now consider the diagram of Fig. 6(b) and assume
that f1 > 0 is given by Eq. (32a). Then we obtain at the
soliton edge with A3 = Ao the expressions

wy = \/ L+ @3- st —200E0)] (99)

Wo = W3 = \/%(14‘/\1)\4—)\1)\21), (99b)

wy = \/g [1 + (233 - 1S+ 2A3X3E§ﬂ, (99¢)

and at the small amplitude edge with Ao = A\ the ex-
pressions

wy = wy = —\/ 51+ Aada — Aa)), (100a)

ws = \/ L1+ @3-Sty - 20N ES)], (100b)

wy = \/5 [1 + (202 — 1)55,1;) + 2A1A’1E§f4)] (100c)

If we take f1 < 0 then these expressions will also change
their signs with appropriate reordering.

At last, for the case of Fig. 6(b), when f; > 0 is given
by Eq. (32b), we obtain at the soliton edge with A3 = Ay
the expressions

wy = _\/ L1+ @8- Dt 2B, (101)

W9 = W3 = 7\/%(1‘%)\1)\44’)\1)\2), (101b)

wy = \/; [1 + (222 - 1S - 2A3A3E{f4)]7 (101c)

and at the small amplitude edge with Ay = A the ex-
pressions

w1 = W2 = —\/%(1+)\3A4+/\3)\2) (102&)

ws = 7\/5 14+ @3 - 187 + 2B, (1020)

wy = \/% [1 + (222 - 1)85,) — 2/\1X1E§f4)] (102¢)
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FIG. 7: Plots of the ellipses of the (v, w)-plane along which
the Riemann invariants rZ = r® = —0.7 (blue), 7} = 0.8
(red) and 7§ = 0.1 (green) are constant. Their crossing points
define possible values of (v, w) at the edges of the DSWs.

If f1 < 0 then these expressions will also change their
signs with appropriate reordering.

Thus we see indeed that each diagram in Fig. 6 corre-
sponds to four different sets of values for the w;’s. It
is important to notice that for each set, the edges of
these DSWs match with plateaus and assume limiting
values coinciding with the dispersionless expressions (81)
or (82). To avoid possible confusion, it is worth noticing
that the above limiting expressions are correct not only
for the self-similar situation but also for the general case
schematically represented in Fig. 1.

It is convenient to symbolize the occurrence of a DSW
by a diagram in the (v, w)-plane. Let us consider for in-
stance a possible DSW corresponding to Fig.6(a). The
equal Riemann invariants r“ = r® both correspond to
the ellipse (79) represented in Fig. 7 by a blue line. Its
intercepts with the ellipse corresponding to the constant
Tf_ — shown in red — represent possible values of vy, and
wy, at the left (soliton) edge; its intercepts with the ellipse
corresponding to the constant rf —shown in green — rep-
resent possible values of vg and wgr at the right (small
amplitude) edge. As we see in the figure, we get four
possible pairs of boundary conditions leading to cnoidal
dispersive shocks having all the same edge velocities but
describing different physical situations. In particular,

wr, in Ly is given by Eq. (94b) with \; = L = rf,

A =1k, and wg in Ry by Eq. (96¢) with Ay = rf =7,
Ao = 7’_[;. It is important to notice that each pair of
boundary points (L3 and Rj, say) is located within a
triangle obtained by cutting the hyperbolicity square by
its diagonals. It means that a cnoidal DSW is possible
only if both its edge points belong to the same mono-
tonicity triangle (region of genuine nonlinearity, earlier

defined in Sec. IV A). Since the edge points of the DSW
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FIG. 8: Plots of the functions w;(z) (red) and of the as-
sociated dispersive shock waves (blue) corresponding to the
diagram Fig. 6(a) and to the four possible choices of fi in
Egs. (32). In each case, two of the w;(z)’s are the envelopes
of the oscillatory structure, either w1 and ws or ws and way,
as clear from Egs. (39) and (48).

belong to an ellipse of constant Riemann invariant, we
can schematically represent each DSW by an arc of this
ellipse in the (v, w) plane. But we should keep in mind
that — at variance with the dispersionless situation —
the actual plot representing how v and w evolve within
a DSW displays large oscillations and noticeably departs
from this ellipse, with which it has only the edge points
in common.

The substitution of the solutions (92) into (59) gives
the dependence of the w;’s in term of z. Since we have
four sets of formulas corresponding to the four different
choices of f1 [Egs. (32a) and (32b)], each of the two
solutions (a) and (b) in (92) corresponds to four possi-
ble oscillatory behaviors for the DSW. The plots of the
functions w;(z) produced by the diagram Fig. 6(a), are
shown in Fig. 8: cases (a) and (b) correspond to the pos-
itive signs in Eqgs. (32) and to arcs L1R; and LoRy in
Fig. 7; cases (c¢) and (d) correspond to the negative signs
in Egs. (32) and to arcs LsRs and Ly Ry in Fig. 7. Obvi-
ously, the plots 8(c) and 8(d) can be obtained from the
plots 8(a) and 8(b) by the transformation w — —w. It
is worth noticing that if we exchange the left and right
boundary conditions, then the time evolution of the ini-
tial flow yields to the formation, not of a DSW, but of a
rarefaction wave, such as considered in the previous sub-
section. In Fig. 9 we compare the analytic solution in the
Whitham approximation with the exact numerical solu-
tion of the Landau-Lifshitz system for the case shown in
Fig. 8(a), with v;, = —0.659, wr, = —0.076, vg = —0.906
and wr = 0.331, which corresponds to rZ = r% = —0.7,
’I“_I‘: = 0.8 and rf = 0.1. One can see that the envelope



FIG. 9: Dispersive shock wave evolving from an initial discon-
tinuity with parameters corresponding to the points Li, Ry in

Fig. 7, with 7% = +f = —0.7, v} = 0.8, r& = 0.1, which
corresponds to vy, = —0.659, wr, = —0.076, vg = —0.906 and
wr = 0.331. The edge velocities are equal to s— = 0.15

and s; = 1.45. The analytic solution determined within
the Whitham approximation scheme is shown by a blue line
and the corresponding envelope functions by dashed black
lines. The numerical solution computed for an evolution time
t = 100 is shown by a red line. According to our definition
v = (vy —v1)/(2¢p), and the wave structure with these pa-
rameters propagates to the right.

functions resulting from the Whitham approach (dashed
lines) agree very well with the exact numerical solution.

In a similar way, the diagram Fig. 6(b) with rﬁ = Tf
produces four other wave structures which correspond to
four arcs connecting the crossing points of the red and
green ellipses in Fig. 7. Since this case does not differ
essentially from the above presented one, we shall not
discuss it further.

The DSWs studied in the present subsection, as the
rarefaction waves presented in Sec. IV A, can serve as
key elements involved in the description of a general wave
structure evolving from the initial conditions (72). They
can be observed alone, in their genuine form, only if the
points corresponding to the left and right boundaries be-
long to the same triangle of monotonicity. The tran-
sitions between two triangles imply one more element,
contact dispersive shocks, and related structures which
we consider in the next section.

C. Contact dispersive shock waves

We now turn to the study of the situation where the
left and right boundaries points belong to different mono-
tonicity triangles. In this case the problem is no longer
genuinely nonlinear. We shall start by studying the sim-
plest possible configuration in which the Riemann invari-
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FIG. 10: Plots of the ellipses of the (v, w)-plane along which
the Riemann invariants rZ = r% = —0.7 (red) and r¥ = rff =
0.1 (blue) are constant. Their crossing points define possible
values of (v, w) at the edges of the contact dispersive shock.

ants have equal values at both edges of the shock, i.e.,
when ¥ = 72 and TJLr = rf. This situation resembles
the one of the so called ‘contact discontinuities’ which
play an important role in the theory of viscous shocks
(see, e.g., Ref. [17]); therefore we shall denote the wave
structures arising in this case as contact dispersive shock
waves (CDSW). (To avoid any confusion, we should men-
tion that in the dynamics of immiscible condensates, in-
terfaces between two components may appear which play
the same role as the one played by contact discontinuities
in the theory of viscous shocks; see, e.g., Ref. [53].) In
the case of a CDSW the “left” and “right” ellipses of
constant Riemann invariants in the (v, w)-plane coincide
with each other, cf. Fig. 10. The intersections of the el-
lipses r &R = const and riL’R) = const define four points
denoted as A, Az, By and Bs in Fig. 10. These points
can refer to either the left or the right edge depending on
the choice of f;.

First of all, we should determine the generic behavior
of the Riemann invariants in the case of interest here, and
draw diagrams representing the solutions of the Whitham
equations equivalent to the ones displayed in Figs. 5 and
6. To be definite, let us consider the example represented
in Fig. 10, with a left edge corresponding to point A,
and a right one to B;. In this case, the arc of ellipse con-
necting the end points crosses the main diagonal w = v
of the hyperbolicity square along which one of the dis-
persionless Riemann invariants takes its maximal value,
equal to unity: r; = 1. This means that in the for-
mal dispersionless solution, the invariant r; would first
increase and reach its maximal value ry = 1, then de-
crease down to the initial value 7§ = 74 along the same
‘path’ ry = %(z — 2rL) [ef. Eq. (85)]. By analogy with
the case of a regular cnoidal shock considered in the pre-
ceding subsection, it is natural to assume that the actual



behavior of the Riemann invariants \; corresponding to
the Whitham equations reproduces here also the same
qualitative structure as the one expected on the basis of
the dispersionless analysis. This leads in the present case
to the situation depicted in Fig. 11(a), where the invari-
ants A\; and Ay remain constant within the shock region

(and match the boundary conditions: \; = r¥ = rf,

Ao = r¥ = rfl), whereas the two other Riemann invari-
ants are equal (A3 = A\4) and satisfy the same Whitham
equation v (rL, TJLF, A, Ag) = vy (rL, rﬁ, A1, A\y) = 2z [with
vs and vy given by the appropriate version of Eq. (70)].
We thus get

A =rE =7 /\erf_zrf,
(rh — 1Ly (103

vz = Vg = 2Mg +

20rk + 1k —2)y) -

where the last formula determines the dependence of \4
on z, which can be presented in an explicit form

1
Ai(z) = i [z +rk ket

(104)
\/(z —rk —rE)2 4 2(rk — pL)2].
Here z varies within the interval s_ < z < s; with
3rl 4+ rL rL —pL)2
S_:+7, S+:2+%. (105)
2 2(ry +r2 —2)

The wavelength in this case is given by the formula
2
L= T . (106)
VOalz) = rE)a(z) - k)

Substitution of this solution into Egs. (96) yields the de-
pendence of the parameters w; on z which, in turn, deter-
mines — according to Eq. (51) — the oscillatory structure
of w(z,t) in a new type of shock which we shall call, as
mentioned above, a contact dispersive shock wave.

In a similar way, we may consider the diagram repre-
sented in Fig. 11(b) which corresponds in the (v, w)-plane
to paths crossing the anti-diagonal w = —v. The solution
of the Whitham equations takes the form [see Eq. (71)]

201 + (rﬁ —r2)”
= = = Z
PEREINTOGI A o) T (107
A3 =rE =rf )\4:71%:7“?,
or
1
Ai(z) = 4{3—0—7“_% +rl—
(108)
\/(z —rk —rL)2 4 2(rk — rL)?
where z belongs to the interval s_ < z < sy with
L L\2 L L
— 3
5_:_24_%’ 8+:w71n* (109)
2(ry +r2 4+ 2) 2
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FIG. 11: Sketches of the behavior of the Riemann invariants

in contact dispersive shock wave solutions of the Whitham

equations with the boundary conditions (a) r% = rZ or (b)
L R

ry =ri.

FIG. 12: Contact dispersive shock waves (blue) and associ-
ated envelope functions w; (red) describing the solution of
the Whitham equations which is represented by the diagram
shown in Fig. 11(a) with X = % = 0.7, % = % = 0.1.
The four shocks correspond to the four possible choices for
the parameter fi in Egs. (32).

The wavelength is here given by the formula

L= 2n . (110)

V@) =) —rh)

Now, as in the case of cnoidal DSWs, we have to deter-
mine how these solutions of the Whitham equations are
mapped onto the envelop parameters w;. For example,
if we take f1 > 0 given by Eq. (32a), then in the limit
m — 0 these parameters are presented by the formulas
(96) and w oscillates in the interval wy < w < w9 leading
to the trigonometric modulated wave (45). This situation
is depicted in Fig. 12(a). Obviously, it corresponds to the
transition A; — Bj in the (v, w)-plane. At the soliton




edge with Ay = A2 we obtain for the parameters w; the
following expressions:

wi = _\/; 1+ @3-S —200E)], (11a)

0y — _\/; [1+ @3- sy + 20087, (1)

and at the small amplitude edge (where Ay = 1) the
expression

wy = wy = — /(L4 Ada + M), (112)
with the same formula (96¢) for ws and w4 at both edges.

If instead we consider the case where f; > 0 is given
Eq. (32b), we obtain the CDSW shown in Fig. 12(b)
which corresponds to the opposite transition B; — Aj.
At the soliton edge (where Ay = A2) we obtain the ex-
pressions

w0y — _\/; 1+ @3- s +200E7)]. (113a)

wy = \/; {1 + (23 - 1S5 - 2)\2)\/2Efg)}, (113b)

and at the small amplitude edge (where Ay = 1)

ws = —ws = /3L + M — M), (114)
with the same formula (98a) for w; and w2 at both edges.
Considering the other cases, with f; < 0 leads to CDSWs
represented in Figs. 12(c,d) and corresponding to the
transitions By — As and A — By respectively. In
Fig. 13 we compare the analytic solution with the ex-
act numerical solution of the Landau-Lifshitz equation
for the boundary conditions corresponding to Fig. 12(d).
As we see, there is very good agreement of the envelope
functions with the numerical results

In a similar way one can consider solutions schemati-
cally depicted in Fig. 11(b). They correspond to transi-
tions Ay <> As or By <> By which cross the anti-diagonal
w = —v. If we take f1 > 0 given by Eq. (32a), at the
soliton edge (A2 = A3) we obtain the expressions

ws = \/; [1 + (222 - 1St — 2A3A3E§;)}, (115a)

wy = \/; 1+ @3- 1S - 2200 E) ], (115b)
and at the small amplitude edge (A\y = —1)
wy=wy = \/EA+Aah+ XN, (116)
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FIG. 13: Comparison of the Whitham analytic solution shown
in Fig. 12(d) with the exact numerical solution (red line) of
the Landau-Lifshitz equations after an evolution time ¢t =
100 with the same boundary conditions as in Fig. 12(d):
(vp,wr) = (—0.33,0.91), (vr,wr) = (0.91,—0.33) which cor-

responds to rX =7 = —0.7, ry = rf=0.1.

with the same formula (100a) for wy and ws at both
edges. If we take f; < 0, then these expressions merely
change sign upon appropriate reordering. At last, for the
case f1 > 0 given by Eq. (32b) we obtain at the soliton
edge (A2 = A3) the expressions

ws = [ [+ @2 - st 2onEl] aim

wy = \/ 1 [1 + (20 - 1)S5,) - 2A3A5E§T£}, (117b)

and at the small amplitude edge (Ay = —1)

ws = —ws = —/ L1+ Aaha — ML), (118)
with the same formula (102a) for w; and wy at both
edges. Again, if we take f; < 0, then these expressions
will also change signs upon appropriate reordering.

We now turn to the study of the generalizations
of CDSWs by considering the transitions depicted in
Fig. 14: in these cases the boundary points are also not in
the same monotonicity triangle of the (v, w) plane, still
on the same ellipse because the left and right bound-
ary conditions have a common value for one of the Rie-
mann invariants (say, r“ = rf), however the bound-
ary values of the other Riemann invariants are different
(rf # rf). To be definite, we shall consider two gener-
alizations of the situation leading to the CDSW repre-
sented in Figs. 12(d) and 13. The transition of the type
Ag — Bs of Fig. 10 can be generalized in two ways rep-
resented in Fig. 14, where the points L and R symbolize



FIG. 14: Paths in the (v, w)-plane associated with two types
of combined shocks. The left and right boundary conditions
correspond to points L and R respectively; they lie on an
ellipse along which the dispersionless Riemann invariant r_
(= rL = rf) is constant. One has 7} < rf in case (a) and
rE > % in case (b).
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FIG. 15: Sketches of the behavior of the Riemann invariants
corresponding to the transitions in the (v, w)-plane shown in
Fig. 14.

plateaus at the left and right boundaries, respectively.
In this case r = r® because the transition occurs along
the ellipse where this Riemann invariant is constant. As
we know, the dispersionless invariant r, decreases along
such a curve when going away from the diagonal w = v,
hence we have r% < rf and rZ > rf in case (a) and
(b), respectively. This suggests the generalizations of the
diagram Fig. 11(a) depicted in Fig. 15.

In the case corresponding to Fig. 15(a), the CDSW is
attached at its soliton edge to a rarefaction wave which
matches at its left edge with the left boundary plateau.
The velocities of the characteristic points identified in
Fig. 15(a) are expressed in terms of the boundary Rie-

mann invariants by the formulas

1 1
sO = g(rf + 31“_%_)7 52 = 5(3rf + ),
oy (119

—op k)
o+ + 2(rf 4+ rf —2)

The resulting composite wave structure is shown in
Fig. 16 (blue line) where it is compared with the numer-
ical solution of the Landau-Lifshitz equation (red line).
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FIG. 16: Comparison of the analytic solution correspond-
ing to the left and right boundary conditions depicted in
Fig. 15(a) with the exact numerical solution of the Landau-
Lifshitz equations.

In the case corresponding to Fig. 15(b) the trigono-
metric CDSW is attached to a cnoidal DSW of the type
Fig. 8(a) which degenerates at its right edge (at which
we = wi) into a trigonometric wave. At the left soliton
edge the cnoidal wave matches with the left boundary
plateau. The velocities of the characteristic points iden-
tified in Fig. 15(b) are given by

1
sI = §(r£ +2rf +7‘i),

R R\2
(2) L (7”+*71)
s =2ry + , 1
L O S YD) (120)
#RB _ pR)2
oy g =D

2(rft 4+ rf —2)°

The resulting composite wave structure is shown in
Fig. 17 (blue line) where it is compared with the numer-
ical solution of the Landau-Lifshitz equation (red line).

It is clear that any transition between points shown
in Fig. 10 can be generalized in a similar way leading to
composite shock waves consisting of cnoidal, trigonomet-
ric and rarefaction waves. We shall not list here all these
possible wave structures since the general principles for
their construction are simply deduced from the examples
just presented.

This ends the characterization of all the key elements
which may appear in a complex wave structure evolving
from an arbitrary initial discontinuity of type (72). We
can now proceed to the classification of all the possible
composite structures.



FIG. 17: Comparison of the analytic solution correspond-
ing to the left and right boundary conditions depicted in
Fig. 15(b) with the exact numerical solution of the Landau-
Lifshitz equations. The (analytically determined) vertical
dashed line separates the cnoidal wave (at the left) from the
trigonometric wave (at the right).

V. CLASSIFICATION

As clear from the previous section, it is convenient to
distinguish the situations where both points represent-
ing the left and right boundary conditions belong to the
same triangle of monotonicity from those where they be-
long to different such triangles. It has been noticed in
subsection IT A 1 that in these triangles, for some limit-
ing values of the variables, the Landau-Lifshitz equation
reduces either to the NLS or to KB equation. We shall
thus refer to such triangles as being of “NLS type” or of
“KB type”, and consider them separately.

A. Nonlinear Schrédinger type sector

Since the theory for the upper and lower NLS type tri-
angles is essentially the same, we shall confine ourselves
to the upper triangle which is shown in Fig. 18.

We thus consider the case where both left and right
initial conditions correspond to points located inside this
triangle of the (v, w)-plane. For definiteness, we denote
the point of coordinates (vp,wy) referring to the left
boundary by L and plot the two ellipses of constant Rie-
mann invariants 7% and r“. These divide the triangle
into six sub-domains. It is easy to see that, when the
point R referring to the right boundary is located in one
of these domains (labelled by the symbols A, B, ..., F),
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FIG. 18: Plot of the upper monotonicity triangle of NLS type
in the (v,w) plane. The (red and blue) curves of constant
dispersionless Riemann invariants r¥ corresponding to the
left boundary point L divide this triangle into six domains
denoted as A, B, ..., F. The type of flow depends on the do-
main in which lies the right boundary point R of coordinates
(vR, wR).

one of the following inequalities is fulfilled:

(A) rf<ri<r§<rf, B) r <r§<r£<rf,

L
L

(©) r§<r£<ri<rf, D) r <r]f<rf<r£,

(E) T§<r£<rf<ri, (F) rl_%<rf<rf<rf_.

(121)

The corresponding diagrams of the Riemann invariants
symbolizing the self-similar solutions of the Whitham
equations and sketches of wave structures are shown in
Fig. 19. In case (A) the structure consists of two rar-
efaction waves expanding into ‘vacuum’ and in case (B)
these two rarefaction waves are connected by a plateau
whose parameters are determined by the dispersionless
Riemann invariants 4 equal to ¥ = r® and rf = rL.
In cases (C) and (D) the structure consists of one DSW
and one rarefaction wave connected by a plateau charac-
terized by the same parameters. In case (E) there are two
DSWs connected by a plateau and, at last, in case (F) the
previous plateau is replaced by a nonlinear wave which
— with high enough accuracy — can be presented as a
non-modulated cnoidal wave. Not surprisingly, this clas-
sification coincides qualitatively with the one obtained
in Ref. [23] for the NLS equation. It is clear that it is
determined by the geometry of the curves of constant
Riemann invariants: the arcs of ellipses shown in Fig. 18
become, in the NLS equation, arcs of parabolas with the
same subdivision of the monotonicity region which, in
the NLS case, extends to the whole half-plane of all pos-
sible values of the physical parameters. In the present
Landau-Lifshitz case, a typical example of such a struc-
ture has been studied in some details in Ref. [13].

It is important to notice that the domains A and F
cannot be reached from point L in Fig. 18 via paths con-
sisting of arcs of constant dispersionless Riemann invari-
ants without by-passing the points labelled as rZ and rf_,



FIG. 19: Sketches of the behavior of the Riemann invariants
and of the corresponding wave structures corresponding to
the location of the point R referring to the right boundary in
one of the six domains shown in Fig. 18.

at which the meaning of the Riemann invariants changes
(see Fig. 2 and the related discussion in the text). There-
fore, in these two cases, the edge wave structures are sep-
arated either by vacuum (i.e. w = 0) in case (A), or by
a cnoidal wave in case (F). In the other situations (B, C,
D, E) we can draw two arcs of constant invariant ellipses
whose crossing point defines the plateau connecting the
edge wave structures (rarefaction waves or DSWs). It is
easy to see that these two arcs can be drawn in two ways
and that the physically relevant one is distinguished by
the condition that the speeds of the matching points in-
crease from left to right (see a similar argumentation in
the theory of standard viscous shock waves in Ref. [17]).
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Consequently, the left edge wave always corresponds to
a diagram of Riemann invariants with ri = const con-
tinued through the whole left wave, whereas in the right
edge wave we have 7 = const also continued through
the whole right structure. The diagrams (B) to (E) in
Fig. 19 illustrate this simple principle. This remark re-
moves any ambiguity in the determination of the wave
structure arising from initial conditions referring to the
NLS type sectors.

B. Kaup-Boussinesq type sector

We shall now consider initial conditions for which both
left and right boundary points are located in a KB sector
of the (v, w)-plane which consists in one of the triangles
delimited by the diagonal, the anti-diagonal and the ver-
tical curve v = £1. For definiteness we consider the right
KB triangle. This situation bares many similarities with
the preceding NLS type case. Indeed, from Fig. 20 we
see that, again, the monotonicity triangle is divided into
six domains corresponding to the inequalities listed in
Eq. (121) — these domains are symmetrical with respect
to the diagonal w = v to those shown in Fig. 18. It is
clear that the diagrams of Riemann invariants and the
corresponding wave structures are qualitatively the same
as the ones depicted in Fig. 19. A detailed discussion
of the Riemann problem for the KB equation (15) has
been recently given in Ref. [25] and in the KB sector of
Landau-Lifshitz equation theory the resulting wave pat-
terns are qualitatively the same — they consist of DSWs
and/or rarefaction waves connected with each others by
plateaus.

As in the NLS type sectors, if the point R referring to
the right boundary lies in one of the domains B, C, D
or E, it can be connected with L by two arcs of constant
Riemann invariant ellipses in two possible ways; the phys-
ically acceptable one is identified by the condition that
the speeds of the matching points increase from left to
right. The crossing point of these two arcs defines the
parameter of the plateau which connects the two edge
wave structures. In cases (A) and (F) the plateau does
not exist and is replaced either by a vacuum region or
by a non-modulated cnoidal wave. We thus arrive at the
same wave structures that the ones illustrated in Fig. 19.

C. Wave structures with transitions between
monotonicity sectors

The above formulated principles of construction of di-
agrams for the Riemann invariants make it possible to
predict which wave structure will evolve from a given
boundary condition (72), even in cases where the left
and right boundary points belong to different triangles
of monotonicity. Since the total number of possible wave
structures is very large, we shall not list all of them here
but rather illustrate the principles of construction by an



FIG. 20: Plot of the right monotonicity triangle of KB type
in the (v,w) plane. The (red and blue) curves of constant
dispersionless Riemann invariants r% corresponding to the
left boundary point L divide this triangle into six domains
denoted as A, B, ..., F. The type of flow depends on the do-
main in which lies the right boundary point R of coordinates
(vr, WR)-

R R R
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FIG. 21: (a) Plot in the (v, w) plane of ellipses along which the
dispersionless Riemann invariants are constant. They are rep-
resented by red (blue) dashed lines for the left (right) bound-
ary conditions. The path connecting the left L and the right
R points are shown by solid lines. They intersect at point P
representing the plateau located between the left and right
waves. (b) Sketch of the behavior of the Riemann invari-
ants corresponding to solutions of the Whitham equations for
the same boundary conditions. The left wave consists of a
trigonometric shock (for st < z < s¥) attached to a rarefac-
tion wave (for s5 < z < s¥). The right wave is a combined
cnoidal (s¥ < z < s&) and trigonometric (s¥ < z < sf)
shock.

application to a typical particular case.

Let us take v, = vg = 0, wr < 0, wg > 0 and
|lwr| < wr. We see at once from Fig. 21(a) that the
dispersionless ellipses relating L to R must cross both di-
agonals of the hyperbolicity square, hence the wave struc-
ture must consist of two contact and/or combined waves.
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1 2

FIG. 22: Comparison of analytic (blue line) and numerical
(red line) solutions for the initial profile (72) with vy = vg =
0, wr, = —0.5, wg = 0.7. The left and right boundary points
are represented in Fig. 21(a) and the behavior of the Riemann
invariants is sketched in Fig. 21(b).

Substitution of the above parameters into Eq. (75) yields
the values of the dispersionless Riemann invariants which
are ordered according to rX < rf < rf < ri. Tak-
ing into account that the left wave corresponds to the
continuation of rf_ = const and the right wave to the
continuation of r® = const, we arrive at the diagram
shown in Fig. 21(b). At the left edge we have the com-
bination of a trigonometric shock (s < z < s&) with a
rarefaction wave (sf < z < s&) and, at the right edge,
one has merged cnoidal (s < z < sf*) and trigonomet-
ric (s < z < sf) shocks. These left and right edge
waves are connected one with the other by a plateau
characterized by the Riemann invariants r = rf and
r_f = rf_. This plateau is represented by the single point
P in Fig. 21(a).

The formulas connecting the zeroes w; of the resolvent
with the Riemann invariants \; (obtained as solutions of
the Whitham equations) are of the type discussed in Sec-
tion IV C. They make it possible to explicitly construct
the Whitham wave structure (shown in Fig. 22 by a blue
line) which compares very well with the numerical so-
lution of the Landau-Lifshitz equation (red line). This
example clearly illustrates how the wave structure can
be constructed for any choice of parameters of the initial
discontinuous profile (72).

VI. DISCUSSION AND CONCLUSION

In this paper we have solved the Riemann problem
and characterized the space-time evolution of an ini-
tial discontinuity for the Landau-Lifshitz equation. This
equation describes magnetization excitations in a dissipa-



tionless easy-plane ferromagnet and, in the appropriate
regime, polarization waves in a two-component BEC. It
is natural to suppose that the method developed in the
present work is general enough and should apply to many
other models. We shall thus formulate the most impor-
tant points of our approach.

(i) The first obvious feature is the statement that the
method in its present form applies to modulationally sta-
ble situations only, so the region of hyperbolicity of the
long wave (dispersionless) approximation should be de-
termined and the boundary conditions at both sides of
the discontinuity must lie within this region.

(ii) The hyperbolicity region should be subdivided into
domains where the dispersionless approximation is gen-
uinely nonlinear (see, e.g., Ref. [30]), i.e., where the char-
acteristic velocities depend on the field variables with non
vanishing gradients. In our case — with two field vari-
ables with known Riemann invariants — we have denoted
such domains as monotonicity sectors. For systems de-
scribed by a single field variable, this condition reduces
to imposing a fixed convexity to the dependence of the
dispersionless velocity on the amplitude of the wave; an
example of such a situation was considered in Ref. [27].

(iii) If both boundary conditions belong to the same
monotonicity sector, then the classification of the wave
structures follows closely well-known examples such as
KdV (one field variable, [18]) or NLS (two field vari-
ables [23]) theories. These wave structures consist of rar-
efaction waves and standard dispersive shock waves of
Gurevich-Pitaevskii type connected with each other by a
plateau, a “vacuum” or a two-phase (i.e., non-modulated
“cnoidal”) wave region.

(iv) If the boundary conditions belong to different
monotonicity sectors, then they are connected by profiles
consisting of new wave structures — contact (trigono-
metric) dispersive shocks or kinks. In situations with a
single field variables these were identified, respectively, in
Refs. [26] and [29]; both structures appeared also in the
theory of the Gardner equation [27]. In the case consid-
ered here of the Landau-Lifshitz equation we have dealt
with contact dispersive shock waves and their combina-
tions with other structures.
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(v) When the evolution equations are completely inte-
grable, the Whitham system can be transformed into a
diagonal Riemann form and in this case the mapping of
the Riemann invariants to the physical parameters is not
single-valued. Instead, it is realized by sets of relation-
ships between the zeroes of two polynomials: the poly-
nomial whose roots are the Riemann invariants (noted P
in the main text) and its algebraic resolvent (R). These
relationships appear in a natural way in the finite-gap
integration method (see, e.g., Ref. [54]) complemented
by resolving the problem of “reality conditions” [48] (see
also Ref. [51]). For the Landau-Lifshitz equation the
corresponding resolvent was found in Ref. [44] in which,
however, the consequences of the multiplicity of relation-
ships between the Riemann invariants and the zeroes of
the resolvent were not completely elucidated. The the-
ory developed in the present work clarifies this important
point.

We thus believe that the solution of the Riemann prob-
lem for the case of nonlinear waves whose evolution is
governed by the Landau-Lifshitz equations provides a
general scheme which applies to other systems which
share the similar characteristic property of not being
genuinely nonlinear, c¢f. the case of the modified NLS
equation considered in Ref. [55]. Besides, the different
situations considered in the present work can find appli-
cations for describing nonlinear waves in concrete phys-
ical situations such as ferromagnets and two-component
Bose-Einstein condensates.
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Chapitre 3 - Excitations magnétiques dans les condensats a deux composantes
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Conclusion

Comme on I’a mentionné dans l'introduction, les condensats de Bose-Einstein a deux

composantes constituent un excellent laboratoire pour étudier de nouveaux fluides disper-
sifs. Le dernier chapitre en est la parfaite illustration : dans un régime proche de la limite
de Manakov, le degré de liberté de polarisation du condensat présente la méme dyna-
mique que les fluctuations de magnétisation a l'intérieur d’un matériau ferromagnétique.
Dans le cas ou le condensat est suffisamment polarisé (limite Non-Linéaire de Schrédin-
ger, cf. la Section 4.b du Chapitre 3), le degré de liberté de polarisation se comporte
formellement comme un condensat de Bose-Einstein & interactions répulsives de densité
pt — py et de vitesse vy — v). Dans un autre comportement limite, ou la vitesse relative
entre les deux condensats est proche de la vitesse du son de polarisation (limite Kaup-
Boussinesq), la polarisation décrit un nouveau régime dispersif de ’équation de Kaup-
Boussinesq dynamiquement stable. Ces deux régimes sont obtenus ici par la modification
du mélange du condensat et de la vitesse relative entre les especes, accessibles toutes les
deux expérimentalement.
D’un point de vue plus général, le degré de liberté interne des condensats spinoriels en-
richit la dynamique des excitations. On a montré a cet égard dans le Chapitre 2 que
les deux modes d’excitations peuvent interagir de fagon non-linéaire a travers un systeme
d’équations de Zakharov. Ce second degré offre aussi la possibilité de concevoir de nouvelles
excitations non-linéaires du condensat a I'aide de couplages cohérents dont les parametres
sont hautement réglables (cf. équation Korteweg-de Vries quartique dans 1’Article 1).

Bien que ces modélisations constituent différentes limites formelles de la dynamique de
champ moyen des condensat a deux composantes, elles décrivent de nouveaux phénomenes
jamais observés jusqu’a maintenant dans les gaz quantiques. Les travaux présentés ainsi
dans les Chapitres 2 et 3 ouvrent de nouvelles perspectives quand a l’observation de
nouveaux phénomenes et peuvent mener a de nouveaux développements théoriques pour
les fluides quantiques & deux composantes. Un des prolongements naturels des travaux
présentés dans le Chapitre 2 consiste en 1’étude des interactions non-linéaires entre les
deux modes d’excitations dans la phase dite plane-wave disponible en présence d’interac-
tion spin-orbite. Dans cette phase les mode d’excitations ne possedent plus la symétrie
w(—k) = w(k) et le mode de plus basse énergie présente un mode de rotons (cf. la Fig. 2.3).
D’apres 'analyse multi-échelle développée dans le Chapitre 2, I’étude des excitations non-
linéaires dans cette phase du condensat semble tres prometteuse et peut mener a I’obser-
vation de nouvelles interactions entre les excitations a travers les condensats de spineurs,
au méme titre de la résonance onde longue — onde courte mise en évidence dans la phase
single minimum.

Dans le Chapitre 3, la mise en évidence d’un nouveau type de soliton (dénoté ici soliton
algébrique) d’amplitude finie possédant une énergie nulle pose la question de sa stabilité
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transversale une fois plongé dans une géométrie & deux ou trois dimensions?’. Le ca-
ractére atypique de ’énergie des solitons magnétiques ameéne ici un traitement plus fin de
la stabilité transversale. L’étude de la stabilité aux grandes longueurs d’onde transversales
des ondes non-linéaires dans les condensats & deux composantes peut étre systématisée a
I’aide d’une analyse multi-échelle : la séparation en deux échelles de longueurs s’effectuant
naturellement ici en comparant la largeur du soliton et la longueur d’onde de I'excitation
transversale 2.

Les travaux développés dans le Chapitre 3 restent tres généraux et trouvent par définition
une application dans les milieux dont la dynamique est gouvernée par les équations
de Landau-Lifshitz. La résolution du probléme de Riemann a été motivée ici par les
expériences réalisées dans les condensats & deux composantes qui nous ont alors mené
a étudier le modele de Landau-Lifshitz dans une configuration easy-plane, et ces résultats
peuvent étre étendus a d’autres configurations pour lesquelles ces équations restent in-
tégrables; plus explicitement la méthode peut étre généralisée au régime easy-axis dans
lequel les équations de la dynamique appartiennent toujours a la hiérarchie AKNS. Plus
formellement, les travaux développés dans le Chapitre 3 et I’Article 4 permettent de cla-
rifier la nature surjective de la relation entre les parametres des ondes cnoidales w; et les
invariants de Riemann de la théorie de Whitham A; mis en évidence initialement durant
intégration finite-gap”?” dérivée par [148]. La construction de la solution du probléme de
Riemann proposée ici permet d’associer a chacune des multiplicités de la relation w;(\) un
chemin bien particulier dans 'espace des phases (v, w) et léve ainsi la dégénérescence ap-
paraissant durant I'intégration des solutions & une phase des équations de Landau-Lifshitz.
La résolution du probléme de Riemann pour un systéme non genuinely non-linear ouvre
aussi la perspective a la résolution de nouveaux systemes. Le modéle hydrodynamique des
fluides stratifiés ou I’on prend en compte les effets dispersifs constitue un exemple d’appli-
cation possible de la méthode développée dans le Chapitre 3. Ce modele, appelé modele
de Miyata-Camassa-Choi [167, 168], est décrit par un systéme d’équations pour lequel les
invariants de Riemann ne varient pas de fagon monotone avec les parametres physiques
(cf. la Ref. [169]). Bien qu’il ne soit pas intégrable, la résolution présentée dans le Chapitre
3 offre la possibilité d’étendre la méthode développée pour les systémes non intégrables
par G. El [155] & ce systéme non genuinely non-linear, et permettrait de décrire ainsi les
principales caractéristiques des ondes de choc dispersives pouvant se propager a travers
les fluides stratifiés.

25. Paralléelement, la stabilité a deux et trois dimensions des solitons magnétiques est renforcée par la
grande largeur de la longueur de cicatrisation de polarisation &, qui protege le soliton dans la limite d’ex-
citations transversales de longueur d’onde inférieure & £, (comme le soulignent les auteurs de la Ref. [99]).

26. Cette étude fait I’objet d’un travail en cours et n’est pas présentée ici.

27. et aussi durant la dérivation de la relation entre les champs w et v et les invariants de Riemann
hydrodynamiques A+ dans 'approximation ou la dispersion est négligeable.
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Annexe A

Distributions de Thomas-Fermi

Dans cet annexe on détermine les distributions stationnaires ¢4(x) et | () du conden-
sat a deux composantes en présence d’un piege harmonique :

il t) = pr(@)e ™t et dy(a,t) = py(a)e (A1)

Dans le cas général, les équations de Gross-Pitaevskii adimensionnées (1.14) s’écrivent :

_ _1% 2 2 9 1% A2
mer = =555 T (onlerl” Fanlel”) er + Sep+Vizer (A.2a)
10%p Q
ppL=—5 ax; + (9¢¢|<P¢|2 + 9N|<PT|2) pLt+ et V)ey, (A.2Db)

ot V(z) = x2/2, uy et py sont des potentiels chimiques a déterminer, et les g; sont les
coefficients non-linéaires définis par (1.12) (pour une configuration quasi-1D) ; on rappelle
que ces équations sont normalisées telles que x soit exprimé en unité aj, et ¢ en unité w/71
[cf. 'Eq. (1.3)]. Afin de calculer les distributions ¢4 (x) et ¢ (z), on considére par la suite
la limite de Thomas-Fermi pour laquelle on peut négliger ’énergie cinétique du condensat
par rapport a son énergie de confinement et son énergie d’interactions (ainsi que I’énergie
du couplage Rabi dans le cas ot @ # 0). On considére en pratique les équations (A.2a)
et (A.2b) avec :

10%04,
-5 0. (A.3)

1. Condensat a deux composantes

Dans cette partie on considere le condensat sans couplage Rabi et les équations (A.2)
s’écrivent dans ’approximation de Thomas-Fermi :

prer = [grrpr + grpy + V(@) ot (A-da)
piey = [gupy + grpr + V)] oy . (A.4b)

Dans le cas ou les deux especes coexistent (p1(z) # 0 et ¢ () # 0), les amplitudes se
simplifient et le systéme linéaire (A.4) est résolu pour :

<p¢> _ <p%(w)> 1 ( an —9N> _ (M - V(l‘)> (A5)
p)  \Pt@)  oman—of \mon o) \m-V@) " |
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Dans le cas ou ¢ (z) = 0, le systeme (A.4) est trivialement résolu par :

o1 = phia) = 1=V

; (A.6)

On suppose par la suite que la condition de miscibilité (1.22) est bien remplie et on note
par la suite le déterminant du systeme (A.5) par :

G* = g9, — g7y > 0. (A7)

Les domaines de définition des deux distributions p; et p) n’étant pas nécessairement les
mémes, on définit ' :
e une zone centrale |z| € [0, X,] ol les deux especes coexistent :

pil@) = G2 [(gnm — grum) — (g0 — 1) 2°/2] (A.8)

pl(x) = G |(greiy — grum) — (omr — 911) 2°/2] (A.9)

ou la limite X, est définie par :

2 —
AX)=0 & X, :\/ (91144 — 91ukt) 7 (A.10)
g1t = 91l

e une zone |z| € [X,, Xp| ou il n’y a plus d’atomes dans 1'état |{) :

@) = g5 i - 547 | (A11)
pl(z) =0, (A.12)

ou la limite X3 est définie par :

X)) = (X)) =0 & Xp=/2p . (A.13)

Les valeurs des potentiels chimiques sont fixées par les conditions de normalisation [cf. les
Egs. (1.15)] :

Xa a Xb b NT
/ dopy() =N: o [depie)+ [ o) = (A.14)
Xa N
/dxpi(ac) =N & ; dz pf(x) = 7¢ , (A.15)
qui sont respectées pour les potentiels chimiques définis par :
113 2/3
=55 Ny o Ny (A.16)
g 3 2/3 (g —g )1/3G2/3 3 2/3
p = 2& {2 (911N + QNNO] + - 2” SGN (A.17)
grt grt

On remarque ici que la valeur du potentiel chimique p| est bien définie si gp > g4 2. On
peut réécrire ces distributions en fonction des longueurs de diffusion en onde s intra et

1. On choisit ici arbitrairement un domaine plus large pour p4.
2. Cette condition leve alors I'indétermination relevée précédemment : ’espece d’extension la plus large
est celle dont le coefficient d’auto-interaction est le plus élevé.
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inter-especes et des parametres de confinement axial wy et radial w; a l'aide de (1.12) :

wy [ ay ~2  apay a 2 (ay—ap)ay o) .
pT(ﬂf) - w// CL// 2 2 . ( . )
oy Tarr (X7 — x*) sinon
wy (atr—ary)ay -9 2N o
(@) = o (XG - a?) sir| < X, (A.19)
0 sinon
ou les constantes X,, X et A sont définies par :
3 A2N 3 N N
X3 = 3 D e e (4.20)
wy (arr = ap))ay Wy ay
et A2 =apay, — ai . (A.Ql)

2. En présence de couplage Raman () # (

Dans un souci de concision, on suppose ici que les coefficients d’interaction intra-espece
sont égaux :
M =91 =9, (A.22)
On détermine ici les distributions stationnaires py # 0 et p; # 0 en présence du couplage
Rabi : 2 # 0 dans 'Eq. (1.14). En présence de ce couplage cohérent, la phase relative
entre les deux composantes dans I’état stationnaire est égale & ¢9 = 7 [cf. 'Eq. (2.11)] et
les deux fonctions d’onde ¢4 et ¢ sont reliées de la facon suivante :

pL=- P (2 (A.23)
\/ 1

Comme il a été remarqué dans le cas uniforme (cf. la Section 1.a du Chapitre 2), les
nombres d’atomes ne peuvent étre fixés indépendamment en présence de ce couplage
cohérent et le potentiel chimique est ici commun aux deux especes py = p) = p. Dans
lapproximation de Thomas-Fermi le systeme (A.2) s’écrit alors :

Q fp

p=V)+gor+gnpL— 5 ﬁ ; (A.24a)
Q Jp

p=V(@)+9p, + 91101 — 5 p—I . (A.24b)

En isolant le terme proportionnel & 2, on obtient en multipliant (A.24a) par (A.24b) :

Q2
o = V(@) = utgp1 +g1p) (V(@) = p+gpL + g10p1) (A.25)
et en divisant (A.24a) par (A.24b) :
pr(V(2) = p+gpr) = p (V(2) — pp+gp)) - (A.26)
L’équation (A.26) possede deux racines :
pw—V(x
pr=pL Ou pptp= g() : (A.27)

correspondant respectivement & un condensat non-polarisé et un condensat polarisé (cf.
la Section 1.a).
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2.a. Etat non-polarisé : py = p|

Dans ce cas, la résolution de ’équation (A.25) devient triviale et on obtient :

1 Q
i) = pyle) = (n25 - V@) | (A.28)

ou seule la solution + est solution du systéme initial (A.24) (la solution — correspond

a l’état stationnaire de phase relative ¢g = 0). Le potentiel chimique p est fixé par la
condition de normalisation :

X N
[@ln@+p@ =N & ["dep@ =7 (A.20)
ou X est défini par I’équation :

MrX)=0 & X=V2u+Q. (A.30)

Apreés détermination explicite de I'expression (A.29), on obtient :

1 0
n=g 6l +gr)N = 5. (A.31)

2.b. Etat polarisé : pr > py

Dans ce cas g(pt + p;) = p — V(x) et Péquation (A.25) est résolue par :

- V() p-V@N: (e )
pxlr) =" iJ( 29 ) <2(9—9¢¢)>' (4.32)

Les fonctions py(x) et p—(z) ne s’annulent jamais, et afin de normaliser ces distributions
il est nécessaire de relier les solutions (A.32) aux solutions non-polarisées (A.28); a cet
égard on sépare le domaine de définition des distributions de la fagon suivante :

e une zone x € [0, X,] ou I’état est polarisé :

pie) = pi(a) et p(x) = p-(2) (A.33)

ou la limite X, est définie par :

2g<)
HXe) =p1(Xe) & Xo=4/2ut . A.34
PH(Xa) = pf(Xa) mE (A.34)
e une zone x € [X,, Xp] ou I'état est non-polarisé [cf. 'Eq. (A.28)] :
1 ( Q 1 >
b b 2
) = T) = + = — =z R A35
pi(x) = p(z) el G i (A.35)
ou la limite X est définie par
p?(a;) = pﬁ(az) =0 & Xp=v2u+9Q. (A.36)

- 198/230 -



Chapitre A - Distributions de Thomas-Fermi

350

FIGURE A.1 — Distributions de
Thomas-Fermi en présence d’un

3004 polarisé non-polarisé

| |
| |
| |
: :
250 1 i i couplage Rabi pour un choix de
| | parametres (A.39) respectant
.. 2001 | | Q+(9—9g11)po <0. La polarisa-
< 150 - | | tion du condensat au centre
| i du piege |zr| < X, est trés
1001 | proche de celle déterminée dans
- i le cas uniforme (2.11), ici égale a

cos by ~ 0.75.

0

L’indétermination de signe dans la définition X, est fixée au signe + par I’équation de
continuité : Q
pH(Xa) = pf(Xa) = p§(Xa) = p}(Xa) = 50— (A.37)
L O R N T

On remarque ici que la distribution polarisée est bien définie ssi g1| > g de facon similaire
a la phase uniforme déterminée dans la section 1.a. Le potentiel chimique est déterminé
par la condition de normalisation :

Xp

Xa
/0 (i@ + pt@)] do+ | [ph(@) + pl(@)] dz = (A.38)

Xa

que 'on ne résoudra pas analytiquement ici. A titre d’illustration on trace dans la fi-
gure A.1 les distributions py(x) et py(z) pour le choix de parametres suivant :

g=1, g =101, Q=2 et N=10*. (A.39)

On peut vérifier dans la figure A.1 qu’au centre de la distribution « = 0 la polarisation du
condensat cos 6 vérifie bien la relation déterminée dans le cas uniforme [cf. 'Eq. (2.11)] :

PO =pf0) _<9>2
o0 T p10) "0‘J1 (G 9m) (A.40)

ot po = p§(0) + pf(0).

[}
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Annexe B

Schémas numériques

Dans cet annexe on présente les différents schémas numériques utilisés pour résoudre
numériquement le probléeme de Riemann pour les équations de Gross-Pitaevskii (1.14)
et 'équation de Landau-Lifshitz (3.26). Dans un souci de concision, on présentera ces
schémas pour I’équation de Gross-Pitaevskii & une composante :

. 1
i0p) = =5 Ozv + glvl*y (B.1)
pour laquelle on considere le probleme de Riemann suivant :
VPD —+/ VPD + +/
Pz, t=0) = po(z) = wtanh (x) + w . (B.2)
Zo

pc et pp représentent la densité du condensat en x = —o0 et £ = 400 respectivement.
Afin de résoudre numériquement le probléeme de Riemann constitué de (B.1) et (B.2), on
discrétise I'espace des x de la facon suivante :

r=jAzr, jeN. (B.3)

Dans cet espace discrétisé, le parametre d’ordre 1 correspond a un vecteur v; défini tel
que :

b(t) = ¢(j Az, ) . (B.4)

La valeur du pas de discrétisation Az dépend du schéma utilisé mais aussi de la précision
numérique recherchée : en pratique on essayera de prendre un pas de discrétisation spatiale
le plus petit possible. Le probleme ne pouvant étre résolu numériquement qu’avec un
nombre fini de variables, on résoudra 1’équation (B.1) sur le domaine z € [0;L] et on
définira ' :

p— M;J , (B.5)

la dimension du vecteur (B.4).

Afin de résoudre le probleme de Riemann défini par (B.1) et (B.2) on peut considérer
les conditions de Dirichlet suivantes :

Y(x=0,t) = me_ipct , Y(xr=L,t)= \//TRe_ipRt . (B.6)

1. |z] correspond a la partie entiére de z.
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FiGUure B.1 — Condition initiale du 2.50

probléme de Riemann numérique : la 995

marche de densité que l’on souhaite 5004 PG ]
étudier est représentée en trait plein /
(centrée en Xi, — ) et la marche — 1] i

de densité représentée en trait pointillé \% 1.50 1 i

(centrée en Xy, --) est rajoutée afin > 195 '."

de périodiser la condition initiale [cf. D i

I'Eq. (B.8)]. Les différents paramétres 1007 X "_—)—(

sont choisis tels que : \/pc = 2, \/pp = 0.751 ! 2

1, Xj = 250, Xy = 750, L = 1000 et 0.50 : : : :

2o = 10. 0 200 400 . 600 800 1000

Dans le cas de I’équation de Landau-Lifshitz il est plus difficile de faire respecter ces
conditions numériquement et il est préférable de considérer des conditions aux limites
périodiques qui s’écrivent pour le probleme considéré ici :

Pl + Lit) =d(x,t) < Pjpt) =9;(t) (B.7)

On présentera par la suite les schémas dans le cas ol ¢(z,t) est périodique ?. Bien que la
condition initiale (B.2) ne soit pas périodique, on peut la périodiser de la facon suivante * :

wo(z) = w {tanh <$;OX1> + tanh (ac;()XQH +/pa (B.8)

ou X7 < Xy sont deux positions comprises entre x = 0 et x = L. Cette distribution est
représentée dans la figure B.1. Pour des distance L et |X; — Xo| suffisamment grandes
on peut décrire indépendamment 1’évolution des deux “marches de densité” initialement
centrées en X et en Xo .

Remarque B.1. Afin de vérifier la validité de la solution numérique, on vérifie que le
nombre d’atomes :

L P
N = / [)Pde = v;1? Az (B.9)
0 =

ainsi que ’énergie du condensat :

_ 1 2 4 _1P Yit1 — i1
E_ﬁ/o <|3x1/1| +9W1|)d$—2z<2Ax

Jj=1

2
+ 9¢j|4> Az, (B.10)

soient bien constants tout au long de 1’évolution. On vérifierait de méme dans le cas a
deux composantes que les quantités (1.8) et (1.15) soient bien conservées.

2. Initialement le probléeme de Riemann pour les équations de Landau-Lifshitz a été résolu avec des
conditions aux limites x = 0 et x = L non malitrisées : en prenant un domaine de taille L suffisamment
grand on a pu < protéger > la solution numérique des perturbations se nucléant a partirde x =0et z = L.

3. On remercie a cet égard Caroline Nore pour cette proposition.

4. En regle générale la période n’est jamais assez grande pour étudier les deux marches de densité sur
des temps infiniment longs : la marche centrée en X; développe une onde se propageant vers la droite et
la marche centrée en X3 une onde se propageant vers la gauche. En pratique on éloigne le plus possible
les deux marches de densité pour que ces deux ondes ne se rencontrent pas dans l'intervalle de temps
considéré.
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Bien que I’équation de Landau-Lifshitz conserve aussi la normalisation du vecteur ||.S(x, t)]]
= 1, on privilégiera dans ce cas la comparaison aux résultats analytiques déterminés dans
les sections 3 et 4 du Chapitre 3 comme vérification du bon déroulement de la simulation
numérique.

1. Schéma explicite

En évaluant le terme de laplacien de I’équation (B.1) a l’aide de trois points :

(i Az, 1) = Yj41(t) +1/Z—3612(75) — 2¢(t) 7 (B.11)

I’équation de Gross-Pitaevskii se réécrit :

dip; 1 1
i% =g a2 Wit ¥i-1) + (9|¢j|2 + Aﬂ) Vj - (B.12)

En introduisant la notation vectorielle :

/ll}(t) = (Qpl? veey 1/}]7 ey wP)T 5 (B13)
I’équation (B.12) peut étre exprimée sous la forme plus compacte suivante :
dy
LT H(p) -, (B.14)
ou H est une matrice P x P définie par :
al b 0 0 b
b 0
0 LTl e :
HY)=1: . b a b o 1| (B.15)
. ) 0
0 IR
b 0 -+ -+ 0 b ap
pour laquelle on a introduit les variables a; = g]z/Jj\Q + ﬁ et b = ﬁ. Résoudre

le probleme de Riemann constitué de (B.1) et (B.8) revient alors a résoudre I’équation
différentielle non-linéaire (B.14) avec la condition initiale ;(t = 0) = ¢o(j Az).

Remarque B.2. L’équation d’évolution (B.14) est tres générale : on pourrait récrire les
équations de Gross-Pitaevskii (1.14) ou l’équation de Landau-Lifshitz (3.26) sous cette

forme en posant ¥ = (Y11 ... Yr.p, 1 ... Y p)l et P = (..., Sz , Syjs Sej .. )T res-
pectivement ; dans ces deux cas, H reste une matrice bande dépendante de .

l.a. Méthode d’Euler

Afin de résoudre I'équation différentielle (B.14), on divise l’espace temporel en inter-
valles de largeur At tel que :
t=nAt. (B.16)
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On définit alors :
P =PnAt) & Pl =¢(j Az, nAtl). (B.17)

Afin de calculer 9" pour n > 0, on peut dans un premier temps discrétiser I’équation
(B.14) a I'aide de la méthode explicite d’Euler :
) 'l,bn+1 _ ’l,[)n .
— . B.18
g (B.13)
& P = (1 —iAtH) Y™ . (B.19)

ou 1 est la matrice identité dimension P x P. On peut montrer en analysant la stabilité
de Von Neumann de ce schéma (cf. e.g. la Ref. [170]) que cette méthode explicite est
instable ° pour I’équation de Gross-Pitaevskii (B.1) et qu’elle ne conserve notamment pas
les quantités (B.9) et (B.10).

Appliqué a I’équation de Landau-Lifshitz ce schéma explicite est conditionnellement
stable et permet de résoudre le probléeme pour ’équation (3.26) & condition que :

At < Az? . (B.20)

Il est important de souligner ici que ’erreur commise a chaque itération n — n + 1 en
utilisant le schéma (B.19) est de l'ordre de At?. On peut cependant diminuer 1'ordre de
grandeur de cette erreur en changeant la méthode utilisée pour discrétiser (B.14).

1.b. Meéthode de Runge-Kutta (ordre 4)

Dans un souci de concision on réécrit I’équation (B.14) de la fagon suivante :

4 _

== ) | (B.21)

ou f est la pente définie par :
f=—iH@) . (B.22)

Afin d’évaluer le vecteur ) a 'instant ¢+ At, on ne considére plus la valeur de 1) seulement
a linstant ¢ mais aussi a des instants intermédiaires compris entre ¢ et ¢ + At. La méthode
utilisée pour résoudre I’équation de Landau-Lifshitz est la méthode Runge-Kutta a ’ordre
4 ot 'on évalue la pente f(t(t)) & 4 instants différents :

ki = f((t) = f(¥") (B.23a)
ko= Ff (1/:" + % kl) (B.23b)
ks =f (UJn + % kz) (B.23c¢)
kyi= f(y" + Atks) . (B.23d)

La valeur de v a 'instant ¢ + At est déterminée a I’aide de la moyenne pondérée de ces 4
pentes :

At
Y= = (Rt 2k + 2K+ Ka) (B.24)

5. On comprends ici par instabilité au sens de Von Neumann le développement par le schéma numérique
de perturbations croissant exponentiellement avec le temps.
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Cette méthode n’est pas beaucoup plus cotiteuse numériquement que la méthode d’Euler
(B.19) et permet de limiter I'erreur de numérique & chaque itération en temps a A#°.

On a privilégié cette méthode pour résoudre le probléeme de Riemann pour 1’équation de
Landau-Lifshitz. En effet le calcul explicite de la pente f(vp) [cf. la définition (B.22)] est
treés rapide a effectuer : pour ’équation de Landau-Lifshitz la matrice H est une matrice
bande et le temps de calcul pour évaluer f (1) est de O(P). De plus la multiplication entre
la matrice H et le vecteur 1 mise en jeu lors de ce calcul est aisément parallélisable et on a
pu implémenter ce schéma numérique en C++ en utilisant la bibliotheque de parallélisation
OpenMP.

2. Schéma de Crank-Nicolson

Bien que les schémas explicites exposés précédemment ne soient pas stables numé-
riquement pour ’équation (B.1), on peut résoudre cette équation a l'aide d’un schéma
implicite. Supposons que le terme de droite de ’équation (B.14) ne soit pas évalué en t
mais en t + At, les équations (B.18) et (B.19) se réécrivent :

n—+1 n
i ¢ +At_ ¢ — 7. ,(anrl (B25)

& P = (L +iAtH) Y. (B.26)

On peut montrer que ce schéma numérique au contraire des schémas précédents est in-
conditionnellement stable® (cf. la Ref. [170]). Ce schéma numérique implicite est com-
munément appelé schéma de Crank-Nicolson. Sous cette forme, le schéma de Crank-
Nicolson ne conserve pas la normalisation de la fonction d’onde (B.9) et il est nécessaire
de renormaliser v; a chaque itération n — n + 1.

La renormalisation peut étre évitée en considérant la forme dite de Cayley consistant a
alterner une itération « de type Euler » et une itération implicite :

w2 = [ riaek (p)] 7 [ iack(vn)]gn (B.27)

Ce schéma a été privilégié au schéma explicite exposé précédemment’ pour résoudre
numériquement les équations de Gross-Pitaevskii (1.14). Bien que l'on n’a pas été en
mesure de paralléliser ce schéma implicite, le temps de calcul de ce schéma est relative-
ment court. En effet I'inversion de la matrice tri-diagonale (1 + i At ) mise en jeu dans
le schéma s’effectue en un temps de calcul O(P). Comme précédemment ce schéma a été
implémenté en C++.

6. Cette analyse de la stabilité serait exacte si les termes diagonaux de la matrice (B.15) ne dépendaient
par des 1;, ce qui n’est pas le cas ici. Cependant dans le cas ot les |t;(¢)|> ne varient presque pas durant
une itération At, le schéma numérique peut étre considéré comme stable ; cette condition de lente variation
des |1;(t)|? constitue ainsi une limite supérieure au pas de temps At.

7. Cependant a notre grande surprise le schéma explicite Runge-Kutta présenté précédemment fournit
un résultat trés convenable (conservation de la normalisation et de 1’énergie pour des temps longs) ce qui
nous a permis d’effectuer des simulations préliminaires tres rapides des équations de Gross-Pitaevskii.
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Annexe C

Article 5 : Spontaneously formed
autofocusing caustics in a confined
self-defocusing medium

L’article présenté ici correspond a un travail
que 'on n’a pas pu inclure dans le corps de la
these dédiée a I’étude des condensats de Bose-
Einstein a deux composantes. A Iorigine, nous
avons été contactés par le groupe de S. Barad
de l'université de Tel Aviv afin d’interpréter les
résultats expérimentaux du montage suivant :
un faisceau laser se propage a travers une cuve
cylindrique aux parois internes réfléchissantes
et remplie d’un fluide optiquement actif, ici de
I’éthanol dopé en iode ' ; le profil radial de I’in-
tensité lumineuse du faisceau laser a 'entrée de
la cuve est Gaussien et présente apreés propa- FIgure C.1 — Propagation du faisceau
gation a travers la cuve remplie d’éthanol une Jager (représenté en vert) a travers la
forme d’anneau (cf. la Fig. C.1). cuve cylindrique; la propagation est di-
Le profil stationnaire de l'intensité lumineuse rigée selon I'axe z. Le trait plein rouge
peut étre décrit par une ¢quation de Schrodin-  représente la trajectoire de la caus-
ger de coordonnées spatiales (x,y) et de coor- tique lumineuse mise en évidence lors de

donnée temporelle z (cf. la Fig. C.1) avec un  ['étude semi-classique du probléme.
potentiel répulsif non uniforme correspondant

a la variation radiale de l'indice de réfraction. En résolvant I’équation de Schrédinger a
I’aide d’une méthode semi-classique, nous avons alors montré que 'anneau lumineux ob-
servé a la sortie de la cuve correspond & la formation d’une caustique” par un procédé
similaire a la diffusion dite arc-en-ciel (rainbow scattering en anglais) lors de la diffusion
sur un potentiel de Lennard-Jones. De fagon plus quantitative, le profil radial a la sortie
de la cuve correspond & une fonction d’Airy possédant la propriété de se propager de
facon accélérée dans le vide. Dans cette géométrie, cela se traduit par un effondrement
accéléré de 'anneau lumineux apres propagation dans le vide. Les applications pratiques
des faisceaux d’Airy auto-accélérés sont nombreuses et nous avons pu présenter dans cet
article un montage suffisamment simple permettant de les générer.

1. Ce fluide a la propriété d’avoir un indice de réfraction dépendant de sa température.
2. correspondant & une accumulation des trajectoires classiques mises en évidence lors de l’analyse
semi-classique et que ’on représente en gris dans la figure C.1.
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Self-accelerating Airy beams, which are nondiffracting waves in the form of an Airy function that propagate in free
space with constant acceleration, have received considerable attention in recent years. They are typically generated by
manipulation of the phase front of the wave by means of specially designed optical elements. Here we show that
autofocusing, radially symmetric Airy waves can form spontaneously as a laser beam propagates in a defocusing, non-
local thermal nonlinear medium, inside a cylindrical channel with a reflective boundary. The beam forms a ring-
shaped optical caustic, which, following reflection from the boundary, converges to a focal point. We demonstrate
this new method experimentally and numerically, and present a semi-classical analytical model for the wave dynamics
that shows that the self-generated, radially symmetric wave is indeed a caustic with an Airy-function profile. In the
hydrodynamic representation of the nonlinear wave equation, the ring-shaped caustic that we describe can be inter-
preted as a shock wave that forms as the “photonic fluid” bounces off the reflective boundary. These results suggest a
very simple and accessible, yet mathematically accurate, way to obtain autofocusing radially symmetric Airy waves for

various applications. © 2015 Optical Society of America

OCIS codes: (190.4420) Nonlinear optics, transverse effects in; (260.1960) Diffraction theory.
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Self-accelerating Airy beams, namely nondiffracting waves in the
form of an Airy function, with probability density functions (but
not “centers of mass”) that propagate in free space with constant
acceleration, have received considerable attention since they were
first proposed and demonstrated [1-3], and were shown to be
useful for applications such as optical manipulation of small par-
ticles, microscopy, laser machining, and generation of light bullets
and plasma channels in air [4—8]. The idea has been generalized to
nonlinear and nonlocal media [9-11] and to arbitrary convex
trajectories [12], and was also applied to electron beams [13]
and surface plasmons [14]. The majority of works in this field
have focused on one-dimensional Airy beams that propagate in
a plane, but radially symmetric Airy waves, which exhibit abrupt
autofocusing, have also been proposed and demonstrated [15,16].

The generation of Airy waves usually relies on manipulation of
the phase front of the wave by means of a phase mask, diffractive
optical elements, or wave-mixing processes. Here we describe
spontaneously generated, ring-shaped autofocusing Airy waves that
form when an optical caustic in a defocusing, nonlocal, thermal
nonlinear medium is reflected from a cylindrical boundary.
Rings in defocusing thermal media have been known for many
years [17], although their relation to optical caustics was not explic-
itly mentioned. Here we use them to construct a ring-shaped

2334-2536/15/121053-05$15/0$15.00 © 2015 Optical Society of America

caustic that autofocuses to a point. We first demonstrate the idea
experimentally and numerically, and then study the wave dynamics
analytically using a semi-classical model. We also briefly discuss the
hydrodynamic representation of the nonlinear wave equation,
interpreting the ring-shaped caustic as a shock wave that forms
as the “photonic fluid” bounces off the reflective boundary.

In the paraxial approximation, the propagation of a coherent
light beam through a nonlinear medium is usually described
analytically by the nonlinear Schrédinger equation:

ig—w S Vi + U p)y + gly Py (1)
z 2B,

Here y is the weakly z-dependent complex amplitude of the light
propagating in the z direction, f is the propagation constant,
V2=202+ 05 is the transverse Laplacian, U(x, y) is the equiva-
lent potential created by static spatial variations of the refractive
index, and g is the nonlinear Kerr coefficient, representing the
instantaneous nonlinear response of the medium. The last term
in the equation thus describes the nonlinear refractive index
changes due to local spatial variations of the light intensity.
Strictly speaking, Eq. (1) is not applicable in the case of a thermal
nonlinearity [17,18], where the light-induced refractive index var-
iations are nonlocal in both space and time (due to heat diffusion
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and accumulation, respectively). It is common to take the spatial
nonlocality into account by considering a nonlocal response
kernel [19], but in fact, since in many cases a steady state is
obtained after sufficiently long exposure to laser light (typically
~1 s for laser intensities of a few watts), it is appropriate to de-
scribe the delayed, nonlocal response as a static potential U (x, y),
determined by the laser beam characteristics, the heat capacity
and transport coefficients of the nonlinear medium, and the
boundary conditions [20,21].

Consider a laser beam propagating in a thermal, selfdefocusing
medium [meaning that the index of refraction decreases as a func-
tion of the temperature, and corresponding to positive g in
Eq. (1)] along the axis of a cylindrical channel with a reflective
boundary [see Fig. 1(a)]. The material that forms the boundary
has very high thermal conductivity and heat capacity. In the
steady state the heat flux produced by the laser is balanced by
heat diffusion to the boundary, which acts as a heat sink. The
heat diffusion is sustained by a radial temperature gradient,
and the temperature profile that forms inside the channel, and
peaks on its axis, is best described by a static repulsive potential
with radial symmetry. As the laser beam propagates along the z
direction, in the presence of the repulsive potential, its phase
fronts acquire an increasing concave curvature, which corresponds
to defocusing. (Note that the same result would be obtained in
the case of a local, defocusing Kerr nonlinearity, but that the result
here depends only weakly on the details of the light intensity
distribution in the channel.) Now if the laser beam is sufficiently
broad, reflection off the boundary forms another, inward-
propagating wave, with convex phase fronts, the curvature of
which increases as a function of z. As shown in Fig. 1(b), this
is a recipe for formation of a caustic.

To illustrate the above scenario we present one-dimensional
numerical simulations of Eq. (1), for cylindrical symmetry, as-
suming a static potential that is a solution of the heat diffusion
equation for uniform light intensity (i.e., heat generation) in the
channel, namely U(r) = -fonyAn(r) = -BongAn(l - (r/R)?),
where 7, is the linear refractive index, 7 is the radial coordinate,
and R is the radius of the channel. (Although this is not a self-
consistent model, it greatly simplifies the numerical simulation;
moreover, we have verified that the results of the simulation are
not very sensitive to the exact form of repulsive potential that we
assume.) Figure 2 shows simulation results for input parameters
that correspond to the experiment described later. Figure 2(a) is a
contour plot of the light intensity as a function of the radial and z
coordinates, and Fig. 2(b) is a plot of the intensity as a function of
the radial coordinate at the exit of the 8-cm-long channel. The
figure clearly shows the formation of a ring, which propagates
inward as z increases. The cross section of the ring resembles
an Airy function, which is known to be the typical mathematical
form of a caustic [1]. Below we will describe a semi-analytical

Fig. 1. (a) Setup described in the text. (b) Sketch explaining the

formation of a caustic from partial waves reflected off the boundary.
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Fig. 2. (a) Numerical simulation of Eq. (1) with a 3-mm-diameter,
8-cm-long channel, a centered, 1-mm-diameter Gaussian input beam,
the parabolic potential described in the text, U(0) = 9000 m™',
Bo = 1.181 x 107 m"!, and g]4(0)|*> = 100 m™; (a) is a contour plot
of the beam intensity as a function of the radial coordinate and the propa-
gation distance inside the channel; (b) is the intensity profile at the out-
put of the channel; (c) self-acceleration and focusing to a point of the
output beam as it propagates in free space behind the channel. See also
Supplement 1.

model that shows that this conjecture is in fact accurate. At this
point, however, we just show numerically that when propagating
in free space, behind the nonlinear channel, the self-generated
ring is also self-accelerating, and autofocuses to a point in space
[Fig. 2(c)]. Finally, we find that the instantaneous Kerr nonlin-
carity [the last term on the right-hand side of Eq. (1)] does not
play any role in the formation of the ring.

In the experiment we launch the beam of a frequency-doubled
YAG laser (532 nm, continuous wave) into a 3-mm-diameter,
71-mm-long, circular channel, with polished, reflective walls,
drilled in an aluminum block. The latter is enclosed in a cell with
glass windows, filled with iodine-doped ethanol (~20 ppm)—a
defocusing nonlinear medium. The nonlinear index variations
result from absorption by the iodine, which in turn leads to non-
local, thermally induced changes of the index of refraction
[17,18]. Typically, after ~1 s exposure to the laser (1-4 W) a
steady state is reached, where the heat flux produced by the laser
is balanced by heat diffusion to the aluminum block, which acts as
a heat sink. Figure 3(a) shows an image of the beam at the output
of the channel, obtained with a CCD camera, for a 1 W input
beam with a ~2.5 mm waist. A bright ring is clearly observed.
Similar rings are obtained for a wide range of input powers

— [ mm — I mm

— I mm

Fig. 3. Experimental: (a) image of the output plane of the 3 mm chan-
nel for a 1 W input beam (note: the cylindrical channel has an opening,
i.e., a groove on one side, which results in a cutoff piece that is seen
¢jected to the left); (b) image of the fluorescence at the output plane of
the channel for a 3.5 W input beam and a 27% duty cycle; (c) the ring in
(b) focuses to a point after propagating ~6 cm in free space.
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and beam waist sizes. As the input power is increased, the ring
moves inward. Reducing the duty cycle of the laser, by means
of a mechanical shutter, has the opposite effect. Using fluorescent
dye on a glass cover slip as a screen allows imaging of the beam
beyond the channel output. Figures 3(b) and 3(c) show images of
the fluorescent screen when it is positioned at the output plane of
the channel (b) and ~6 cm behind it (c), with a 3.5 W input
beam and a 27% duty cycle [about the same average power as
in Fig. 3(a)], clearly showing that the outgoing beam focuses
to a point. The focusing distance from the output plane can
be controlled by varying the intensity and duty cycle of the laser.
These findings are in excellent agreement with the simulations.

We now turn to the semi-classical model. Since the numerical
simulations of Eq. (1) show that the instantaneous Kerr nonlin-
earity is not important, we replace Eq. (1) with a dimensionless
Schrédinger equation for a quantum particle, with implicit
cylindrical symmetry (i.e., only radial momentum):

wwz[G%W+fmhm@, @

Here r is the normalized radial coordinate (0 <r<1),¢z=
zU,_, the mass m = ByR*U,_y ~ 10° corresponds to the values
of the experimental parameters, and /() = U(r)/U,—¢ is a nor-
malized potential satisfying f(0) = 1, f(r > 1) = +0o0, as well
as f'(17) =0, to simplify the behavior at the boundary.
Furthermore, since the ring forms far from the center of the chan-
nel, the cylindrical term »7!9, in the Laplacian is neglected (we
have numerically verified the excellent accuracy of this approxi-
mation for the beam configuration that we consider here).
Introducing the notation

w(r t) = A(r, 1), )
where A and S are real, we obtain
oS 1 [10*4 [0S\?2
R e - £ 4a
0t 2m [A or? (@r) } f (4a)
04> 0 108
— 4+ =—(A2—=) =0 4b
ot + or ( m ar) (4b)

We solve the problem in the semi-classical limit in which A
is a slowly varying function of position. The first term on the
RHS of Eq. (4a) can then be neglected, and one obtains the
Hamilton—Jacobi equation:

9,S + H(r,0,8) =0, (5)

while Eq. (4b) is a current-conservation equation.

To solve the problem semi-classically, we evolve a swarm of
classical test particles in phase space {g, p} with the Hamiltonian
H=p*/2m+ f(r) and the following initial conditions:
q(t=0)=¢,€[0,1}; p(t=0)=p,=0S5/0r| ,—0y=0. The
density of initial points along the segment [0, 1] is given by the
initial distribution |y (7, £ = 0)|> = A%(r, t = 0).

The phase-space curves that describe the distribution of
classical particles as a function of time and that evolve according
to the Hamiltonian flow are Lagrangian manifolds. At # = 0 the
Lagrangian manifold corresponding to our initial configuration
coincides with the line p = 0,4 € [0, 1]. For sufficiently short
times the position g(#) of a classical particle is a unique function
q = q(qq, t) of its initial position g, and one can determine ¢,
for each » and r by inverting ¢(g,, #) = r. The standard semi-
classical approach then yields

9q,|"/
winn = |20

2
0q Ao(go (7, f))els(%(r,t),z)’ ©)

where Ay(g,) = A(qy, t = 0) is the initial amplitude at the initial
position of the particle, and S(g,(r,2),#) is the action
fot L(g, ¢, t')d¢" calculated along the classical trajectory, which
leads from ¢, to ¢. Figure 4 shows the evolution of the classical
test particles in phase space and the corresponding density profiles
A?(r, t) calculated from Eq. (6).

The situation gets more complex after some of the classical test
particles bounce from the hard wall at » = 1 and propagate back-
ward toward » = 0, against the potential f(r), which typically
occurs for £~ 250 (corresponding to a propagation of 5 cm in
the experiment). This induces a fold catastrophe in the
Lagrangian manifold. As seen in Fig. 5, there are now either
one or three momenta p associated with each position ¢, which
we denote by py, p,, and ps. The latter corresponds to a particle
(i.e., wave component) that still propagates outward, while p, and
2, are the momenta of particles propagating inward. As we show
below, using standard mathematical analysis, the joint contribu-
tion of these particles forms an interference peak, i.e., a caustic
in the density profile at the turning point 7 = R, (to keep the
notation simple we do not write the time dependence of R,
explicitly).

Since each 7 > R, can be reached by three different classical
trajectories [q,(2), g,(¢), and g5(¢) in Fig. 5(b)], a trivial
extension of the semi-classical approach leading to Eq. (6)
yields

1.2

300 ¢ = 200 s \ 1 =200 ——
>
200 / \ 0.8 3

G
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® 00 // ::_ 0.6 /\

— 04
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-100 . . . . J 0 . . . ey

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

1 r

Fig. 4. (a) Classical evolution of the Lagrangian manifold in phase
space for short times. (b) Corresponding density profiles—the red dashed
line corresponds to the initial density, which is arbitrarily taken to be
Ay(r) = 1-7% the purple solid line is the semi-classical result
Eq. (6); and the black dots are brute-force numerical solutions of
Eq. (2); without loss of generality we take f(r) = (1 + cos 7r)/2.
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Fig. 5. (a) Classical evolution of the Lagrangian manifold in phase
space for r = 400, corresponding to a propagation distance of 8 cm
in the experiment—a caustic appears at 7 = R.(z). (b) The three classical
trajectories ¢'” (¢) correspond to the three momenta p; in (a); ¢, (#) and
q,(¢) merge exactly for » = R.(2).
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where q(()b) = q,(t = 0), the p,’s are Maslov indices [u3 = 0 as
in Eq. (6), and (1, ) = (2, 1)], and D and w? are zero
for » < R.. The intensity profile obtained from this crude
semi-classical approximation is depicted in Fig. 6(a), for the
same parameters and time as in Fig. 5. Also shown is the in-
tensity profile calculated by numerical integration of Eq. (2).
Figure 6(a) shows that near the caustic (» = R,) approximation
Eq. (7) diverges—the two classical trajectories ¢,(#) and ¢,(#)
coincide, and the stationary phase method, which is at the heart
of the semi-classical approximation, must be refined, since the
factors 0q(()b) /0q in Eq. (7) diverge for & = 1, 2. Yet, since there
are no caustics in momentum space, one may obtain a better
solution in the vicinity of the caustic by Fourier-transforming
the wave function at an earlier time, before the caustic forms,
evolving the Fourier components in time, and finally Fourier-
transforming back to real space. The last step must be per-
formed with care because of the presence of two nearby saddle
points in the integral (corresponding to the classical momenta
2, and p,). The result for y + y@ involves the Airy func-
tion Ai [the contribution of w® in Eq. (7) is not modified]:

W@, 0) + 92 ()

- @ 99,
- op

(1.2)
Ao(q)

1/2
py <RC [— r> FEARC-R)TE ()
R,

where § = q(ol)(Rf, t) = q(()z) (R, t) is the initial position lead-
ing to ¢, ,(#) = R, and the quantities / and S, are defined by
1%

2 0p?

5. = 5(3,). ()

;
R,

This result, combining an isolated classical path and two others
forming a caustic, is identical to rainbow scattering from a
Lennard—Jones-type central potential [22]. The corresponding
intensity profile depicted in Fig. 6(b) validates the interpreta-
tion of the experimental and numerical results in terms of a
caustic, with a typical Airy-function form. Note, however, that
the divergence of Eq. (7) at » = R, has been eliminated in
Eq. (8) at the price of loss of accuracy away from the caustic,
in the region 0.8 7 <1 [cf. Fig. 6(b)]. Yet the discrepancy
can be resolved by more uniform treatment, following [23].
The final result is

8 8

O 6 °<

4 E: 4 %

2 2 n

05 R, 07 08 09 T 05 R, 07 08 09 T

Fig.6. (a) Numerical A(7, ¢) (red dashed line) and crude semi-classical
result Eq. (7) (blue solid line) for # = 400 (z = 8 cm); the semi-classical
result diverges at the caustic. (b) Same as (a), for the semi-classical result
Eq. (8), supplemented with the contribution w® from Eq. (7).
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Figure 7(a) compares the results of this uniform approxima-
tion with a numerical solution of Eq. (2). Figure 7(b) is a sketch
of the semi-classical trajectories and the position of the (time-
dependent) caustic obtained in this approximation. Considering
all the approximations made, and in particular the impossibility of
measuring the exact shape of the static potential, it is quite re-
markable that the position of the ring in the experimental data
is in excellent agreement with the prediction of the semi-classical
model, for similar laser powers and propagation lengths.

In the hydrodynamic representation of the nonlinear wave
equation, the Madelung transformation [24] maps Eq. (1) to
coupled equations for the amplitude and phase, which have
the form of continuity and Euler equations for an equivalent
“photon fluid.” This approach has been used successfully to model
dispersive shock waves that appear around laser beams that propa-
gate in isotropic self-defocusing media [25]. Similarly, when the
nonlinear term in Eq. (1) is predominant, the caustics can be in-
terpreted as shock waves in the photon fluid. The increasing cur-
vature of the reflected wave fronts as a function of z [see Fig. 1(b)]
corresponds to increasing velocity of the partial waves as a func-
tion of time, leading to steepening of the wave and formation of a
shock. We checked numerically and qualitatively that the caustic
associated with the fold singularity of the Lagrangian manifold
indeed turns into a dispersive shock wave when the nonlinear
term is sufficiently large.

Finally, the simple method that we suggest for generating au-
tofocusing, radially symmetric Airy waves has several advantages
compared to established methods. Unlike a typical spatial light
modulator, it can handle high average powers. Moreover, as
the autofocusing distance is power-dependent, the autofocusing
element can be combined with a pinhole in a nonlinear switching
device, the pinhole position defining the threshold power above
which transmission is high. The abrupt autofocusing of the
non-Gaussian beam will result in a sharp transition.

) 0
A )| 2

. 0 )3 0 (1)
(e e | e |

Se=S.(rt)= (10)

0!
0.5

Fig. 7. (a) Numerical A(7, ¢) (red dashed line) and semi-classical result
Eq. (10) (blue solid line) for # = 400 (z = 8 cm). (b) Sketch of semi-
classical trajectories (black lines) and the (time-dependent) caustic (red
lines) obtained from Eq. (10); the curves show the evolution of
A(r, £) See also Supplement 1.
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We first present data from computer simulations that show the
effects of linear absorption and different static, repulsive
potentials. Figure S1 shows the same data presented in Fig. 2 of the
article with better definition. Figure S1(a) is a contour plot of the
light intensity in the channel as a function of the radial and z
coordinates, Fig. S1(b) is a plot of the intensity as a function of the
radial coordinate at the exit of the channel, and Fig. S1(c) shows, in
a contour plot similar to Fig. S1(a), the propagation of light in free
space, behind the exit plane of the nonlinear channel, and in
particular the self-generated, self-accelerating, autofocusing ring.
The data presented in Fig. S1 were calculated assuming the linear
absorption is negligible (although it is an essential ingredient of the
thermal nonlinearity that we discuss). Figure S2 shows, in a similar
representation, data obtained from an identical simulation, except
for adding a (realistic) absorption coefficient of 0.04 cm, and a
matched, z-dependent, thermally-induced static potential (namely
reduced heating as a function of the z coordinate). It can be seen
that the behavior remains essentially the same, except that the ring
is weaker and autofocusing is slightly slower. Figure S3 shows data
obtained without absorption (as in Fig. S1), but with the semi-
circular static potential changed to a Gaussian form of similar
width and with the same maximum value (at the center of the
channel). In this case the ring starts forming earlier, as the beam
undergoes self-defocusing, but the reflective boundary is essential
for transforming it into an autofocusing wave. The “ringing” which
is typical of Airy beams is evident. Self-acceleration is not as
obvious as in Fig. S1 and Fig. S2, but can still be observed upon
close examination of Fig. S3(c). Finally, Fig. S4 is a high-resolution
version of Fig. 7(b) in the article, and shows the semi-classical

trajectories and the position of the (time dependent) caustic
obtained from Eq. (10) in the article.

We now explain in more detail the translation from physical units to
the dimensionless semi-classical model. We first note that the mass and
time, which are calculated from the expressions given below Eg. (2) of
the article, are both functions of U, the potential at the center of the
waveguide. We estimate U, from the rate of expansion of the
outgoing beam, i.e. the part which undergoes self-defocusing and is not
reflected by the boundary. Figure 3(b) is an image of the fluorescence
at the output plane of the channel for a 3.5-Watt input beam and a 27%
duty cycle (note that this is about the same average power as in Fig.
3(a) — the radius of the ring is indeed almost identical); Figure 3(c) is a
fluorescence image that shows how the ring in Fig. 3(b) focuses to a
point after propagating ~6 cm in free space — the spot at the center of
Fig. 3(c) is the auto-focused ring, while the part which undergoes self-
defocusing and is not reflected by the boundary is seen as a pale halo in
Fig. 3(c). The expansion rate of this halo allows us to calculate the
radius of curvature of the phase fronts of the defocusing component at
the channel exit plane, and this curvature, in turn, allows us to calculate
the refractive index contrast in the channel, An. From the expression at
the center of the LHS column in page 2 of the article we finally obtain
U,=50 cm, the mass m, and the conversion factor from zto't.
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Fig. S1. A numerical simulation of beam propagation through and
behind 3 mm diameter, 8-cm long channel, with reflective walls, filled
with a defocusing nonlinear medium. The input beam is a 1-mm
diameter Gaussian beam, and the other parameters are described in
the body of the article and the caption of Fig. 2 therein; (a) is a contour
plot of the beam intensity as a function of the radial coordinate and the
propagation distance inside the channel; (b) is the intensity profile at
the output of the channel; (c) shows self-acceleration and focusing to a
point of the output beam as it propagates in free space behind the
channel.
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Fig. S2. A numerical simulation of beam propagation through and
behind the channel, with the same parameters as in the simulation
shown in Figure S1, except for the addition of an absorption coefficient
of 0.04 cm?, and a matched, z-dependent, thermally-induced static
potential (namely reduced heating as a function of the z coordinate);
(a) is a contour plot of the beam intensity as a function of the radial
coordinate and the propagation distance inside the channel; (b) is the
intensity profile at the output of the channel; (c) shows self-
acceleration and focusing to a point of the output beam as it propagates
in free space behind the channel.



8.0 1.0
3
Ly W
4.0 e
b
0.0 0
-1.5 0.0 r{mm) 1.5
|
(b)
: I I|
I il UL
0= - - =
-1.3 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
7 {(mm)
4.0 1.0
s
] 1 ;£
2.0 g
<

0.0

2.5 0.0 7 (mm) 25
Fig. S3. A numerical simulation of beam propagation through and
behind the channel, with the same parameters as in the simulation
shown in Figure S1, except for substitution of the semi-circular
static potential with a Gaussian form of similar width and with the
same maximum value (at the center of the channel); (a) is a
contour plot of the beam intensity as a function of the radial
coordinate and the propagation distance inside the channel; (b) is
the intensity profile at the output of the channel; (c) shows self-
acceleration and focusing to a point of the output beam as it
propagates in free space behind the channel.

Fig. S4. A sketch of some semi-classical trajectories obtained from
Eq. (10) in the article, plotted as orange lines, and the (time
dependent) location of the caustic, plotted as a red line; the curves
show the evolution of the amplitude of the wave.
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