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Prérequis.— quelques notions de probabilité : distribution, moments, cumulants, fonction géné-
ratrice, théoreme de la limite centrale, (loi des extrémes?),... Processus stochastique, processus
markovien, probabilité d’équilibre, probabilité conditionnelle,.... (sur le plan technique : réviser
Panalyse complexe et le théoreme des résidus!)

Remarque sur les notations.— J’omettrai treés souvent la fleche sur les vecteurs : ¢ — ¢q. Lorsque
cela clarifie la discussion je repérerai les opérateurs par un chapeau : A. Enfin notons que 7 est
parfois pris égal a 1.
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1 Introduction

Le développement de la physique statistique décrivant les situations a 1’équilibre repose sur des
grands principes de portée universelle : le postulat fondamental de la physique statistique, etc.
Ceux-ci permettent de développer un cadre bien clair (ensembles de la physique statistique :
microcanonique, canonique, etc), I’étude concréte d’un probléeme ne requérant plus, en prin-
cipe, que d’enclencher une mécanique éprouvée, i.e. calculer la fonction génératrice appropriée :
entropie, fonction de partition, etc.

L’étude de la situation hors équilibre est nettement moins bien balisée. Une relativement
grande variété d’approches est en général proposée (approche de Langevin, équation maitresse,
équation de Fokker-Planck, etc) dont les relations entre elles ne sont pas a priori évidentes
et qui ne sont pas fondées sur quelques grands principes.! Bien que ces approches soient plus
fréquemment formulées dans un cadre classique, elles ont également trouvé des justifications
dans le cadre quantique (équation de Langevin quantique discutée au § 5.3.3 page 51, équation
maitresse quantique, mouvement brownien quantique (annexe A), etc; on pourra consulter les
ouvrages de C. W. Gardiner [39, 40]). Ces approches proposent des outils permettant I’analyse
des propriétés statistiques des quantités physiques vues comme des processus aléatoires, i.e. de
leur structure temporelle. L’approche de ce cours est plus modeste a double titre : d’une part nous
allons nous intéresser uniquement a la moyenne des quantités physiques (X (%))}o.s eq.? d’autre
part nous n’en considérerons que la partie linéaire dans la “force” responsable de la mise hors
équilibre. Moyennant ces restrictions nous développerons ces idées dans un cadre completement
quantique.

Motivation : Bien souvent l'information que nous avons provient d’une situation ou I’on sonde
le systeme en appliquant une faible perturbation extérieure. On analyse alors la réponse du
systéeme en mesurant diverses quantités (figure 1). C’est de cette réponse qu’on peut espérer
remonter aux propriétés microscopiques (comme le spectre des excitations).

On peut donner un exemple de cette situation : une structure métallique dont on étudie les
propriétés de transport électronique : on injecte un courant et on mesure une tension. La réponse
est caractérisée par une impédance.?

Le probleme : étude de la dynamique d’un systéme mis hors équilibre.

Excitation — — Mesure de la réponse

O systeme

FIGURE 1 — Représentation schématique de la situation décrite par la relation (7) : La force
excitatrice f(t) se couple a l'observable A. Les dynamiques des observables du systéme sont
couplées (corrélations représentées par la double fléche). L’appareil de mesure suit I’évolution
de l’observable B.

'Notons toutefois les progres récents quant a la généralisation du théoréme de fluctuation-dissipation & des
situations fortement hors équilibre : théoréme de fluctuation de Gallavoti-Cohen [38], travaux récents de Bernard
Derrida et ses collaborateurs, etc. Ces résultats s’appliquent néanmoins plutét dans un cadre classique.

2Cet exemple n’est pas hors du cadre quantique : depuis plusieurs décennies il est possible de réaliser des
structures de dimensions micrométriques et d’étudier les phénomenes de conduction électrique dans un régime
quantique.



La situation : commencons par une lapalissade : la théorie de la réponse linéaire s’intéresse au
régime linéaire, i.e. aux petites perturbations, ce qui nous amene a un traitement perturbatif
(classique ou quantique) des équations d’évolution.

Je développerai surtout une description quantique.

Mise hors équilibre : Nous allons discuter deux facons de mettre le systeme hors équilibre :

e réponse a une force extérieure se couplant a 'une des observables. Un type d’excitation im-
portant est le cas d’une excitation harmonique. On mesure alors la réponse fréquentielle.

e Relaxation : on relache une contrainte (on éteint une force) a ¢ = 0 et on étudie 1’évolution
pour t > 0. Nous verrons comment réponse et relaxation sont reliées.

Les fonctions de corrélation : Un résultat central est que la réponse du systéme a une exci-
tation extérieure (situation faiblement hors équilibre) est reliée a des fonctions de
corrélation d’équilibre. Etant induites par la dynamique d’un méme systeme, les évolutions
temporelles des observables A et B sont corrélées (ce que représente la fléche “«” de la figure) ;
la réponse de 'observable B mesurée est donc controlée par ces corrélations. Nous pouvons ainsi
renverser la problematique et voir dans ’étude expérimentale de la situation faiblement hors
équilibre une maniere d’étudier les corrélations a 1’équilibre.

Les fonctions de corrélation joueront donc un réle central. Pour chaque couple d’opérateurs
(A, B) nous allons introduire et discuter plusieurs (cinq!) fonctions de corrélation (deux dans le
cas classique). Fort heureusement elles sont toutes liées par deux contraintes : la causalité et le
théoreme fluctuation-dissipation.

Fluctuation-dissipation : Une relation tres importante est donnée par le théoreme fluctuation-
dissipation, qui relie les fluctuations d’équilibre & la dissipation (I'irréversibilité). Ce théoreme
est suffisamment important pour que nous en donnions d’ores et déja un avant gout a travers
deux illustrations dans le cadre de la physique classique (une formulation plus générale du
théoreme sera démontrée plus tard) :

1. Le mouvement brownien (Einstein 1905) : mi = —yv+ F(t) ot (F(¢)F(')) = 2Dy?6(t —t')
(ce choix assure (z(t)?) ~ 2Dt aux grands temps). En utilisant le théoréme d’équipartition,
sm(v?) = ZkpT, et l'expression du corrélateur (v(r + t)v(t)) = %67%“', on montre
que D~y = kpT (relation entre coefficients cinétiques macroscopiques et fluctuations ther-
miques). La relation est parfois écrite a 1’aide de la mobilité uy=1/v: D = ukpT.

FIGURE 2 — Albert Einstein (1879-1955).

2. Le théoréme de Nyquist (1928) est I'analogue électrique.® Considérons un circuit constitué
d’une résistance et une inductance. Les fluctuations thermiques induisent des fluctuations
de tension modélisées par un générateur fictif aux bornes duquel la tension U (t) fluctue :
on suppose (U) =0 et (U)U(t')) = Syd(t —t') (par définition Sy est le spectre de bruit
de tension; ici on a supposé que le bruit est blanc). On a LI = —RI + U(t). La relation

3La théorie a été proposée par Harry Nyquist [66] et I'expérience réalisée par John B. Johnson [49)].



2D~?%/y = 2kgT vue dans le paragraphe précédent4devient Sy = 2kgTR, i.e. reliant les

fluctuations de tension a la résistance (dissipation).

FIGURE 3 — Harry Nyquist (1889-1976) et John B. Johnson (1887-1970).

La structure du cours :

e Le chapitre 2 introduit les différentes fonctions de corrélation. Nous discuterons les con-
séquences de la causalité des fonctions de réponse et le lien entre fonction de réponse et
dissipation.

e Dans le chapitre 3 est démontré le résultat central du cours, qui montre quelle fonction
de corrélation intervient dans la fonction de réponse. Nous obtiendrons une formulation
générale du théoreme fluctuation-dissipation.

e Le chapitre 4 discute la structure spatiale de certaines fonctions de corrélation et suggere
comment extraire les informations microscopiques de celles-ci. La discussion s’appuie sur
le cas de la compressibilité (corrélation densité-densité).

e Une premiere application est étudiée dans le chapitre 5 : la mécanique quantique étant
basée sur une formulation hamiltonienne, la description des phénomenes dissipatifs n’est
pas évidente. Nous discutons quelques idées générales a travers différents modeles. En
particulier non étudierons le probleme d’un oscillateur harmonique couplé a un “bain
d’oscillateurs” (un ensemble d’oscillateurs caractétisé par une densité spectrale continue).
Cette étude nous servira d’alibi pour introduire la méthode de Matsubara des fonctions de
Green a température finie, qui joue un role tres important en matiere condensée, notam-
ment. Une seconde méthode plus directe sera également présentée (la construction d’une
équation de Langevin quantique).

4Bruit de Johnson-Nyquist et bruit de Shottky.— Il est bon de garder en téte que I’étude du bruit de courant
a travers une résistance conduit & considérer deux cas limites. (1) Le bruit de Johnson-Nyquist est le bruit de
courant dit aux fluctuations thermiques a ’équilibre : (I) =0 et Sy = %%T, (2) Dans la situation hors équilibre,
lorsque (I) # 0, le bruit de grenaille (Shottky) traduit la nature discréte des porteurs de charge : par exemple
le bruit d’une jonction tunnel dans le régime R > h/e? est Sy = ¢|(I)| & T = 0 K. La transition entre les deux
régimes se produit pour eR (I) ~ kpT et est étudiée en TD. Puisque le cours s’intéresse au régime faiblement
hors équilibre, nous discuterons systématiquement le régime de Johnson-Nyquist.
Intérét expérimental en physique mésoscopique : Dans la situation d’équilibre, les fluctuations sont contraintes
par le théoréeme fluctuation-dissipation. Leur étude n’apporte pas d’information supplémentaire par rapport &
une expérience de transport. La mesure du bruit de Johnson-Nyquist permet toutefois de calibrer une expérience
de bruit. En revanche le bruit de grenaille apporte de nouvelles informations par rapport aux expériences de
transport, et fournit un moyen puissant de sonder les propriétés des conducteurs mésoscopiques. L’étude du bruit
de grenaille dans ce contexte a stimulé une grande activité ces quinze derniéres années. On pourra se reporter a
Particle [20].



e Une seconde application des idées des chapitres 2 et 3 est présentée au chapitre 6 qui
donne une présentation succinte des propriétés de transport électronique dans les métaux.
La question des interactions et de 1’écrantage est discutée dans un premier temps, puis
nous nous tournons vers le réle du désordre dans le transport électronique.

Conseils bibliographiques

La référence canonique sur le sujet est le livre de R. Kubo, M. Toda & N. Hashitsume [54]. Les
deux premiers chapitres du présent texte sont basés sur le cours du college de France de C. Cohen-
Tannoudji [25]. Un livre récent qui couvre assez bien le sujet est le livre de Le Bellac, Mortessagne
& Batrouni [56]. D’autres références ont inspiré ces notes : [65, 78, 68, 39, 40, 67, 85, 13, 30, 43].



2 Fonctions de corrélation et fonctions de réponse

La physique statistique analyse les propriétés statistiques de différentes quantités physiques
caractérisant ’état d’'un systeme. Les quantités physiques peuvent étre considérées comme des
variables aléatoires car soumises aux fluctuations thermiques et/ou quantiques. Une question
intéressante concerne ’étude de I’évolution temporelle des quantités physiques (dans la situation
a I’équilibre ou hors équilibre). Si z(#) est un processus stochastique®, une partie de I'information®
est codée dans la fonction de corrélation (x(t)x(t')). Nous commengons par discuter le sens
physique de la transformée de Fourier de la fonction de corrélation, dont nous avons déja annoncé
le role central dans ce cours.

Rg. : en mécanique quantique, x(t) est un opérateur et ne commute pas avec x(0). La moyenne
est dans ce cas la moyenne quantique et statistique décrivant 1’équilibre thermodynamique.
Les différentes possibilités pour ordonner les opérateurs (z(t)z(0), z(0)x(t), {z(t),z(0)}, etc)
correspondent a différentes fonctions de corrélation. Cette remarque n’affecte pas la discussion
menée ci-dessous.

2.1 Analyse de Fourier des processus aléatoires et théoreme de Wiener-
Khintchine :

Convention (TF) : La transformation de Fourier est définie selon la convention C(w) = fjoooo dt C(t) et
et C(t) = [T dw C(w) e,

—o0 21

Soit x(t) un processus aléatoire stationnaire, sur ¢ € [0, 7], caractérisé par sa fonction de

corrélation Cyy(T) S (x(t) x(t + 7)), supposée rapidement décroissante. On peut décomposer le

processus sur un ensemble de composantes de Fourier z(t) = 3, Zne 7! olt w, = 22T avec
n € 7.
R W inecaw
Amplificateur/
Analyseur

FIGURE 4 — Schéma d’un dispositif de mesure de bruit : le signal est amplifié, dupliqué et mul-
tiplié. Le résultat est moyenné (en général sur une temps long).

Spectre de bruit.— Soit Aw la largeur de bande de I'appareil de mesure (Aw > 1/T"). On définit
le spectre de bruit comme la moyenne du module carré des composantes de Fourier appartenant
alw,w+ Aw] :
def 1 ~ 12
SWE— 3w (1)
wn €|w,w+Aw]

Le spectre de bruit est ce qui est mesuré dans une expérience de bruit : échantillon — ampli/filtre
— appareil de mesure.

SLa théorie des probabilités désigne par “processus stochastiques” les “fonctions” aléatoires.
Stoute Iinformation si le processus est gaussien.



FIGURE 5 — Norbert Wiener (1894-1964) & Aleksandr Yakovlevich Khinchin (1894-1959).

Théoreme de Wiener-Khintchine.— En utilisant les hypothéses énoncées ci-dessus, on peut vérifier

que : 7
- s 1 ~
<xnxm> = Tdn,mcxx(wn) (2)

ou Cypp(w) = fj;o dr Cpz(7) €“7. Seules les fréquences opposées wy, et w_, sont corrélées®. On

adonc: o, o, w+Aw]<‘9~Un‘2> = Njéw Cro(w) 01t Naw = AwT' /27 est le nombre de fréquences wy,
dans l'intervalle. Finalement nous obtenons

S(w) = 2222 (3)

i.e. une relation entre le bruit (fluctuations a fréquence w) et les corrélations (précisément la
TF). Des corrélations de courte portée temporelle sont donc responsable d'un large spectre de
bruit. A la limite de corrélations de portée nulle, on parle de “bruit blanc’.

S(w)

(S .
]./TC )

FIGURE 6 — [llustration du théoréme de Wiener-Khintchine : la largeur du spectre de bruit est
égale a linverse du temps de corrélation du processus.

# Exercice 2.1 : Une application simple du théoréme de Wiener-Khintchine est le calcul de
la fonction de corrélation de la vitesse pour le processus décrit par I’équation de Langevin

dot) _ _ /dt"y(t —Yo(t) + F(t) (4)

dt

ot F(t) est la force de Langevin (un processus stationnaire corrélé a courte portée). La friction
est décrite par une fonction causale y(t), de largeur 7, finie’. Montrer que

Cuu(T) = /+OO dwme—w (5)

—00 % H’(C‘)) - i("')|2

T—t' d(t _ t/)eiaun(tftl)cvwZ (t _

7On écrit <5En55:n> _ fOT % f()T th’eiwntfiwmt’sz (t _ t/) _ % foT th’ei(wnfiwm)t’ -
t'). L’hypothese de corrélations de courte portée justifie ’approximation f:?tl d(t =t — fj;o dt—t')---.
80n peut également considérer des processus sur R en faisant T — oo. La TF est alors définie comme
#(w) = [dtz(t)e™" et on montre que (F(w)#(w')) = 2m§(w + w')Cqa(w). La correspondance est assurée par
les substitutions Z(w) < TZ, et 2m6(w — w') < Ty .
90n peut justifier le choix de cet effet de mémoire de la maniére suivante : si la force de Langevin est corrélée
sur un temps e, lirreversibilité (la dissipation et la friction) ne se manifestent que pour des temps ¢t > 7.. Il est



Retrouver le résultat pour le mouvement brownien [Cpp(T) = 2D~25(7) et v(t) = v46(t)].

FIGURE 7 — Paul Langevin (1872-1946).

#v Ezxercice 2.2 : On consiére maintenant le cas d’une force de Langevin corrélée sur un temps
7. (temps microscopique) : Crp(t) = 2D722—ice_|t‘/70. On s’attend a ce que la fonction y(t) soit
alors de largeur 7, finie; supposons que (t) = 79(t)%e_t/7m. Les trois temps du probléme
satisfont : 7. < T, < 1/v. En analysant les résidus de |(w) — iw|~2 justifier I'approximation
Tm — 0 tout en gardant 7. fini, ce qui simplifie le calcul de l'intégrale. Montrer alors que

Cup(T) = 17571)2[6_7”' — yr.e”It/7e]. Analyser le comportement du résultat aux petits temps.

2.2 Fonctions de corrélation et fonctions de réponse

Notations.— Nous considérons un systeme (d’une ou plusieurs particules, en interaction ou non)
dont la dynamique est décrite par le hamiltonien Hy. Nous notons {E,, | ¢, )} le spectre de cet
hamiltonien. Soient A et B deux observables particulieres (ex : position, impulsion, densité de
particules, courant,...).

Matrice densité (rappels, cf. [14, 28]) :
e p=1|v) (4| décrit un état pur (systeme dans 1'état | ) avec probabilité 1).

e Soit {|1,)} une base orthornormée; p = > Pu|tq)(%a| décrit un mélange statistique
(ou les P, sont les probabilités d’occupation des états quantiques |1, )). Le calcul de la
moyenne, statistique et quantique, d’'une observable A s’effectue efficacement & ’aide la
matrice densité : (A) = > Py (tha]A[ta) = Tr{pA}.

a ——
—— quantique

statistique
e La matrice densité!? obéit & ’équation d’évolution (éq. de Liouville) : %p(t) = 1[p(t), H].

e Lorsque le systeme est a 1’équilibre thermodynamique et en contact avec un thermostat

on a py = 7-e M0 avec Zg = Tr {e~PH0}. Dans le cas grand canonique pg ox e #(Ho=#N)

ou N est I'opérateur nombre de particules.

donc plus naturel de postuler que I’équation est de la forme © = —yT + F(t) o U est une moyenne temporelle
de v (& distinguer de la moyenne d’ensemble (- --)) sur un temps typique 7., avec 7. S Tm < 1/7v. Nous verrons
au chapitre 5 que les modéles quantiques de dissipation conduisent naturellement & une fonction ~(¢) de largeur
finie.

107] n’est pas inutile d’insister sur le point suivant : bien qu'on parle de matrice ou d’“opérateur” densité,
celui-ci ne doit pas étre confondu avec une observable. p(¢) ne fait qu’encoder 'information sur I’état quantique.
C’est la raison pour laquelle I’équation de Liouville fait apparaitre un signe opposé a I’équation du mouvement

de Heisenberg - A(t) = L[H, A(t)].



Fonction de réponse : définitions.— Soit f une “force” extérieure conjuguée a une grandeur phy-
sique A : i.e. I’énergie contient la contribution

Hpert (1) = —f(1) A (6)

L’Hamiltonien complet est H(t) = Ho + Hpert ().
La fonction de réponse xpa(t) caractérisant la réponse linéaire & cette perturbation est
définie comme :

+oo

Bt) < (B) + / at' xpalt — ') f(') + O(f?) (7)

—00

ou (---) et (---), désignent respectivement la moyenne en I'absence et en présence de la pertur-
bation. Puisque nous recherchons la réponse & 'ordre O(f1), xpa(t) est d’ordre O(f°), i.e. doit
caractériser une propriété d’équilibre. Si f(t) o< 6(t), la réponse linéaire de (B(t)); est directe-
ment proportionnelle & xpa(t), d’ou le nom de fonction de réponse impulsionnelle. Notons que

la fonction xp4(t) est causale, ’ xBa(t<0)=0 ‘ (nous en analyserons plus bas les conséquences).

Sa transformée de Fourier est appelée la fonction de réponse fréquentielle

~ def iwt

XBA(w) = /thBA(t)e (8)
La réponse linéaire & une excitation harmonique f(t) = f,, coswt = Re[f, ¢ 7“!] est donc

(B(t)); = (B) + Re [Xpa(w) fue ™" + O(f?) (9)

Puisque la fonction de réponse est complexe, notons que la réponse est déphasée par rapport a
I’excitation.

Un des principaux objectifs du cours sera de calculer la fonction de réponse xpa(t).

Rq : Il peut étre nécessaire de rajouter une partie imaginaire & la fréquence w — w + i0T
5. ’ ) . —0tt 5e ’

pour assurer la convergence de 'intégrale (8). Le terme supplémentaire e dans l'intégrale

s’interprete comme un allumage adiabatique de la perturbation aux temps ¢t — —oo.

Exemples :

e Un atome soumis a un champ électromagnétique. Dans 'approximation dipolaire électrique,
le potentiel vecteur (la “force”) f(t) — A(7 = 0,t) est couplé & I'impulsion A — o
Hpert(t) = —-Lp'- A(7 = 0,t). Si on s’intéresse a la polarisation de atome, B — d = gF,
on aura a étudier la fonction de réponse x.p, (t).

—

e Un systéme de spins soumis a un champ magnétique f(t) — B(¢) (la “force” extérieure).
L’observable qui lui est couplée est le moment magnétique A — M = ’yg. Etudier la
réponse des spins (B = A) se fait en considérant la susceptibilité magnétique : (S;(t))z =
[t xii(t =) B;(t).

e Soit n(r) la densité de particules. Pour une perturbation Hper(t) = [drn(r)V(r,t), ou
V(r,t) est un potentiel extérieur, la réponse de la densité est donnée par la compressibilité :
(n(r,t))y, = [dt'dr' x(r,t;r", )YV (', 1).

e Considérons un systéme soumis & un champ electromagnétique Hper (t) = — [ dr j; (1) A;(r, t)
la réponse de la densité de courant est donnée par le tenseur de conductivité : (j;(r,t)) 7 =
Jdt'dr’oii(r, t; 0! ) E; (', 1).
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#v Exercice 2.3 : On considére un oscillateur harmonique classique fi*—l—wga: = %f(t) Vérifier
que pour ce systéme linéaire la fonction de réponse, définie par x(f) (t) = z(©) (t) + [ dt xza(t —
t') f(t'), est la fonction de Green de I’équation du mouvement !, solution de ¥zo+wi Xze = ~0(t)
(commenter I'absence de terme O(f?) dans x\f)(t)). Déduire Y. (w). Représenter la position des
poles dans le plan complexe de la variable w. Montrer que les pdles, notés w4, doivent étre
légérement décalés dans le demi-plan complexe inférieur, wy — wy — 07, afin que x4 (t) =
i g—‘;im(w)e*i“’t soit une fonction causale.

#v Ezercice 2.4 : On considére un oscillateur harmonique classique amorti décrit par 1’équation
i+ %:c +wiz = % f(t). Déduire la fonction de réponse fréquentielle X, (w). Analyser ses poles;
on distinguera les régimes fortement (1/7 > wyp) et faiblement (1/7 < wy) amortis. Dans ce se-
cond cas, montrer que Xz, (w) posséde la méme structure que dans le cas non amorti a condition
de remplacer 0" par 1/7.

Relaxation : Une expérience de relaxation consiste a éteindre une force a l'instant ¢ = 0 et
a étudier ’évolution du systeme. Cela correspond donc a un choix particulier pour la force :
f(t) = fob(—t) et & étudier (B(t)), pour t > 0.

Fonction de corrélation non symétrique : Soit Cpa(t) = (B(t)A) la fonction de corrélation non
symétrisée. Sa transformée de Fourier se décompose comme :

Cpa(w) =27 Py BumAmnd(w + Wnm) (10)
n,m
ol hwnm = Ep — Ep, P, = e PEn /Z3 et Apm ef {(©n|A|l@m ). Cette expression de la fonction de
corrélation nous montre que la structure en fréquence permet de sonder les énergies des excita-
tions du systeme. Cia (w) diverge lorsque la fréquence coincide avec 1’énergie d’une transition
hw = E,, — E,, les éléments de matrice By, Ay, imposant des regles de sélection.

Rg. : dans un probleme a N corps, les fonctions de corrélation étudiées font intervenir des
opérateurs & un corps (densité, densité de courant,...). La présence des éléments de matrice A,
impose une forte sélectivité sur les états |y ) et |om ), qui sont en particulier associés a des
nombres de particules égaux (si A et B sont des opérateurs champs, les nombres de particules
associés aux deux états different de +1).

Relation de bilan détaillé : De la représentation spectrale, en utilisant P,/P,, = e Bhwnm  on
déduit facilement

5’3,4(—(41) = 6AB(W) e Phw (11)

Nous discuterons en détail cette relation au § 2.2.1 dans un cadre particulier. Nous verrons
que 'asymétrie entre fréquences positives et négatives traduit une asymétrie des probabilités
d’absorption/émission d’énergie par le systéeme. Nous pouvons analyser deux limites : (4) la limite
“classique” hw < kT pour laquelle la fonction est symétrique 2 Cpa(—w) ~ Cap(w); (ii) la
limite “quantique” hw > kpT ou l'asymétrie se manifeste, le cas extréme étant : 6](3TA:0) (w<
0) = 0. Ce dernier résultat se déduit de la représentation spectrale (10).

#y Ezercice 2.5 : Calculer Cyy (w) pour un oscillateur harmonique quantique unidimensionnel
et vérifier la relation de bilan détaillé.

"Pour un systeme classique décrit pas une équation du mouvement & = F(z) + f(t) la fonction de réponse
impusionnelle est la fonction de Green causale de ’équation X(t) — F'(zo(t)) x(t) = (t) out xo(t) est la solution
de ’équation & f = 0, fixée par x(0) et £(0). Ormis dans le cas de oscillateur harmonique, x(¢) est une fonction
de xo(O) et .1‘0(0)

12Stricto sensu il y a symétrie dans le cas de la fonction d’autocorrélation 6’AA(—w) ~ Can(w).
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Fonction de corrélation symétrique : Sp4(t) = 3 5 ({B(t), A}), reliée aux fonctions non symétrisées
par Spa(t) = 3[Cpa(t) + Cap(—t)]. Representatlon spectrale :

Spa(w) =7 Z 1) Brm Amind (W 4 W) (12)

Fonction spectrale : Aprés avoir introduit la moyenne de 'anticommutateur, nous introduisons

la moyenne du commutateur Ega(t) & 5 ([B(t), A]), dont la représentation spectrale est
~ v
€84(w) =5 > _(Pn = Pn) Bum Apnd (@ + W) (13)
n,m

L’introduction du & au dénominateur assure qu’a la limite classique (h — 0) la fonction spectrale
¢pa(t) tende vers une limite non nulle. En général {pa(w) est complexe, sauf dans le cas ot 'on
s’intéresse a l'autocorrélation {aa(w) = %57, (P — Po)|Anm|?0(w + wpm) € R.

Fonction de corrélation canonique de Kubo : Pour obtenir la limite classique de la fonction spec-
trale, il est utile de procéder a quelques manipulations. On note A(t) = eifot/h gg—iHot/h
et A(t) = SA(t). Nous pouvons écrire A(—ihB) — A = —iﬁfoﬁ dX\ A(—ih)), ie. [A, po] =
—ih pg foﬂ dX A(—ih)\), ot pg o< e PHo est la matrice densité canonique. Des manipulations
élémentaires sur la trace conduisent a :

18

B .
<[B(t),A]>:/ ANA(-EN) B(1)) = fpalt) = ——=

0 > Kpal®) (14

>

Le membre de droite est appelé fonction de corrélation canonique de Kubo (la photographie du
grand homme se trouve p. 19) :

B
Kaat) ™ 5 /0 dX (A(=inA) B(2) (15)

Nous montrerons plus tard que cette fonction de corrélation décrit la relaxation. Nous pouvons
également donner la représentation spectrale de cette fonction

Kpa(w) = —2r Z e BnmAmné (W + Wnm) (16)

Puisqu'il est clair que limy_o Kpa(t) = (AB(t)) = C%%5(t), la relation (14) permet d’obtenir
la limite classique de la fonction spectrale :

(B(1)d) =

(1) = lim Epa(t) = 2 < (B(1)A) a7)

2

Limite 8 — oo : Nous discuterons la plupart du temps le cas des systémes en contact avec un ther-
mostat ; dans ce cas la moyenne (- - -) est une moyenne canonique. Le formalisme peut également
étre appliqué & un atome pour lequel la moyenne sera plus naturellement (---) = (g |-+ |10o)
ou |1 ) est I'état fondamental (ce qui correspond a la limite de température nulle 8 — o).

#v Exercice 2.6 : Montrer que pour un atome d’hydrogéne la fonction spectrale prend la
forme : &,,(t) = —1 3200 sinwpit [(np|2]15)]? ott w1 = (B, — Er) /L.
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2.2.1 Une interprétation de la relation de bilan détaillé

Considérons un systéme a deux niveaux (un atome) couplé a un systéme macroscopique (supposé
a I’équilibre thermodynamique) :

wo
H = _? 0y + Hing + Hsyst. macro. = Ho + Hint (18)
la matrice de Pauli agit dans la base {|g), |e)}. Nous notons {| ®,, )} une base d’états pour le
systeme macroscopique. L’interaction entre les deux systémes est choisie de fagon a induire des
transitions entre les états |g) et |e) :

Hint = —O'IX (19)

ou X est une observable du systéeme macroscopique.

La référence [70] (on pourra également se reporter au cours de Benoit Doucot, dont est
inspirée cette discussion) montre que les taux d’absorption et d’émission d’un systéme a deux
niveaux!'?® sont reliés & la fonction de corrélation de I’observable X. Cette remarque fournit un
moyen expérimental d’étudier le spectre de bruit non symétrisé de la variable X (par exemple
le courant). Nous reprenons ici cette analyse.

Nous étudions les taux d’absorption I'y_. et d’émission I'c_4 du systeme microscopique.
Celui-ci est supposé initialement dans I’état [1(0) ) = |« )®| P, ), avec a = g, e. Nous calculons la
probabilité de transition par la méthode des perturbations. a ’ordre le plus bas dans ’'interaction
on a donc 4 :

-
i i

w2 et (144 [aran X)) 1) @]2) (20)

Il est facile de vérifier que o,(t) = 3(ope 0! + g_e“0l) on oy < o, + io,. L’absorption

(lg) — |e)) fait intervenir I’élément de matrice (e|o,(t)]g) = €“o! et I’émission 1’élément

conjugué. Nous en déduisons la probabilité d’absorption lorsque le systéme macroscopique est
initialement dans ’état | ®,, ) :

2

Pt = Z\<<e\®<<1>m|>w<t>>\2:,;2] /0 A7 €07 (@, [0 X (7)) @) | (21)
= % /0 drdr’ e =) (&, | X (1) X ()| @, ) (22)

Le systeme macroscopique étant a 1’équilibre thermodynamique, la probabilité d’absorption
est donnée par Puns(t) = >, Pnpég)s")(t) ou P, sont les poids statistiques des occupations
des états |®, ). En introduisant la moyenne statistique et quantique (---) = Tr{pg---} =

Y on Pu(®yn |-+ | ®y) nous écrivons la probabilité

Pabs(t) ~ % /0 drdr’ e =) (X (1) X (7)) (23)

en fonction de la fonction de corrélation non symétrisée Cx x(t) = (X (¢)X(0)). En supposant
la fonction de corrélation étroite par rapport a 1’échelle ¢, la double intégrale est dominée par

3le systeme & deux niveaux de la référence [70] est une boite & paires de Cooper.

1 Qpérateur d'évolution.— L’opérateur d’évolution temporelle, |4(t)) = U(t)|4(0) ), est solution de équation de
Schrodinger i-U(t) = HU(t) pour U(0) = 1. Lorsque I’hamiltonien a la structure H = Ho + Hint il est commode
d’extraire 'évolution libre : U(t) = e "#0'/(t). Le nouvel opérateur obéit a I'équation i.SU(t) = H;(t)U(t) ou
Hi(t) 4t eiHot 1, e~ Ho! La solution s'écrit U(t)=Texp—1 fot dr Hy(7), ou T désigne le produit chronologique,
défini par T[f(t)g(t')] = 6(t — ') f(t)g(t') + O(t" — t)g(t') £(£).
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le voisinage de la ligne 7 ~ 7’ et 1’on peut écrire fg drdr’ - ~t fj;o d(r —7’) ---. Finalement
Paps(t) ~ %GXX(—wO), ce qui donne le taux d’absorption :
1 ~
Caps = ﬁ CXX(_WO) (24)
Le calcul du taux d’émission est similaire. L’unique différence avec le calcul précédent est la

substitution de 1’élément de matrice (e |o,(t)|g) = €“o! par {g|o.(t)]e) = e7“0!, ce qui conduit
simplement & changer le signe de la fréquence. Finalement on a

1 ~
Fem = ﬁ CXX (WQ) (25)
La condition de bilan détaillé devient donc dans ce contexte :

~ ~ _ hwg
Cxx(—wo) = Cxx(wo)e ™« Typg=Teme *5T (26)

et correspond & la distribution canonique de la mécanique statistique (figure 8). Le systeme
a deux niveaux est mis a ’équilibre thermodynamique grace aux interactions avec le systeme
macroscopique thermalisé. Le bilan détaillé traduit donc le déséquilibre des occupations des états
quantiques a I’équilibre thermodynamique.

3
+ Ws 12> i,
/\4,\‘9 M
Pa.'-u. F%A
lg>
FIGURE 8 —

Cxx(w < 0) est donc associé au processus d’absorption et Cxx(w > 0) au processus
d’émission, du point de vue du systéme microscopique. Ici ce dernier nous a servi de sonde
de la fonction de corrélation du systeme macroscopique. Si ’on oublie le systeme & deux niveaux
et que l'on prend le point de vue du systéme macroscopique, nous écrirons donc

Cxx(w>0) : processus d’absorption (27)
Cxx(w<0) : processus d’émission . (28)
2.3 Dissipation
Dissipation.— Le terme ajouté dans l’énergie par la perturbation extérieure est dE = —f(t) dA.

La puissance dissipée est donc Paiss(t) = f (t)(44). Pour une excitation harmonique f(t) =
f.o coswt = Re[f,e7“!] la réponse lindaire de A est

(A(8)); ~ Re [{aa(@) fue 1] = £, (Vpa(w) coswt + Vha(w) sinwt) (29)

NS v v
Ou XAA = Xaa T X A4

La puissance dissipée instantanée est donc donnée par : Paiss(t) = f2w coswt (— X'y Sinwt+
X'y 4 coswt). Moyennée sur le temps nous obtenons : Pgiss = %w ffizl 4(w). C’est donc la
partie imaginaire Im x aa(w) qui caractérise la dissipation.
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#y Ezercice 2.7 : La fonction de réponse de 'oscillateur harmonique amorti a été obtenue dans

1 m ol Wy = w% — %2 Tracer ses parties réelle et imaginaire.
E

Pexercice 2.4 : Xaa(w) = 5, =

Tracer Pgiss ¢ w Im Yz (w).

Admittance : Le calcul de la puissance dissipée Pyiss(t) = f(t)(A(t)) fait intervenir naturellement

la réponse de A. La fonction de réponse correspondante est appelée I’admittance complexe :
def ~

Y(w) = X jq(w), reliée a I'impédance par Y (w) = 1/Z(w).

= 1 ~ 1
Paiss = 5w fo? T Xaa(w) = 5 fu" ReY (w) (30)

Exemples :

e La conductance est une admittance.— Si A — @ est la charge électrique, la force conjuguée
est alors le potentiel électrique : 6FE = V4Q. L’admittance caractérise la réponse du cou-
rant : I(w) = Q(w) = Y(w)V(w) (il s’agit de la conductance, notée G). La puissance
dissipée est proportionnelle & ReY (w) = Re Z(w)/|Z(w)|*.

e La conductivité.— La conductance G d’un fil de longueur L et de section S est reliée a

la conductivité par G = So /L. Dans le modele de Drude on obtient : o(w) = ”ij .
ou 7 est le temps de collision des électrons (c¢f. chapitre 6). C’est bien la partie réelle
de la conductivité qui caractérise la dissipation. Nous verrons au chapitre 6 que la partie
imaginaire de la conductivité est proportionnelle a la partie réelle de la fonction diélectrique

(donc au phénomene de réfraction).

2.4 Causalité et relations de dispersion

La causalité fournit une relation non triviale entre les parties réactive (Re x44(w)) et dissipative
(Im Y44 (w)) de la fonction de réponse. Dans une expérience, il suffit donc de mesurer 'une pour
obtenir 'autre. Par exemple en optique, les parties réelle et imaginaire de l'indice de réfraction

complexe v(w) = n(w) + ik(w) caractérisent respectivement la réfraction et I’absorption du
milieu.
Imz
Cc
~ Rez
X X w X
X XM
* x X X
X

FIGURE 9 — Contour d’intégration pour obtenir ’éq. (32). Les croix représentent les pdles de la
fonction X(z), et les lignes rayées rouges les coupures.

La fonction de réponse est causale :

lx(t) =0 pourt< 0‘ (31)

Nous supposons que sa transformée de Fourier est de carré sommable [65] : fj;o dw [X(w)|? < oo.

Puisque x(t) = j;o g—‘;%(w) e ! tous les poles et coupures de ¥(w) doivent se trouver dans le
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plan complexe inférieur. Exprimons l'intégrale fc dz % sur le contour représenté sur la figure 9,

dans la limite ou les rayons des demi-cercles extérieur et intérieur tendent respectivement vers

I’'oo et 0. Nous obtenons : oo ( /)
~ 1 X (w
R = o aw X (32)

—0o0
ce qui montre qu’on passe de la partie imaginaire a la partie réelle par une transformation de
Hilbert :

_ 1 [T Im Y (o'
_ 1 [t Re X (o'
—00

Ces relations de dispersion sont appelées relations de Kramers-Kronig (ou formules de
Plemelj) :

FIGURE 10 — Hendrik Anthony Kramers (1894-1952) € Ralph de Laer Kronig (1904-1995).

Rgs. :

e Soustractions.— Il peut arriver que la fonction x(w) ne soit pas de carré sommable. Dans
ce cas, étant donné Im x(w), la causalité de suffit pas & déterminer Re x(w). Il est toute-
fois possible de trouver des relations de dispersion analogues aux formules de Plemelj en
procédant & des soustractions [65]. Par exemple, si 'on consideére une fonction x(w) qui
reste bornée a 'infini |X(00)| < oo, une seule soustraction est suffisante. Cela consiste a

appliquer la logique précédente a la fonction %ﬁffo) (qui est de carré sommable). On
obtient : oo .
- - — X -X 1
¥(w) = Rle) + L0 g M = X) (3
im oo w' — wo w—w

ol wy est choisi arbitrairement (par exemple wy = oo simplifie la relation).

e En optique la causalité doit étre formulée comme : “I’effet de la perturbation se propage
moins vite que ¢”.

e Le cas de I'indice d’un milieu v(w) = n(w) + ik(w) entre dans le cadre des deux remarques
précédentes. Puisque les milieux deviennent transparents aux hautes fréquences, I'indice
devient v(w — o0) = 1. Introduisons la notation k(w) = ¢f(w)/2w. La relation de Kramers-
Kronig n(w) —1= £ %4-00 dw’ B (R. de L. Kronig, 1926 & H. A. Kramers, 1927) entre

w2 w2
indice de réfraction et coefficient d’extinction est la premiere relation de dispersion connue
[65]. Par extension les relations de Plemelj sont dénommeées relations de Kramers-Kronig

par les physiciens.

# Exercice 2.8 : On donne Im X (w) = ﬁ, montrer que x(w) = w%rl a l'aide des relations
de Kramers-Kronig.

De méme, sachant que Im x(w) = trouver x(w).

1
T/ o w0
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© Les idées importantes :

e x(t) un processus stationnaire corrélé a courte portée. Le spectre de bruit est la TF de la
fonction d’autocorrélation (Wiener-Khintchine) : (Z,&,) X 6w €t ([T |?) ~ Cou(w).

e ImYa4(w) (ou ReY(w) avec Y = x i) caractérise la dissipation.

e Les poles de la fonction de réponse x(w) sont dans le demi-plan complexe inférieur,
conséquence de la causalité.

e Le 0" au dénominateur M% ne doit pas étre négligé : il éloigne la singularité de
0+i0
'axe réel. Il peut s’interpréter physiquement comme un taux de relaxation infinitésimal '
1/7 < 0F.

15Crest explicite dans le cas de 1'oscillateur classique amorti, exercice 2.4, ou dans la formule de Drude o(w) =

ne i
m wti/T"

17



3 Réponse linéaire

Dans le chapitre précédent nous avons étudié plusieurs fonctions de corrélation. D’autre part
nous avons défini la fonction de réponse, discuté les conséquences de la causalité et identifié la
partie dissipative. Toutefois nous n’avons pas encore établi le lien entre fonction de réponse et
fonction de corrélation. Nous allons maintenant identifier laquelle des différentes fonctions de
corrélation caractérise la réponse.

3.1 Parenthese : la réponse linéaire statique

Ce paragraphe est 1égerement hors sujet puisqu’il discute de physique statistique d’équilibre et
montre comment sont modifiées les propriétés des états d’équilibre lorsqu’on varie un parametre.
Cela constituera toutefois une bonne introduction pour comprendre la méthode perturbative et
se raccrocher & des résultats connus. Par exemple la relation bien connue Cy o (§E?) o ‘327};
montre que la réponse de I’énergie a une élévation de température est reliée aux fluctuations
d’énergie.

Considérons une modification statique de I'hamiltonien H = Hy — fA. Calculons (B) ;=
Tr {e_ﬂHB} /Z ou Z =Tr {e_BH}. Pour cela on utilise la relation suivante.

Formule de Duhamel.— Soit H = Hy + V, on a'6

B
e PH — g=FHo _ / dx e~ (BN Hoy o= (36)
0

Cette formule permet un développement perturbatif de p (ou plus généralement du propagateur
(x|e PH|z")) en puissances de V.

La fonction de partition est donnée par Z = Zo[1 + Bf (A) + O(f?)], ce qui correspond & un
développement de I’énergie libre F' = Fy — f (A) + O(f?). De méme :

Tr {e—ﬂHB} - Z [(B) +f /Oﬁ A\ (A(—ih\)B) + O(f?) (37)

N def i - . . . . . .
ott A(t) = eltlot/h ge=iHot/h qésigne Iopérateur en représentation d’interaction. Finalement :
statique

(B)p=(B)+xpa [+ O(f?) ou la fonction de réponse statique est donnée par

. 8
aiane _ /O dX [(A(—ih\)B) — (4) (B)] (38)

Lorsque (A) (B) =0 on a .
Xpa ™' = B Kpa(t =0) (39)

(en général X?_Dfifique = B Kp_(By,a—(a)(t =0)).

La fonction de réponse Xsé?fque est également appelée fonction de réponse isotherme [54] puis-

qu’elle décrit une situation ou le systeme est maintenu & une température T par le thermostat 7.
Elle décrira également des situations ou la force varie lentement dans le temps, sur des échelles
de temps plus grandes que tous les autres temps du probleme (temps de relaxation, de thermali-
sation,...) La situation inverse doit étre décrite par une fonction de réponse dynamique xpA(t).

Dém. : G(B) = e P obéit a 'équation dsG(B) = —HG(B) qu'on écrit d3G(B) + HoG(B) = —VG(B) = F(3)
dont lintégration conduit & G(8) = €770 4 [P dxe~P=NHop()), i.e. I'équation (36).
170n peut également construire une fonction de réponse adiabatique décrivant la réponse du systéme isolé [54].
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Ryogo Kubo, 2. A% 2, & (1920-1995).

FiGure 11 —

3.2 Calcul de la fonction de réponse dynamique xpa(t)

Dérivation du résultat central : Nous souhaitons prendre en compte la perturbation extérieure
Hpert(t) = —f(t)A a l'ordre le plus bas dans I'équation de Liouville p(t) = [p(t), H(t)].
Afin de développer 'approche perturbative, nous transformons la matrice densité selon p(t) o

etflot/h () e=iHot/h de telle sorte & intégrer I'évolution libre :

o) = [9(0), (1) (40)

Hi(t) &t ifot/ thert(t)e*iHot/ R désigne la perturbation en représentation dite “d’interaction”.
Dans le calcul de la moyenne de B, la partie libre de I’évolution est maintenant reportée sur
Popérateur : Tr {p(t)B} = Tr {5(t)B(t)} ot B(t) = eiflot/h B e=1Hot/h T équation (40) est main-
tenant parfaitement adaptée a la recherche de la solution sous la forme d’un développement en
puissances de la perturbation p(t) = pO(t) + pM (t) + p@ () + - ou pM(t) = O(f™). Nous
déduisons immédiatement la récurrence

d

i i
a’

M) = -

F [PV ), Hi(h)] (41)

que nous résolvons en supposant que le systeme est initialement a 1’équilibre thermodynamique :
p(—00) = po (cest le cas si f(—o0) = 0). Les conditions aux limites sont donc : p(™ (—oc0) =
P0 0n 0, ce qui conduit a

<t
~(n 1 (r—
0 =5 [ at 5@ [0, )] (42)
Finalement, si 'on se limite au premier ordre, nous obtenons
<t
_ i
p0) =~ [t 50 oo, AW+ O ()

qui permet de calculer (B(t)), = Tr {p(¢)B} = Tr {p(t)B(t)}. En remarquant que Tr {[4, B]C'} =
Tr {A[B, C|}, on aboutit au résultat central du cours :

causalité

i~ .
xpa(t) = - 0(t) (B{), A]) = 2i0(t) pa(t) = 0(t) B K g 4(t) (44)
S—— S——
réponse corrélation a 1’équil.
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Nous venons donc d’identifier laquelle des fonctions de corrélation est reliée a la fonction
de réponse. Insistons : cette fonction de réponse dynamique, coincidant avec une fonction de
corrélation d’équilibre, caractérise la facon dont le systeme réagit lorsqu’il est soumis a une
perturbation extérieure, i.e. lorsqu’il est mis dans une situation (faiblement) hors équilibre.

Rq : S’il est possible, le calcul de 'opérateur en représentation d’interaction permettra de déduire
rapidement la fonction de corrélation.

#1 Exercice 3.1 : Réponse non linéaire.— On s’intéresse a la premiére nonlinéarité de la réponse.
En poursuivant le développement comme

(B(t); & (B) + / A’ xpalt ') F(1) + / At ypalt, ¢ 8") F(E) F(E) + O(F%),  (45)

montrer que la non linéarité d’ordre deux est donnée par

N\ 2
xpa(t,t',t") = <;i> ot — o —t") ([[B(t), At")] , A(")]) . (46)

Formule de Kubo : La relation x pa(t) = 6(t) 8 K 5 4(t) porte le nom de “formule de Kubo” [54]. '8

Représentation de Lehman : La représentation spectrale de la fonction de réponse fréquentielle

est donnée par :
1 1
—— P, — Py)BymApn—————

n,m

XBA(w) = (47)

La fonction de réponse fréquentielle peut également étre exprimée a l'aide de la fonction spec-

trale : _
N _ [ Epa(W)
Xpa(w) = / T w—w +i0t (48)

Prolongement analytique.— Notons que la représentation spectrale Ypa(z) o —lzn’m(Pn -

Pm)%ﬁl nous permet de prolonger analytiquement la fonction dans tout le plan complexe
(alors que Iéq. (8) laissait penser que la TF est définie pour Imw > 0). Avec cette définition
XBA(w) = XBA Aﬁw—i—i()*) et la fonction spectrale est donnée par la discontinuité de part et d’autre
de I'axe réel : {pa(w) = 5 [Ypa(w +i01) — Xpa(w —i07)].

statique

Relation entre x5 " et xpa(t).— On a

XBA(w=0) = / dt K p,(t) = B [Kpa(t = 0) — Kpa(t = 00)] (49)
0
Lorsque Kpa(co) = 0 on vérifie bien que x4 " = Xpa(w = 0).

#y Exercice 3.2 : Fonction de réponse d'un systéme de particules identiques.— Soient A et B
deux observables, sommes d’opérateurs & un corps : A =", a et B =3",®. On note {| v )}
une base d’états propres de I’hamiltonien pour une particule et f, = f(eq) = m la
fonction de Fermi-Dirac/Bose-Einstein (e, est la valeur propre de I’énergie associée a | ¢q )).
Montrer que ([B, A]) = tr{f(h)[b,a]} ou (---) est la moyenne grand-canonique et tr{---} est la

trace dans 'espace de Hilbert d’une particule. En déduire que

-~ bap 4pa
Ko@) = =3 (o= 1) e = o (50)
a,B @

180n parle également de formule de Kubo pour désigner plus specifiquement ’expression de la conductivité
exprimée comme une fonction de corrélation courant-courant (chapitre 6).
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N def
ol qag = (Pala|vp)-

En pratique, cette représentation est beaucoup plus utile que la représentation de Lehman
(47). Dans la situation typique d’un systéme a N corps (macroscopique), la manipulation des
états propres de I'hamiltonien a N corps est plus compliquée que celle des états individuels. Une
illustration concrete sera donnée au début du chapitre suivant (exercice 4.1 page 25).

3.3 Relaxation

L’expérience de relaxation correspond & un choix particulier de force excitatrice : f(t) = fo 0(—t).
En utilisant (44) et en supposant que'® Kp4(oo) = 0 on obtient :

(B(t)); = (B) + foB Kpa(t) pour t >0 (51)
D’apres le § sur la réponse statique, pour ¢ < 0 on a (B(t)>f ~ (B) + foxsgifique. L’expression
(39) assure bien la continuité a t = 0.

Comme nous ’avons vu en introduisant la fonction de corrélation canonique de Kubo et
en jouant avec les représentations spectrales des diverses fonctions de corrélation la relaxation
est reliée a la fonction spectrale par I’éq. (14). En isolant le membre de gauche et de droite de
I’éq. (44), nous obtenons une relation entre réponse et relaxation :

d
xBA(t) = —0(t) 8 at Kpa(t) . (52)
— 1 N —
réponse relaxation

3.4 Forme généralisée du théoreme fluctuation-dissipation

Le systéme est soumis a la force perturbatrice f(t) qui apporte un travail de 'extérieur. Ce sur-
plus d’énergie injecté dans le systeme est évacué dans le thermostat qui maintient la température
constante.

Rappelons un résultat important du chapitre précédent : pour une perturbation harmonique
f., coswt, la puissance dissipée Pgiss = % 1.2 Re [Y(w)] est proportionnelle a la partie imaginaire
de la fonction de réponse Im xa4(w). Le résultat central (44) nous permet d’identifier cette
partie dissipative de la réponse a la fonction spectrale :

Piss = %wff ImXaa(w) = %wfwz Eaa(w) (53)

Montrons maintenant que la fonction spectrale peut étre reliée aux autres fonctions de corrélation.
Pour cela nous partons de la représentation spectrale (13) et utilisons que P, = P,efEn—Emn)
Le Dirac 6(w + Wy, ) nous permet d’extraire le facteur exponentiel de la somme, (1 — e?fwnm) —

(1 — e~P™), et nous obtenons

- o -
C = 54
BAW) = g §BAW) (54)
corrél.—fluct. “dissipation”

Cette relation est donc la forme généralisée du théoreme de fluctuation-dissipation reliant cor-
rélation-fluctuation (Cp4) et dissipation (§p4). “Dissipation” a été mis entre guillements pour
noter que, stricto sensu, c’est seulement dans le cas de l’auto-corrélation, B = A, que nous
avons montré que & 41 4 est proportionnelle & la puissance dissipée.

197 intégration donne (B(t)); ~(B) + foB[Kpa(t) — Kpa(co)].
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#y Exercice 3.3 : A partir des représentations spectrales (12,13,16), vérifier que le théoréme
fluctuation-dissipation pour les autres fonctions de corrélation prend la forme :

Fma(w) = heoth 2 &5.4(0) (55)
Rpa(w) = ;w Eaw) (56)

Cette démonstration de la version généralisée du théoreme fluctuation-dissipation, reposant
sur les représentations spectrales et étant particulierement peu physique, nous reviendrons sur
ces relations au §.5.2 qui proposera une approche plus physique.

Toutes les fonctions de corrélation s'expriment a |'aide de gBA(w).— Nous avons introduit plusieurs
fonctions de corrélation et fonctions de réponse, toutefois celles-ci sont toutes reliées par deux
contraintes : Xpa(w) est liée a la fonction spectrale par le résultat central du cours, éq. (44), i.e
via la causalité, éq. (48). Le théoréme fluctuation-dissipation, égs. (55,56), connecte Cp Alw),
Spa(w) et Kpa(w) A la fonction spectrale.

Cga(w)
Corrélations 2 (W)
Salw)
Xpa(®)
Kea(®) Répons:

Relaxation

FIGURE 12 — Relation entre les différentes fonctions de corrélation/réponse.

3.5 La limite classique

A la limite classique (h — 0) la situation se simplifie considérablement puisque les fonctions de
corrélation coincident : SU%5(t) = K935(t) = C935(t) = (B(t) A). En utilisant la relation (52)
entre la fonction de corrélation canonique de Kubo et la fonction de réponse on obtient :

XBA () = —p6(t ) CHE (1) (57)

ce qui était également donné par ’éq. (17).
Le théoreme fluctuation-dissipation prend la forme : Cdass( )=

2kBT gclass (w) )

3.6 Fonctions de corrélation et fonction de réponse de l’oscillateur harmo-
nique

A titre d’illustration nous considérons un oscillateur harmonique thermalisé et calculons les
diverses fonctions de corrélation. L’importance de ce cas tient a ce que ’analyse de 'oscillateur
harmonique est un probléeme transversal en physique. Les calculs sont tres simples puisque les
opérateurs en représentation d’interaction peuvent facilement étre calculés 2 : a(t) = a(0)e ol

d’out
A . .
1) = ( —iwot } 1w0t) 58
x(t) HQmwo ae +a'e (58)
*Pour cela résolvons : -a(t) = L[Ho,a(t)] = —iwo a(t).
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e La fonction de corrélation non symétrisée est donnée par :

h 1 _.
Cop(t) = —— [ 7 coswpt + —e w0t 59
o(t) = o (7 cosunt + o) (59)
oun = W. Notons que le second terme indépendant de la température correspond a la
contribution du fondamental. A la limite classique (A — 0) C<ass(¢) = m coswpt, dont la

valeur a ¢ = 0 redonne le théoréme d’équipartition : %mwgCgfss(O) = %/{:BT.
On vérifie facilement que la TF

~ wh | .

Crz(w) = P (m+1)0(w—wp) +710(w~+ wo) (60)
0 ~

absorption émission

satisfait le bilan détaillé (11). Remarquons que les poids des termes associés a ’absorption et
a I’émission different par la contribution du fondamental, ce que nous attribuons facilement au
fait que celui-ci ne peut pas émettre d’énergie.

e La fonction de corrélation canonique de Kubo se calcule aisément :

cos wpt
K. (t) = 5 (61)
Bmwg
Sa transformée de Fourier est : Ky, (w) = ﬁ[é(w —wp) + d(w + wp)].
0 .
e On en déduit la fonction de réponse statique : x5a 9" = 1/mw?, qui correspond au déplacement

du minimum du potentiel en présence de la force : %mw%:ﬂ — fax = %mwg(aj — mLQ 2 +0(f?).
0

e La fonction spectrale et la fonction de réponse se déduisent de K,;(t) = —%Km(t) ou se
calculent directement en utilisant 1’éq. (58) :

sin wot sin wot
t) = t)=0(t 62
alt) = oot et | xanlt) = 00) Tt (62)
Notons que Yoz (w = 0) = Y5219 hien que Kyqp(c0) # 0.
Les transformées de Fourier sont données par :
Eralw) = = [ 6w —wo) 6w +w0)]  eb | Tealw) = — ! (63)
2mwo m w3 — (w+i07)2

absorption  émission

La différence de signe des deux termes de la fonction spectrale est liée a leur interprétation
physique. Les parties réelle et imaginaire de la fonction de réponse sont tracées sur la figure 32
(page 55) pour un taux de relaxation fini (0T — ~). N

FDT : On vérifie facilement la relation entre la fonction spectrale et K ,(w), éq. (56). En
remarquant que 1+ coth(Bhwy/2) = 2(n+1) et 1—coth(Bhwy/2) = —2m on vérifie la formulation
du théoréme fluctuation-dissipation démontrée dans I’exercice 3.3 (page 22).

On remarque que K,;(t) et xz(t) ne dépendent pas de k. Elles coincident précisément avec
le résultat classique : K, (1) = K85(t) = C25(t) et xpp(t) = —G(t)ﬂ%C’;?SS(t). Pour com-
prendre cette remarque, nous pouvons revenir aux équations pour les opérateurs en représentation
de Heisenberg : i (t) = Lpy(t) et pu(t) = —mwizy(t)+ f(t). La lindarité des équations assure
que {(xg(t)) et (pg(t)) obéissent aux équations du mouvement classiques dont la solution est :

(xu () = (x(t)) + / dt’ x5 (t = ) () (64)
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FIGURE 13 — A gauche : Fonction de réponse de l’oscillateur harmonique non amorti : a t =0
Poscillateur est forcé par une impulsion f(t) oc §(t) ; la réponse est (x(t)) s — (X)eq. X Xazz(t). A
droite : Relaxation.— L’oscillateur est écarté de son équilibre, puis il est relaché a t = 0. On a

(@) f — (T)eq. < Kaz(t)

Le résultat montre en outre que la réponse est purement linéaire : O(f?) = 0 (ce qui est propre
a loscillateur harmonique).

#y Ezercice 3.4 : Atome, forces d'oscillateur et regle de somme de Thomas-Reich-Kuhn.—
Considérons un atome soumis & une onde électromagnétique : Hpery(t) = —E(F = 0,t) - 7
(approximation dipolaire électrique). Si £ (0,t) = E(t)u, la polarisation de l'atome est ca-
ractérisée par la fonction de réponse x.(t) ol la moyenne est calculée dans I'état fondamental
(-+)y = (o] | ¢0). Nous avons montré plus haut que x..(t) = 2 0(t) >, sinwnot | (o |2] ¢ )2
ot wpo = (B, — Ep)/h. On introduit les forces d’oscillateurs fpo = o 2m”"0 | bn |2] @0 )|? :

sin wpot
Xzz - 6 Z fn(] 0 (65>

mwno

Que vallent les fpo pour loscillateur harmonique ? Démontrer®' la régle de somme de Thomas-
Reich-Kuhn ), fno = 1. En déduire le comportement de x..(t) aux temps courts (wnot < 1).
Retrouver ce résultat plus directement a partir de la définition de x,,(t).

© Les idées importantes :

o Répétons le résultat central : lorsque le systéme est mis faiblement hors équilibre, Hper(t) =
—A f(t), laréponse de B, définie par (B(t)); = (B)+ [ dt' xpa(t—1t") f(t')+O(f?), est caractérisée
par une fonction de corrélation d’équilibre :

XBa(t) = 0B, 4]).

e Le théoreme fluctuation-dissipation (FDT).

e Toutes les fonctions de corrélation sont reliées a la fonction spectrale par la causalité et le FDT.

*'Indication : écrire 3, fno = — 1 (o |[p=, 2]| do)-
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4 Structure spatiale des fonctions de corrélation

Dans les chapitres qui précedent nous avons introduit les fonctions de corrélation entre obser-
vables du systéme sans préciser la nature d’icelui. Ces idées et résultats peuvent étre appliqués a
des systémes microscopiques (pour étudier la réponse d’un atome & une onde électromagnétique
par exemple; dans ce cas la moyenne est plus naturellement purement quantique, dans 1’état
fondamental) mais les concepts statistiques seront plus pertinents pour 1’étude de systeémes com-
plexes & grand nombre de particules (~ M4 ~ 1023). Dans ce cas, bien souvent les obervables
d’intérét (les A et B des chapitres précédents) contiendront des dépendances spatiales. C’est en
effet le cas si on s’intéresse a la densité de particules n(r) du systeme (§ 4.3, 6.4 et 6.5), a une
densité de courant j(r) (§ 6.5), une densité de spins (annexe B page 90), etc.

Le présent chapitre vise a donner une idée du type d’informations qu’il est possible d’extraire
d’une fonction de réponse d’une systéme complexe homogene. Afin de dire des choses précises
nous allons nous concentrer sur un exemple, le plus simple non trivial : le cas de la compresi-
bilité, i.e. de la fonction de réponse densité-densité (il s’agit du cas le plus simple puisque nous
considérons 'autocorrélation d’un champ scalaire).

Compressibilité : réponse densité-densité.— Lorsqu'un potentiel Uey(r,t) perturbe le systeme, il
se couple a la densité n(r) = Zj d(r —75) 013 7; est 'opérateur de position de la particule j :
Hpert(t) = + [ draa(r) Ue(r, 1) = & >0y —qUg™ (t), ot V est le volume et 2y = [dr e i (r)
désigne la composante de Fourier de la densité. La fonction de réponse densité-densité ca-
ractérise la réponse de la densité (n(r,t))u.., = (n(r)) + [dt'dr’ x(r, ;7" , ¢ ) Uext (', ) + -+
Si le systéme est homogene, x(r,t;7/,0) = x(r — 1/, ¢;0,0) et I'on peut passer dans dans 'espace
de Fourier (Ng(1)) Ve = (ng) + [dt'xq(t — YU (t') + --- D’apres (44) on a donc x,(t) =
— 0 (t){[ng(t),n—g]) (le signe — est déplacé par rapport aux conventions choisies plus haut
pour définir la perturbation). Il est utile d’exprimer la compressibilité

o0
= iw—07T iw—07T ~ ~
Vo) = [ aet0 0 = =5 [ are® 0 (o, 1)) (66)
dans la représentation de Lehman, éq. (47) :
2
~ 1 (7o) |
=7 Py —Pp)————— 67

ot (ng)nm = (@n gl om )-
Nous discutons dans ’exercice qui suit le cas de la compressibilité d’un gaz de fermions, ex-
primée a ’aide des propriétés des états individuels. L’exercice est une application de ’exercice 3.2

(p. 20).

# Exercice 4.1 : Fonction de réponse densité-densité de fermions libres.— On considére un gaz
de fermions libres a température fixée. Les états propres a une particule sont des ondes planes
wr(r) = #e””. L’opérateur densité*? pour une particule est a(r) = 6(r — 7), i.e. iy = 7197,
Calculer ses éléments de matrice (py, |ig| @ ). Montrer que la fonction de réponse densité-densité
du systeme est donnée par :

N 1 Je = Jrtq
Xolg,w) = |4 g hw + €, — €ktq T+ 0+

(68)

22Dans les livres il est assez courant de trouver Popérateur densité des fermions exprimé en terme des opérateurs
d’annihilation et de création : n(r) = Dk eﬂqrcz_,rqck ie. g = cl_qck. Deux états |@n) et [@m) du
probleme & N fermions couplés par la densité, i.e. tels que (ng)nm # 0, different donc par une paire particule-trou

d’énergie wmn = Em — Ep = €xqq — €k-
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ou fy, sont les facteurs d’occupation (Fermi-Dirac) des états individuels (ondes planes). Donner
la valeur de Xo(q,0) pour ¢ < kp et interpréter le résultat.

Dans cette expression de la fonction de réponse, nous observons que le dénominateur s’annule
pour w = €x44 — €. Ces poles correspondent a des excitations élémentaires faciles & interpréter :
il s’agit des excitations particule-trou?3. Nous reviendrons sur cette fonction de réponse que nous
calculerons et étudierons en détail plus tard.

Facteur de structure dynamique et fonction spectrale.— . La discussion portera soit sur la fonction
de réponse x(q,w), soit sur la fonction de corrélation qui lui est associée, le facteur de structure
dynamique :

(ﬁq)nm|2 §(w + wnm) (69)

~ | oo . 2m
S(qw) = Vol/ dte“ (g (t) q) = Vol n

Il est instructif de souligner la forme prise par la relation de bilan détaillé dans ce cas : I’échange
des opérateurs A <> B dans (11) correspond & changer le signe de 'impulsion :

S(_Q7 _w) = S(Q) w) eiﬁm} (70)

Enfin nous introduisons la fonction spectrale &(q,w) = o [T At et ([ivg (), i_g)), relide

a la fonction de réponse par?* Im x(¢,w) = —N(q, w). En écrire la repréntation spectrale permet
immédiatement de trouver la relation avec le facteur de structure

£(q,w) = 55 [S(q.w) = S(=¢,—w)] - (71)

Combinée avec la relation de bilan détaillé, cette derniere équation n’est rien d’autre que I'ex-
pression du théoréme fluctuation-dissipation, éq. (54) : £(q,w) = %(1 — e P S(q,w).

Notons qu’a température nulle le facteur de structure s’annule pour les fréquences négatives
en vertu de la relation de bilan détaillé S(g,w < 0) = 0 (absence de processus d’émission a

T = 0). Dans ce cas on a simplement §~(T:0)(q,w > 0) = Q%ig(q,w) et g(TZO)(q,w < 0) =
L =
_ﬁs(_cb _w)'

4.1 Expérience de diffraction et facteur de structure dynamique

Un grand nombre de techniques expérimentales de spectroscopie permettent de sonder divers
aspects des fonctions de réponse. On en trouvera une rapide revue dans l’excellent ouvrage
d’Altland & Simons [7], chapitre 7. Citons par exemple les techniques de diffraction X, de
diffraction d’électrons (microscopie électronique) ou de diffraction de neutrons (pour sonder la
position des noyaux, le magnétisme), de spectroscopie tunnel, de spectroscopie par photoémission
résolue en angle (ARPES) pour sonder la structure en ¢ et w, etc.

Commencons par montrer précisément comment nous pouvons extraire le facteur de structure
dynamique S (¢q,w) dans une expérience de diffraction. Considérons une matiere dense constituée
de particules ayant pour positions {r;}, sur laquelle est envoyée une onde (photons, électrons,
neutrons,...), décrite par une relation de dispersion Q, (par exemple 2y = ||k||c pour des photons,
Q. = % pour des neutrons,...). Le vecteur d’onde incident est k et le détecteur sélectionne des
particules de vecteur d’onde £’ (la position du détecteur sélectionne la direction du vecteur ; nous
supposons que le détecteur possede un filtre en énergie permettant de sélectionner également le

23Un électron d’énergie €, est envoyé dans ’état d’énergie ex1q. & T = 0 on doit avoir e, < €r et €xiq > €F.
Cette excitation correspond donc & créer un trou sous la surface de Fermi et une particule au dessus.
?4Le signe vient de la définition de .
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FIGURE 14 — Diffraction d’une onde sur des diffuseurs en ;.

module de k). Nous supposons que la section efficace de diffusion sur une particule est assez
faible pour que nous puissions négliger les processus de diffusion multiple ?° (I'onde incidente
n’est diffusée vers le détecteur que par une seule particule). L’onde incidente est donc diffusée
par un potentiel V = > v(f%—fi) ot R est la position de la particule incidente et v(R) désigne le
potentiel vu par celle-ci pour un diffuseur a 'origine. Afin de séparer les observables associées au
systeme ({r;}) et a la particule diffusée (R), nous introduisons 'opérateur densité de particules :

V = [dro(R—r)a(r).

Si le systeme étudié est intialement dans un état | ¢, ), le systéme global (matiere diffusante+onde

incidente) transite de I'état |®;) = |k) ® |¢,) vers un état |®;) = |k') @ | ). La section
efficace correspondante est donnée par la regle d’or de Fermi :

do‘ (@n) ~
g > KOs VI®:)?6(Er — Ey) (72)
fta K fixé

La conservation de l’énergie (imposée par le §) prend la forme Qi + E,, = Qi + E,. Nous
introduisons

w d:ef Qk/ - Qk (73)
e= K —k (74)

pour désigner les transferts d’énergie et d’impulsion. L’élément de matrice est
(@41712:) = [ dr (W o(R = )|} (o 0)|00) = 5(0) (il on) (79

ot 9(q) = [dru(r)e™". Si P, est la probabilité d’occupation de I'état |y, ), intensité me-
surée par le détecteur placée dans la disrection &’ est une fonction des transferts d’impulsion et
d’énergie

do () ~ A
I(q,w) ZPnde o< [5(q)1* D Pal{em |figleon)|? 6(w — wum) ; (76)

elle est donc proportionnelle au facteur de structure

I(g,w) o« [8(q)|* S(—g, —w) (77)

25Les phénomenes liés & la diffusion multiple d’une onde sur des diffuseurs statiques distribués aléatoirement
seront discutés au chapitre 6.
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15(q)|? est la section efficace sur un diffuseur (dans approximation de Born) et S(—q, —w)
contient I'information sur la distribution des diffuseurs et leur dynamique. Le signe ne doit pas
nous surprendre, il nous rappelle que S(g,w < 0) est associé & un processus d’émission pour le
systeme d’intérét, comme nous ’avions noté dans le chapitre 2, page 13.

4.2 Le facteur de structure statique et la fonction de corrélation de paires

Reprenons la discussion précedente en supposant cette fois que le détecteur ne possede pas de
filtre en énergie. La section efficace de diffusion est maintenant donnée par

a = Z (@ |V]®:)|*6(Ef — Ei) (78)
f t.q. kK'edQ

et contient une intégrale [ d supplémentaire par rapport au cas de la section précédente.
L’intensité mesurée est obtenue en integrant toutes les fréquences le résultat (77) :

/ dw I(g,w) o |5(g) 2S(~q) . (79)

olt nous avons introduit le facteur de structure statique S(q) = [ %5 (q,w) :

e 1 ~ ~ 1 _i f‘_r'\
()™ 0 -0) = g o) (50)

i?j
Nous allons commencer par faire quelques remarques sur celui-ci avant de nous intéresser
aux aspects liés a la dynamique.

Fonction de corrélation de paires - ordre de la matiere

Nous pointons une relation entre S(q) et une fonction assez intéressante dont nous pouvons avoir
une image assez intuitive : la fonction de corrélation de paires

o) 2 (S 67+ 7)) (31)
i#]

caractérisant la distribution de la distance entre paires de particules. Notons que le facteur de
normalisation, faisant intervenir le nombre de particules N et la densité moyenne n = N/Vol,
est choisi pour qu’en 'absence de corrélation la fonction de corrélation de paires vaille g(7) =1 :
dans ce cas (), 0(7F — 7 + 7)) ~ N>, 6(F — 7;)) = nN. Une transformation de Fourier de

i#]

(22 0(F =7 +75)) = N6(F) 4+ (32, 0(7 — 7i + 7)) montre immédiatement que

S(@)=n[1+ng(@)] . (82)
r r
a(r) . | a(r) o) ordre cristallin
ordre a courte portée

5o So 7
gL p o 88 —
o3 absence d cs absence de
2.9 correlation 28 correlation
= b r - r

0 0 0

FIGURE 15 — Allure schématique de la fonction de corrélation de paires.
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Tout comme la fonction de corrélation de paires, la fonction spectrale statique nous renseigne
donc sur ['ordre de la matiére. Par exemple pour un fluide, en ’absence d’ordre a longue portée,
nous attendons une structure plate de g(r) avec une structure a courte distance caractérisant
les interactions entre constituants du fluide et un éventuel ordre a courte portée (figure 15). Un
exemple précis illustrant ces remarques est étudié dans l’exercice 4.4. Pour un cristal régulier
nous attendons des pics dans le facteur de structure pour des vecteurs d’onde satisfaisant la
condition de diffraction de Bragg (figures 15 pour g(r) et 16 pour S(q)).

FIGURE 16 — Pics de Bragg obtenus par diffraction sur un quasicristal (symétrie d’ordre 5). Sir
William L. Bragg (1890-1971).

Une régle de somme sur la fonction de corrélation de paires : la relation d'Ornstein-Zernike.— Nous
discutons une relation assez intéressante faisant intervenir la fonction de corrélation de paires.
Plagons-nous dans ’ensemble grand canonique (en pratique cela revient a isoler un petit volume
du systeme par la pensée). En écrivant g(r) = —( Doig O(r—ri+ 7)), avec n = (N) /V, nous
voyons que [drg(r) —1] = ﬁ (N(N —1)) — V. Autrement dit I'intégrale de la fonction de
corrélation de paires est reliée aux fluctuations du nombre de particules : 1 +n [ dr[g(r) — 1] =

N2)—(N)? . N . Lo .
%. Notons que le membre du milieu est bien intensif en vertu du théoreme de la limite
centrale qui assure AN? o (N). Ces fluctuations peuvent étre reliées [76] & la compressibilité
. def 1 9V )
isotherme yr = —V(a—p)T et nous obtenons :

1+ n/dr [g(r) = 1) =nkpT xr (83)

La relation est intéressante car elle connecte des propriétés macroscopiques (densité, température,
compressibilité) a des propriétés microscopiques. L’intégrale peut également étre reliée au facteur
de structure [ dr[g(r) — 1] = limy—o [2S(q) — 27nd(q)] — 1.

Pour en apprécier la portée nous pouvons considérer différents cas. Tout d’abord, dans le cas
d’un gaz parfait classique (particules sans corrélations, i.e g(r) = 1), nous vérifions cette regle
de somme : yp = 1/p et donc [dr[g(r) — 1] = 0.

Un cas intéressant est celui ot la compressibilité diverge (au point critique o se produit une
transition de phase du second ordre : phénomene d’opalescence critique). La relation établit un
lien entre divergence de la compressibilité et divergence de la portée des corrélations (décroissance
lente de g(r)).

Enfin, remarquons que dans l'approximation du viriel (développement de basse densité de
léquation d’état) p = nkpT[l + nB(T) + ---], l'intégrale est directement proportionnelle au
second coefficient du viriel [dr[g(r) — 1] ~ —2B(T). A partir du cas du gaz parfait, lorsqu’on
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FIGURE 17 — Les deux physiciens hollandais Leonard S. Ornstein (1880-1941) & Frits Zernike
(1888-1966).

branche une interaction attractive, p N\, B < 0 et donc g(r) > 1 en moyenne. Inversement si on
branche une interaction répulsive p /', B > 0 et donc g(r) < 1 en moyenne (figure 15).

#v Exercice 4.2 : Facteur de structure d'un cristal dans le modele d'Einstein.— Nous considérons
un modéle trés S1mp11ﬁe de cristal unidimensionnel : des atomes ayant pour position &, =
na + §n ou les fn sont des variables d’oscillateurs harmoniques indépendants (i.e. Ienerg1e
est simplement H = S [55-p2 + imwd(En — na)?]). L'opérateur densité est donc fy =

Yon e-ia(natén)  Montrer que le facteur de structure est donné par

2 _d%h hwg
() Z 5<q_ W) o o Tty coth 50 (84)

(nous avons fixé kg = 1).

Indication : On rappelle la formule de Poisson Y, 9" =27 §(Q — 2nn).

Justifier qu’une condition nécessaire de validité du modéle est 1/a < \/mwg /T. Quelle consé-
quence cette condition a sur 'allure de S(q) 7

Nous voyons sur cet exemple ultra simplifié de cristal que le facteur de structure présente des
pics de Bragg?® pour des vecteurs d’onde ¢ = 2n7/a signalant la présence d'un réseau de pas
a. Cette structure de peigne de Dirac est pondérée par une structure plus molle (la gaussienne)
ayant pour origine la dynamique des atomes (les vibrations).

#v Ezxercice 4.3 : Montrer que la fonction de corrélation de paires associée au facteur de

structure (84) est donnée par
/mwo (z—na)?
= E . 85
- 47rT (85)

Indication : en utilisant la formule de Poisson, montrer que la transformée de Fourier d’un peigne
de Dirac est un autre peigne de Dirac.

Représenter g(x) pour a > \/T/ mw%. Discuter également la limite inverse et vérifier que cette
fonction caractérise I'existence d’un ordre a longue portée.

#v Ezercice 4.4 : Facteur de structure d'une chaine de ressorts.— Nous considérons dans cet
exercice un modeéle plus réaliste de “cristal” unidimensionnel, décrit par le lagrangien L =
2y [ — wi(Tn — Tp—1 — a)2]. On introduira les variables &, = x,, — na.

26 1,%idée se généralise facilement en dimension supperleure Dans ce cas les pics de Bragg seraient placés aux
nceuds du réseau réciproque, i.e. pour tous les vecteurs Q t.q. Q R= 2nm, n € Z, ou R sont les noeuds du réseau
de Bravais.
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FIGURE 18 — Facteur de structure de la chaine de ressorts classique, éq. (88), d haute température
(T = 1.75 avec mwi = a = 1) et basse température (T = 0.01). Au centre de la figure on a
représenté le pic 2m0(q).

a) Variables normales.— Soit x¢ o \;—N S &ne 9 ot N(— o) est la longueur de la chaine.

Montrer que L = 23" [[xql* — wdlxql?] ot wg = 2wy|sin(Q/2)| (en volume fini la somme
porte sur les @ = 2nw/N avec n = 1,--- | N). Déduire ’'Hamiltonien de la chaine. Donner la
valeur de (xQx¢) (moyenne quantique et statistique).

b) Facteur de structure.— Montrer que

S(a) = - S erimeeden (86)
on 2h (7 dQ Fiw in?(Qn/2)
0, . sin n
([€n — fo]2> = mw()/,, o COth<T|Sm(Q/2)’) m (87)

(on a posé kp = 1).
¢) Limite classique.— Montrer que dans la limite classique (h — 0)*7 (&, — &u)?) = %]n —n/].
0

A quoi correspond ce résultat ? Dans la limite continue, quel processus aléatoire &, — £(x = na)
posséde cette propriété ? Montrer que 28

. 27
1 |2n sinh ()
Sclass(Q) = E — 5((]) + s

a cosh (gjj;) — cos(qa)
0

(88)

Vérifier que dans la limite de haute température on obtient un pic lorentzien autour des petits
2a/T

vecteurs d’onde Seiass(q) ~ 25 6(q) + 25 %% pour |q| < v/mwi /T et Selass(q) ~ 1 pour

lg| > /mw3/T. Analyser la structure a basse température.

Nous voyons que la structure du résultat est tout a fait différente de celle obtenue pour le
modele d’Einstein.

A haute température, T > mw%aQ, le facteur de structure est concentré autour de ¢ >~ 0. La
largeur du pic indique que la fonction de corrélation de paires présente une structure de largeur
Az ~ T /mwia puis tend vers g(z — 0o) — 1. La fonction est ici g(z) > 1 (figure 19) du fait de
I'interaction attractive.

270n donne intégrale 0277 ;—fr 117_?;(?5) = |n| pour n € Z. Cette intégrale peut se retrouver par régularisation

B in@
en utilisant fozﬁ g% =g~ Inla
28Indications : analyser S(q), éq. (86), pour ¢ =0 et g # 0 pour un volume N fini. Puis faire N — oo.
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FIGURE 19 — Fonction de corrélation de paires correspondant au facteur de structure de 1’éq. (88)
(figure 18), a haute température (T = 1.75 avec mwi = a = 1) et basse température (T = 0.01).
Les oscillations de période a = 1 indiquent [’apparition d’un ordre a courte portée.

A basse température, T' < mwgaQ, S(q) présente une structure oscillante sur une période

27 /a, amortie sur un échelle |q| < \/mw?/T, indiquant un ordre a courte portée : la fonction de
corrélation de paires présente quelques oscillations de période a puis tend vers g(z — o0) — 1,
indiquant la disparition de l'ordre (figure 19, & droite) . Nous pouvons facilement estimer 1’échelle
de longueur sur laquelle 'ordre existe en utilisant ’expression des fluctuations entre positions

des atomes ((z, — zm)%)e = (£ — En)?) = nfz:g |n — m|; le cristal ne peut exister que sur une

0
échelle telle que ((&, — &,)?) < a? i.e. faisant intervenir un nombre d’atomes |n| < mwa?/T.

Alors que dans le modele d’Einstein, le réseau est introduit artificiellement (& la main) dans
le potentiel, nous observons que, dans la chaine de ressorts, les fluctuations thermiques détruisent
Uordre a longue portée, i.e. le cristal. Cette observation découle du théoreme de Mermin-
Wagner (toute brisure spontanée d’une symétrie continue 2 causée par des interactions &
courte portée en dimension d < 2 est détruite par les fluctuations quantiques et/ou thermiques).

#» Ezxercice 4.5 : Calculer la fonction de corrélation de paires d’un gaz de fermions libres a
T =0.

4.3 De la fonction de réponse x(q,w) au spectre des excitations

Afin de toucher du doigt la richesse liée aux aspects dynamiques, et de comprendre comment
la fonction de réponse permet de remonter a certaines propriétés microscopiques du systeme,
nous appuyons la discussion sur I’exemple précis, et important, de la compressibilité du liquide
de Fermi chargé. Cet objet a été exprimé pour des fermions libres sans interaction, éq. (68) (la
fonction de réponse sera calculée explicitement dans le chapitre 6, section 6.4). Commengons par
décrire les différents types d’excitations du systeme et comment ils se manifestent dans le facteur
de structure S(gq,w). Je reprends ici essentiellement la discussion tres compléte de 'ouvrage de
Pines & Nozieres [67], § 2.4 (on pourra également se reporter aux ouvrages [21, 42]).

Les quasiparticules.— Rappelons tout d’abord que I’état fondamental du gaz de fermions libres sans
interaction est une mer de Fermi : les fermions occupent les ondes planes | ¢;:) de vecteurs d’onde
ng || < kp. Les états excités correspondent & occuper des états au dessus de la mer de Fermi ou
vider des états en dessous de ep. Lorsque 'interaction est “branchée adiabatiquement”, la théorie
des liquides de Fermi postule que les excitations élémentaires sont encore des fermions3? ayant

2%Dans lexercice, la symétrie continue brisée est Iinvariance par translation (brisée dans le modele d’Einstein
par le choix du potentiel mais pas dans le modéle de la chaine de ressorts).

39Lorsqu’une quasiparticule est introduite dans un état d’énergie €; > €, le principe d’exclusion de Pauli
limite fortement le nombre des états vers lesquels la quasiparticule peut transiter. Les processus de diffusion entre
électrons s’en trouvent également limités : précisément, la régle d’or de Fermi permet de montrer, qu'en d > 2, le
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les mémes caractéristiques que les fermions nus (méme spin, méme charge), mais “habillées” par

l'interaction ; cet habillage est notamment responsable d’une renormalisation de la masse?!.

Les excitations particule-trou.— Puisque la compressibilité fait intervenir I'opérateur densité ng =
>k éLéHq qui conserve le nombre de particules, la représentation de Lehman (67) ne peut faire
apparaitre que des transitions entre états | ¢, ) et | @y, ) caractérisés par un méme N. Pour cette
raison les excitations les plus simples révélées par cette fonction sont des excitations de paires
particule-trou, ce que nous avions déja identifié dans le cas des fermions libres, sur I’éq. (68).

#v Exercice 4.6 : Le continuum particule-trou.— On considére des fermions libres sans interac-
. . . . i2 o .
tion dont la relation de dispersion est ez = g—m Montrer que, lorsqu’une excitation particule-trou

v . . PSRN ; . . ) .
d’énergie wg = €y, i R est créée a partir de la mer de Fermi, son énergie est contrainte par

max (0, —vpq + %) Swy<vpq+ %, ot vy = kp/m est la vitesse de Fermi (figures 20 & 21).

L’exercice montre que pour une énergie w, donnée, il existe un continuum d’excitations (g, wy)
particule-trou, responsable d'une structure assez molle de la compressibilité. Ces excitations
existent dans un domaine du plan (q,w) représenté sur la figure 21.

FIGURE 20 — Soit wy énergie d’une excitation particule-trou de moment q (la sphére représente
la mer de Fermi a T = 0). La figure illustre qu’a une valeur de q donnée est associé un continuum
de valeurs de l’énergie, parmi lesquelles wq = €xyq — €1 €t w(’z = €}/4q — €& du schéma.

En I'absence d’interaction, ’histoire s’arréte la. Les interactions sont responsables d’autres
types d’excitations. Tout d’abord, les quasiparticules n’étant pas de vrais états propres, I'opéra-
teur 4 couple le fondamental | 0) non seulement aux états excités | ¢, ) & une paire quasiparticule-
quasitrou, mais aussi a plusieurs paires. L’énergie d’une telle excitation est alors de la forme
QN =wy + - +wg, (avec wg = €444 — €). Contrairement au cas précédent, I’énergie est peu
contrainte en terme des vecteurs ¢;, ce qui indique que la contribution de plusieurs paires a la
fonction spectrale est une structure tres molle (figure 21).

Les modes collectifs.— Les excitations particule-trou sont localisées dans le sens qu’elles mettent
en jeu un nombre microscopique de fermions (un fermion et son nuage d’écrantage). Il existe
également un autre type d’excitation : des ondes de compression médiées par 'interaction et

temps de vie de la quasiparticule d’énergie ¢ est 1/7c.(€) o (¢ — er)? (ce comportement se comprend simplement
par un argument d’espace des phase disponible pour I’état final). Ces excitations se comportent asymptotiquement
comme des particules, pour € — er, d’ol le nom de “quasiparticule”.

31Cet “habillage” est dii & Pexistence d’un nuage de polarisation écrantant la charge de 1’électron. En se mouvant,
I’électron doit donc entrainer avec lui son nuage de polarisation, ce qui engendre une masse effective supérieure
a la masse nue. Cette masse effective peut étre mise en évidence par des mesures de chaleur spécifique ou de
susceptibilité magnétique. Par exemple, la masse effective des quasi-particules est m*/m. ~ 1.1 dans largent et
m*/me ~ 12 dans le Niobium [13] (me est la masse de I’électron nu).
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FIGURE 21 — A gauche : Domaine du plan (q,w) ou est concentré le facteur de structure. La
zone hachurée représente le continuum particule-trou (exercice 4.6). La ligne la relation de dis-
persion des plasmons (mode collectif). A droite : Le long de la ligne rouge de la figure gauche,
nous représentons l'allure des différentes contributions au facteur de structure en fonction de w.
Lorsque la branche des plasmons pénétre dans la région des excitations p-h (ligne en pointillés),
le couplage au continuum est responsable d’un amortissement; on parle de “Landau damping”.

mettant en jeu une mouvement collectif du gaz de fermions. Dans le cas d'un gaz de fermions
chargés, on parle de modes plasmons. Nous les étudierons au chapitre 6. En particulier nous mon-
trerons que ces résonances se manifestent pour des hautes fréquences>? Qy ~wp+ a¢?. Puisqu’il
s’agit des modes propres du systéme, nous nous attendons a un comportement de la fonction
de réponse analogue & celle de l'oscillateur harmonique3?, éq. (63) : X(q,w) o W. On
s’attend donc a observer une divergence de la fonction de réponse, sur le spectre des modes
propres, w = {),. En pratique ces résonances sont amorties et la fonction de réponse présente la

structure 1

w—Q+i/7
Nous illustrons cette discussion sur la figure 21 qui représente 1’allure du facteur de structure
(i.e. de la fonction spectrale) et associe les différentes structures aux différentes excitations
discutées.
Sur la figure 22, une autre illustration est donnée de cette idée générale de la divergence de
la fonction de réponse sur le spectre des excitations.

X(g,w) ~ (89)

4.4 Un mot sur les regles de somme

Les regles de somme du type de la regle de somme de Thomas-Reich-Kuhn discutée précédem-
ment (exercice 3.4 page 24) sont d’autres types de contraintes sur les fonctions de corrélation :
elles sont ’expression de lois de conservation, en terme des fonctions de corrélation. L’objet
du paragraphe est de mentionner une version plus élaborée de la regle de Thomas-Reich-Kuhn,
la regle de somme-f, qui est une conséquence de la conservation du nombre de particules. La
discussion qui suit est tirée de 'ouvrage de Pines et Nozieres [67].

Considérons un systeme de N particules de masse m., éventuellement en interaction. Le
probléme est supposé invariant par renversement du sens du temps (sans champ magnétique).
L’état fondamental du systeme corrélé est noté |0) et les états excités |n). Nous notons n,

32Dans un gaz de fermions neutre on parle de “zero sound”, associé & une relation de dispersion linéaire
Qg ~ c|ql|. c.f. §3.3 de la Ref. [67].

33Rappelons qu’identifier les modes propres d’un systéme correspond & écrire son hamiltonien sous forme qua-
dratique H =~ Qqalaq + (interactions résiduelles).
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FIG. 2 (color). (a) Sketch of the CeTey structure, indicating
the unit cells corresponding to the orange and green BZ
represented in Fig. 1. (b) Color-scale image and (c) Energy-
distribution curve stacks of the band structure for k, =

0.457/a. In (b), the light blue lines are guide for the eyes.
(d) Sketch of the dispersion for p, and p, (solid lines) and the
folded bands (dotted lines), illustrating the situation for data in
(b) (black rectangle). The thick black lines represent the
dispersion after letting the main and folded bands interact.
The thickness is proportional to the ARPES spectral weight.

FIGURE 22 — La fonction spectrale (partie imaginaire de la fonction de réponse) peut étre étudiée
par photoémission résolue angulairement (ARPES). La figure montre la fonction spectrale pour
CeTes, un systéme fortement anisotrope (2d) : des plans de Te faiblement couplés. Figure tirée
de larticle V. Brouet et al, “Fermi surface reconstruction in the CDW state of CeTes observed
by photoemission”, Phys. Rev. Lett. 93, 126405 (2004).

la composante de Fourier de 'opérateur densité. Nous introduisons les “forces d’oscillateurs”
0 = %wnd(nq)onﬁ analogues a celles de 'exercice 3.4.
Nous utilisons trois ingrédients :
e I'invariance par renversement du sens du temps®! permet d’écrire Y, fno = 25 (0|[[ng, H], nf]|0).
e La conservation du nombre de particules, ny = —ig J,, prend la forme [ngy, H] = g J, ou J, est
la composante de Fourier de I'opérateur courant.
e La relation® [J,, nz,] = %q ol N est le nombre de particules.

Regle de somme f.— Les trois relations précédentes conduisent a la regle de somme :

S fuo=N (90)

Regle de somme pour le facteur de structure a T' = 0 K.— La regle de somme (90) conduit & un
nouveau type de contrainte sur les fonctions de corrélation. Pour le voir, nous introduisons le
facteur de structure : S(q,t) = w15 (0[ng(t)n_g|0). Une transformée de Fourier sur le temps
conduit a :

§(a,) = v 3 1Jonl? 8w = o) o1)

34qui nous dit que Vn, 3m t.q. En = B et Pln) = —P|m). On a alors (n_g)on = (14)om.
35Pour prouver la relation on peut exprimer les deux opérateurs en seconde quantification : n, = >k ch;Hq et

Jg = n% S (k4 q/2)ckcrtq. Tl est facile de vérifier que [Jg,n_g] = :T/e”q—Q"
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Si n(r) correspond a la densité d’atomes dans un liquide ou un cristal, le facteur de structure
S(g,w) peut étre mesuré directement par diffraction de neutrons. Notons que S(g,w < 0) = 0,
conséquence de la relation de bilan détaillé & T'= 0 K. La regle de somme (90) se reécrit

00 2 N
~ q
d = — 2
/0 wwS(q,w) Sme Vol (92)

La relation se généralise au cas des températures 7" > 0 en étendant l'intégrale a R [67].

Notons qu’il est possible de trouver d’autres regles de somme pour la fonction spectrale (par
exemple la relation d’Ornstein-Zernike). On en trouvera une liste au §4.2 de la réf. [67]. L’intérét
des regles de somme n’est pas seulement formel (pour la discussion des lois de conservation) mais
également pratique puisqu’elles permettent d’extraire de nombreuses informations d’un systeme
complexe. D’autre part la prise en compte des regles de somme dans un schéma d’approximation
permet d’éviter que les-dites approximations ne violent certaines lois de conservation.

© Les idées importantes :

e Le facteur de structure statique donne des informations sur 'ordre de la matiere.

e La divergence de la fonction de réponse indique les résonances (les excitations élémentaires) du
systeme : X(¢,w) = 00 pour w = wy — Iy, ol w = w, est le spectre de ces excitations (la relation de
dispersion), et 7, I'inverse du temps de vie de ces excitations. Deux exemples ont été discutés :

1) les plasmons (ondes de densité), sections 4.3 (p. 32) & 6.5 (p. 62).
2) les magnons (ondes d’aimantation), probléme de ’annexe B.

e Lorsque qu’il existe un continuum d’excitations (par exemple des excitations & 2 particules), la
fonction de réponse ne diverge pas sur une ligne du plan (g, w,), mais est une fonction réguliere qui
augmente dans le domaine du plan (g, w,) correspondant au continuum (je recommande la lecture
du § 2.4 de 'ouvrage [67]).
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Annexe : différents régimes de diffusion

Nous prenons un peu de recul et discutons les différents régimes de collision possibles. Considérons
une cible constituée d’un ensemble de diffuseurs & des positions {7;} (le systéme dont nous son-
dons la structure et/ou la dynamique). Nous notons Az(E ! ,/2) Pamplitude de diffusion sur le
diffuseur en 7; (supposé immobile pour simplifier la discussion).

Cible Cible Cible
(a) & ’ (b) o, (c) S0,
00 A go/// A
A O
i g %/ i %QOM
Source—sHH+—| 24 g §
e} o} "
o O OOO

FIGURE 23 — Onde (lumiére, électrons, neutrons, particules a...) envoyée sur une cible. Les ronds
représentent les centre diffuseurs de la cible (les atomes par ezemple). Seule est représentée
une direction de l'onde diffusée, celle sélectionnée par le détecteur (l’onde est bien entendu
diffusée dans toutes les directions en général). (a) : Diffusion simple. (b) : Diffraction de Bragyg.
(c) : Diffusion multiple.

Diffusion simple.— La probabilité d’étre diffusée dans la direction k’ est donnée par |.Al(l<: ! k:)‘
Donc nous pourrions calculer I'intensité totale dans la direction k' comme une somme des in-
tensités associées a chaque diffuseur :

Isimple(lg/) X Z ‘AZ(EI>E)‘2 : (93)

diffuseur i

Nous sommes ainsi dans un régime de diffusion simple. Si tous les diffuseurs sont équivalents,
nous obtenons ainsi une information sur le potentiel d’interaction de chaque centre diffuseur.
Par exemple, la célebre expérience de Rutherford (diffusion de particules @ par une feuille d’or)
est dans ce régime. L’intensité est proportionnelle a la section efficace de Rutherford décrivant

la diffusion coulombienne : Isimple(g’) o Ndiff‘A(El, E)F x 22 2 ot a = e?/he

IR/ ||+

012
E2(1—cos 6
et 6 Pangle de diffusion (entre £’ et k).

Diffusion de Bragg.— 1l est clair que le régime de diffusion simple néglige les termes d’in-
terférences entre les différentes amplitudes. Un autre régime correspond a ’addition cohérente
de ces dernieres :
- o L2
Trags(R') o< | 7 AR )| (94)
diffuseur 4

Ce régime correspond par exemple a l’observation de la figure d’interférences lors de la dif-
fraction de lumiére par un réseau optique. L’observation des interférences révele la distribution
spatiale des centres diffuseurs. Nous appelons ce régime le “régime de Bragg” par référence a la
cristallographie (la diffraction est maximale dans des directions particuléres correspondant aux
plans réticulaires d’un cristal).

Diffusion multiple — régime incohérent.— Si la cible est épaisse, et/ou si la probabilité
d’interagir avec chaque diffuseur est trés importante, I'onde interagit avec un grand nombre
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de diffuseurs avant de sortir du milieu. Dans le cas, nous devons considérer chaque chemin de
diffusion C = (ry,, Tiy, -, Tiy ), auquel nous associons une amplitude de diffusion. Nous pouvons
considérer un régime de diffusion multiple incohérent, pour lequel l'intensité totale est donnée
par

IO S PG o (95)

chemin C

ou la somme porte sur tous les chemins de diffusion. Si la séquence de collisions est tres longue,
l'onde diffusée perd la mémoire de la direction incidente et 'intensité dépend tres peu de la
I&iclfh)(g "} & Iy. L’échelle caractéristique sur laquelle ’'onde perd la mémoire de la
direction incidente est appelée la longueur de libre parcours moyen de transport ¢y, (transport
mean free path). Ce régime de diffusion est celui de la lumiere dans un nuage ou dans un verre
de lait [46, 4].

direction :

Diffusion multiple — régime cohérent.— Enfin il existe un régime de diffusion multiple
cohérent dans lequel on observe les termes d’interférences entre amplitudes ajoutées de fagon
cohérente : o

ey oc| N Ac(RL R (96)

chemin C

Ce régime, plus difficile a observer, peut donner lieu a des phénomenes tres intéressants de
localisation de l'onde par un milieu désordonné (localisation d’Anderson, cf. section 6.7). Par
exemple en optique il est responsable d’une contribution a l'intensité diffusée I&Eﬁ'_) ~ Iy +
Icps(f) présentant une structure angulaire d’ouverture tres petite 06 ~ 1/kl;, autour de la
rétrodiffusion (k' = —k, i.e. 6 = ) et doublant (si la diffusion est élastique et I'onde décrite par
un champ scalaire) l'intensité exactement & la rétrodiffusion : cette structure est appelée [’albedo
cohérent (ou coherent backscattering) [4] (attention & ne pas confondre I'angle de diffusion,
entre k' et E, en question ici, avec ’angle d’incidence sur la cible, qui ne joue aucun role dans
la discussion). Elle est de méme nature (mais pas strictement équivalente) que la correction de
localisation faible dans un métal (section 6.7.5) et trouve son origine dans les interférences entre
chemins de collision multiple renversés.
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FIG. 2. Comparison between experimental and theoreti-
cal line shapes for the coherent backscattering. The experi-
mental recording is taken from Ref. 8 [Fig. 3(a)]. The inset
represents the bare theoretical curve taken from Eq. (5) with
A=0.515 um and /*=19 um. The full line is the theoretical
prediction obtained by the convolution of this previous
curve and the instrumental profile.

FIG. 1. Geometry used for the calculation of the coherent
albedo, showing two interfering light paths.

FIGURE 24 — Pic d’albedo : comparaison entre la théorie et l'expérience (figures tirées de [6]).
Les données expérimentales ont été obtenues en étudiant la diffusion de lumiére d’un laser a
argon par des billes de polystyréne (@ = 0.46 ym) en suspension dans l’eau (longueur d’onde
dans leau A = 0.515/neay = 0.387um, 0t neay = 1.33) [82].
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5 Dissipation quantique

Bien que nous ayons identifié une partie dissipative dans la fonction de réponse, nous n’avons
pas encore discuté de modele quantique rendant compte de phénomenes dissipatifs : dans le cas
de Poscillateur harmonique nous avons trouvé une fonction spectrale proportionnelle a un § de
Dirac. Nous allons maintenant étudier des modeles plus riches pour lesquels la dissipation a lieu
a toute fréquence.

L’étude de la dissipation en mécanique quantique a suscité un nombre considérable de tra-
vaux en physique atomique [55, 26], pour I’étude du tunneling [22], et plus récemment en phy-
sique mésoscopique [44, 43, 70]. Citons également quelques références générales [23, 71, 81, 40].
L’objet de ce chapitre n’est pas de fournir une discussion exhaustive du probleme, mais plutot
d’introduire quelques idées a travers 1’étude de plusieurs modeles. Cela nous fournira 1’occasion
d’appliquer les concepts qui ont été développés précédemment.

Une premiere question est de savoir d’ou peut provenir la dissipation en mécanique quan-
tique, alors que I'étude de la dynamique du systeme est bien souvent basée sur une approche
hamiltonienne. Nous y répondrons dans le paragraphe suivant. Dans la section 5.2 nous re-
prendrons la discussion d’un article célebre de Callen & Welton (1951) qui retrouve, a partir
de la regle d’or de Fermi, le théoreme de fluctuation-dissipation. Cela fournit une vision plus
intuitive de ce dernier, que nous avons démontré ci-dessus de fagon assez technique en jouant
avec les représentations spectrales des diverses fonctions de corrélations. La fin du chapitre sera
tournée vers I’étude d’'un modele completement quantique : celui d’un oscillateur couplé a un
bain d’oscillateurs harmoniques. En mécanique classique, une description phénomenologique de
la dissipation est ’approche de Langevin consistant a introduire dans la relation fondamentale
de la dynamique un terme de friction et un bruit. Nous montrerons sur quelles bases une telle
approche est justifiée dans le cas quantique.

5.1 Introduction : la ligne de transmission

L’objectif de la section est de montrer comment des phénomenes dissipatifs peuvent émerger
d’une description hamiltonienne.

Considérons une ligne de transmission constituée d’éléments non dissipatifs (inductances et
capacités). Nous étudions dans un premier temps les modes propres de la ligne infinie, puis nous
étudions l'impédance de la ligne semi infinie [37].

- A i U"ﬁ@é"@@t%é@é@b

FIGURE 25 — Une ligne de transmission (un cable coaxial) posséde une inductance et une capacité.
Le ligne de transmission parfaite (sans élément résistif) peut étre modélisée comme une série
d’éléments (L,C) identiques.

Modes propagatifs.— Nous recherchons les modes propres : soit I, (t) = I,e ™ e courant dans
l’in(juctar}ce n. NOU~S notons U, le potentiel au nceud entre les inductances net n—1: U,+1—U, =
ZpIly et Uy, = Zo(In — In—1), ou Z, = —iwL et Zg = —1/iwC. Autrement dit :

- A N
Tos1 — (2 + L> In+1,1=0 (97)
Zc
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Les modes propres de la ligne, I,,(t) = elan—iw(@)t gatisfont la relation de dispersion

w(q) = wo|sin(q/2)|  pour q €] — 7, ] (98)

ot |wy =2 /VLC | Si { est la distance séparant deux inductances voisines, la vitesse de propa-

gation du signal électrique (aux petites fréquences w < wyp) est v = £/v/LC.

Modes évanescents.— Lorsque la fréquence excede wy = 2/ VLC la ligne ne transmet plus de
signal sur de grandes distances. Les solutions de (97) sont de la forme I,,(t) = (—1)"ed"w(0)t
(le signe (—1)™ est introduit pour assurer la continuité entre les modes propagatifs et les modes
évanescents & w = wy). La relation de dispersion prend la forme

w(q) = wpcosh(g/2) pour g € R (99)

Notons que lorsqu’un signal est injecté & fréquence légerement supérieure au seuil, w = wgy + dw,
il se progage sur une distance n ~ y/wp/80w.

Impédance de la ligne : Comprendre |'origine de la dissipation en mécanique quantique.— Nous
étudions maintenant I'impédance d’une ligne de transmission semi-infinie. Notons Z,, I'impédance
de la ligne de n éléments, Z1 = Z;, + Z¢. Elle obéit a la relation de récurrence :

Zn+1 =21+ Zc || Zy (100)

L’impédance de la ligne semi-infinie est solution de Zo, = Zp, + m (cf. [53] pour une
discussion précise de l'existence d’une limite). Pour des fréquences appartenant au spectre des
modes propagatifs nous obtenons :

L
Z(w) = Rrcy/1 — (w/w0)2 — i% pour 0 < w < wy (101)

ot | Z(0) = Rpe & \/L/C|. Sur le spectre des modes évanescents nous obtenons :

Lw Lw
Z(w) = _iT (wo/w)? =1 — 17 pour w = wy (102)
L’'impédance Z(w) posséde une partie dissipative pour w < wyp, alors que le systéme n’est
constitué que d’éléments non dissipatifs. En revanche la partie dissipative s’annule pour w > wy.
Ce résultat trouve son origine dans I’aptitude (ou non) de la ligne & envoyer ’énergie injectée a
Iinfini. Autrement dit & diluer I’énergie parmi le nombre infini de degrés de liberté.

At U mizo))

[T PN
-2 | dissipatif 1\
| 1N
3k ! \\
N\
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-2 -1 0 1 2
w/w,

FIGURE 26 — Impédance de la ligne de transmission semi infinie.
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Rq. : Quantification du circuit L — C.— D’un point de vue théorique, cette remarque suggere une
fagon de modéliser un composant dissipatif dans un cadre hamiltonien. Pour cela le point de
départ est de construire I'hamiltonien d’un circuit L—C'. L’énergie de la bobine (terme cinétique)
est B = LI?/2 et celle de la capacité (terme potentiel) est Ec = @Q?/2C. Le lagrangien
est donc donné par : L(Q,Q) = %QQ — %QQ. Le moment conjugué % = LQ = ¢ est le
flux dans la bobine. L’hamiltonien est fonction des deux variables canoniquement conjuguées :
H(¢,Q) = ﬁng + %QQ. On pourrait construire le hamiltonien d’un systéme plus complexe.
Cette remarque peut également servir a quantifier le probléme en imposant : [Q, ¢] = ih. La
ligne de transmission quantifiée est un modele d’élément résistif couramment utilisé en physique

mésoscopique [44, 81, 43].

Conclusion : Une maniere d’introduire de la dissipation dans un systéme est de le coupler a un
grand systeme, & AN/ — oo degrés de liberté. Ces modes doivent posséder un spectre d’énergie
continue, de fagon a rendre possible les échanges d’énergie sur toutes les échelles. Dans la pratique
un choix commode est de choisir le couplage a un “bain” d’oscillateurs harmoniques, ce que nous
ferons dans la section 5.3.

5.2 Bruit quantique : version quantique du théoreme de Nyquist

En 1951, Callen & Welton [23] ont généralisé le théoreme de Nyquist3® au cas quantique en utili-
sant la regle d’or de Fermi et ont retrouvé la relation (55) dans le cadre d’un modele particulier.
Pour cela ils ont étudié le modele suivant : un systéeme quantique décrit par ’hamiltonien Hy,
couplé a une perturbation oscillante

H(t)=Ho+QV(t) avec V(t) =V, coswt (103)

w > 0 par convention. Le “champ” classique V(t) est couplé a 'observable @ du systeme.
Le cours de mécanique quantique nous a appris que dans un tel modele le systeme absorbe ou
émet de ’énergie par quanta hw. Le spectre de Hy est supposé continu afin que le systeme puisse
absorber /émettre a toute fréquence. On notera | ') les états propres de Hy, avec Hy| E) = E| E).
On suppose que ces états sont normalisés®” selon (E|E') = §(E — E’). Enfin, le systéme est
supposé a I’équilibre thermodynamique, décrit par une fonction de distribution f(FE) e PE,

Afin d’établir le théoreme de fluctuation-dissipation, Callen & Welton commencent par ca-
ractériser la dissipation en calculant la puissance absorbée par le systeme. Dans un second temps
ils comparent ce résultat aux fluctuations (Q2).

Dissipation

La dissipation a pour origine les processus d’absorption/émission, dont nous commengons par
étudier les probabilités a ’aide de la regle d’or de Fermi. Le taux de probabilité pour quitter

36Comme on I’a vu dans l'introduction, le théoréme de Nyquist est le théoreme fluctuation-dissipation classique,
appliqué a I'étude des fluctuations de tension aux bornes d’une résistance : Sy = 2kgT'R ot Sy = [ dt (V (£)V (0)).
37Ce choix de normalisation est li¢ & la forme prise par la relation de fermeture : [ dE|E)(E| = 1. Autrement dit
> — [ dE. Il faut noter que Callen & Welton ont utilisé une autre convention (un autre choix de normalisation) :
> — [dEp(E) ou p(E) est la densité d’états.
#1 Ezercice 5.1 : On considére le probléme libre 1d : Hy = f%% Vérifier que la DoS par unité de longueur
est p(E) = ﬁ ouv(FE) = % = +/2FE/m est la vitesse de groupe et h la constante de Planck. Vérifier que
1L tik(B)
V(B
relation de fermeture prend la forme >.___. [dE |¢Yp,0){¥Bs| = 1.

les fonctions d’onde Y, +(x) = sont normalisées selon {Vp.o |V o) = 65,0(E — E') et que la
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létat | E') est donné par :

F 7V22| E/|Q‘E |2 [ ( E—ﬁw)—l—&(E’—E—l—hw)] :FE7abs+FE,em (104)

Cette expression nous permet d’identifier les taux d’absorption et d’émission. Pour le spectre
continu )., — [dE:

ZV2(E—hw|QE)?  (105)

V ’<E+M‘Q’E>’ et FE,em:2h

FE,abs - 2R @

Lorsque le systeme est dans I’état | E'), la puissance absorbée est proportionnelle & hw(I'g aps —
I'Eem). Le systeme occupant cet état avec probabilité f(E), la puissance absorbée est finalement

donnée par3? :
Po = hw / dE f(E) (Ts.abs — T'.om) (106)
= ;muvf(l—eﬁﬁ‘*’)/dEf(E)\(E+th|E>\2 (107)

oit I'on a utilisé f(F) oc e #F. Puisque la puissance absorbée est reliée & la partie réelle (dissi-
pative) de I’admittance complexe, P,, = 2V2Re[Y (w)], nous obtenons une expression de cette
derniere en terme des propriétés spectrales de Hy :

ReY (w) :mu(l—eBﬁ‘”)/dEf(E)]<E+myQ\E>]2. (108)

Fluctuations

Nous nous intéressons maintenant aux fluctuations de 1’observable “courant” I = Q : (Q?) =

S5 f(B)(E|QY E) = Xp o f(B) |{ E'|Q] )% En utilisant { E+hw|Q| E) = iw{ B+hw|Q| E)
nous obtenons ’expression

2>:h/dwa/dEf(E)|<E+hw|Q|E>|2 (109)

Dans cette expression, l'intégrale sur w porte sur des w > 0 et des w < 0. La fréquence w de la
perturbation ayant été définie positivement, nous procédons au changement de variable w — —w
dans la partie [ O dw de I'expression (109). Nous remarquons que les fluctuations totales sont
données en intégrant la TF de la fonction d’autocorrélation (i.e. le spectre de bruit) sur toutes les
fréquences (Q(t)?) = Soo(t=0) = [y dw S ), ot S (t) o %({Q(t), Q(0)}) est la. fonction
de corrélation symétrisée3?. Nous exprimons plutot les fluctuations de tension V,, = Q,/Y (w),
caractérisées par

§QQ(W): hw?
Y(@)? V()

S (w) = 1+ [AESE)(E+mIQIE)E  (110)

380n aura probablement remarqué qu’avec notre choix de normalisation, c’est plutét I'zdE qui a la dimension
d’un taux. De méme la contribution des états de [E E+dE[ a la puissance absorbée par est dE fiw(T'g,abs — ' 5,em)-
39Le choix de faire intervenir la fonction de corrélation symétrisée vient de ce que la propriété SQQ( w) =

QQ(w) simplifie la discussion.
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FIG. 3. Measured spectral density of current noise
in shunt resistor vs the Josephson frequency v = 2¢V/h
at 4.2 K (solid circles) and 1.6 K (open circles). Solid
lines are predictions of Eq. (2), while dashed lines
are (4hv/R)lexp(hv/kyT) —11"1,

FIGURE 27 — Résultat expérimental de R. H. Koch et al (1981). L’équation (2) mentionnée
dans la légende correspond au résultat de Callen € Welton (1951), i.e. notre éq. (112). La ligne
pointillée a la conjecture de Nyquist (1928) négligeant la contribution du vide.

Théoreme fluctuation-dissipation

Nous pouvons maintenant relier les fluctuations de tension & l'impédance Z(w) = 1/Y (w) :

(IVul?) = Syv(w) = Re[Z(w)] hw coth (111)

2kpT

qui est la relation trouvée par Callen & Welton?. Nous reécrivons ce résultat de facon plus
suggestive :

couplage au champ

Syy(w) =2 Re[Z(w)] (h;” - eBFZw_J (112)

énergie du mode w

L’impédance caractérise l'efficacité du transfert d’énergie du mode w aux fluctuations de tension.
Dans la limite classique w < kT on retrouve bien le théoreme de Nyquist : (|V,,|?) = Sy (w) =
2Re[Z(w)]kpT. L’article de Nyquist [66] contient une conjecture sur la généralisation de son
résultat au cas quantique : il suppose que I’énergie moyenne du mode w, kg7 dans la limite

ﬁ. En d’autres termes Nyquist néglige la contribution de

classique, est remplacée par hw
I’énergie du vide*!.
Qu’en est-il expérimentalement 7 Résoudre le spectre de bruit en fréquence afin d’observer

le régime quantique est assez irréaliste. En effet, pour une température*? T = 1 K, la tran-

40Cette équation est directement donnée par (55) en choisissant les opérateurs A = B — @Q = I. La fonction
spectrale est reliée & ’admittance Y def X1¢ selon : §~H =Im X1 = Im[iwX1g] = wRe[Y].

INous avons sommé les contributions de I’émission et de I’absorption dans les fluctuations. Méme dans son
état fondamental, le mode w peut absorber de I’énergie.

42Dans une expérience de transport, il ne suffit pas d’avoir un bon frigo pour sonder le régime de basse
température, il faut également disposer d’une bonne détection (ampli,...) afin d’éviter de chauffer 1’échantillon par
effet Joule. Ceci nous donne T' 2 20 mK et I 2 1 nA (septembre 2007).
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sition classique/quantique se produit déja pour de treés hautes fréquences (du point de vue de
Pélectronique) w = kgT'/h ~ 140GHz! Koch et al ont proposé un dispositif astucieux permettant
de relier le spectre aux hautes fréquences dans la résistance a un spectre de basse fréquence en
court-circuitant la résistance par une jonction Josephson 43 [50]. La mesure [51] a été effectuée
et tranche sans ambiguité entre la conjecture de Nyquist, Sy (w) ~ we ™™ dans le régime
quantique, et le résulat de Callen & Welton Sy (w) ~ w, en faveur de ce dernier (figure 27).

Discussion : L’étude de Callen & Welton est intéressante mais certains aspects restent un peu
mystérieux (au moins pour l'auteur de ces lignes). Tout d’abord nous avons commencé ce chapitre
en introduisant 'idée que la dissipation pouvait étre introduite en couplant le systéeme & N —
oo degrés de liberté, comme par exemple les oscillateurs associés au cable coaxial. Dans la
description de Callen & Welton, c’est plutét le champ classique V(t) qui a joué le role de
réservoir d’énergie. Nous pouvons étre surpris de voir intervenir I’énergie quantique du mode
w (i.e. la distribution de Bose-Einstein). Enfin, un motif d’insatisfaction est d’avoir imposé
I’équilibre thermodynamique pour le systéme quantique f(E) o e~ ¥ alors quen suivant les
idées de la page 13 nous aurions préféré imposer 1’équilibre thermodynamique au niveau du
réservoir d’énergie.

5.3 Un modele compléetement quantique : couplage a un environnement

Nous allons étudier un modele completement quantique de dissipation. Décrivons les différents
ingrédients du modele. Nous considérons un systéme décrit par des variables conjuguées (q,p).
Ce systeme est couplé a un environnement macroscopique. Par commodité cet environnement est
modélisé comme un ensemble de N' — oo oscillateurs harmoniques de fréquences €2, distribuées
selon une densité spectrale continue, ce qui autorise les échanges d’énergie a toute énergie. Notons
(X%, k) les variables conjuguées associées au mode k. Enfin nous supposons le couplage entre le
systeme et I’environnement linéaire :

1
H = Heys(p,q) = ) e xi+ ) 5 (7 + Q3xE) - (113)
k k

couplage environnement

Le parametre g décrit le couplage du mode k au systeme (pour le traitement que nous fe-
rons du modele, il est important que le couplage soit linéaire, toutefois nous aurions aussi bien
pu considérer une forme plus générale (ap + bq) >, (axmi + Brxk), out a, b, oy, et (i sont des
parametres du modele). L’environnement étant macroscopique, nous le supposons a 1’équilibre
thermodynamique ; aucune telle hypothése n’est faite concernant le systeme d’intérét, qui attein-
dra un équilibre thermodynamique grace aux échanges d’énergie avec I'environnement (cf. p. 13).
Ce modele est étudié dans 'annexe A, page 88.

Nous allons maintenant procéder a une simplification qui ne remet pas en cause le fond de
la discussion mais simplifiera les calculs. Nous considérons le cas ou le systeme est un oscillateur
harmonique : Hgys(p, q) = %(p2 +w(2)q2). Nous reécrivons 'hamiltonien en fonction des opérateurs
de création/annihilation :

H =wo(ala+1/2)+a" > gby + he+ > Qu(bfbr +1/2) (114)
H' k k
0
Hint Hpatn

43Nous rappelons qu’une jonction josephson est constituée par deux supraconducteurs séparés par une petite
région isolante a travers laquelle peuvent tunneler des paires de Cooper. L’application d’une faible tension aux
bornes de la jonction produit une différence de phase entre les supraconducteurs et géneére un courant I(t) =
I.sin(2eV't/h) ou I, est le courant critique. On transforme ainsi une tension continue (w = 0) en courant alternatif
(w = 2e|V|/h).
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avec [a,a’] = 1 et [bk,bz,] = 0. Les constantes de couplage complexes g; sont des données
du probleme. Une hypothese essentielle du modele est de supposer que la densité spectrale des
fréquences des oscillateurs €2 est une fonction réguliere.

Ce modele est standard et on peut en trouver de nombreuses études : par exemple dans
[71, 43, 40]. Il est pertinent pour décrire diverses situations. Nous en énumérons quelques unes :

1. le probleme de mouvement brownien quantique : on étudie le mouvement d’une particule
couplée au bain (cf. annexe A) [43, 40].

2. Le modele de Caldeira-Leggett pour étudier la compétition entre tunneling et fluctuations
thermiques dans lanalyse de la sortie d’un état métastable (le modele (113) pour un
potentiel V(q) présentant un état métastable) [22].

3. Le circuit RLC quantique : le circuit LC est l'oscillateur. Le bain d’oscillateurs décrit
Pélément résistif (un article pédagogique est [83] ; le cas des circuits plus complexes dans [84]).

. ﬁm . AT T
T oﬁzTTTT'”

FIGURE 28 — Description hamiltonienne du circuit RLC.

4. Une variante du modele (114) est celle ou l'on remplace la relation de commutation
[a,a’] = 1 par une relation d’anticommutation {a,a'} = 1. On décrit alors l'interac-
tion d’un systeme & deux niveaux avec un bain d’oscillateurs, modele ayant de nombreuses
réalisations : un atome a deux niveaux couplé au champ électromagnétique non résonant
(on parle d’équation pilote pour I’évolution de I'opérateur densité de l’atome, cf. le cha-
pitre IV de [26]), un systéme mésoscopique a deux niveaux (Qbit) en présence d’un élément
résistif [70], etc.

Objectif : Calculer une fonction de réponse X, (w) de loscillateur dans le cadre de ce modele
quantique.

Remarquons que

Xealt) = 10(0){[a(1), ] | (115)
- 1205)?(qa(t)’am+<W(’f)»a]>) 212950)(<[a(t),a7]>—<[a(t),a7]>*) (116)

Pour ce probleme quadratique il nous suffit donc de calculer la fonction de Green retardée
G (1) = —i0(t)([a(1), a']) (117)

#v Ezercice 5.2 : Fonction de Green avancée— On introduit : GAVY(t) £ i0(—t)([a(t), al]).
Montrer que

[GAT ()] = G (1) (118)
En déduire que GAY (w) = GR'(w)*. Montrer que la compressibilité s’exprime comme :
1
Xez(t) = —— Re GReU(1) (119)
wo
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Notons que lorsque les oscillateurs sont découplés (g = 0) : GRet(w) = Nous allons

1
" w—wo+i0T "
calculer GRet(w) par une approche perturbative (le résultat sera exact, ce qui est ici possible
pour cette théorie quadratique). Pour cela nous allons utiliser un “truc” qui consiste a passer

en temps imaginaire t — —ir.

5.3.1 Formalisme de Matsubara

Le formalisme de Matsubara des fonctions de Green & température finie [59, 62, 21, 7] est un cadre
couramment utilisé pour I’étude des systémes corrélés (en interaction) en matiere condensée
ou d’autres domaines. Le probleme des oscillateurs nous fournit un exemple tres simple pour
I'introduire. Nous verrons toutefois page 51 que ce modele peut étre étudié par une méthode

plus directe.
On définit
G(r, 7)< —<TTaM(T)a;rV[(T')> pour 7, 7' € [ 13, 3] (120)
ot aps(7) = e™ae~"H [la relation & I'opérateur en représentation de Heisenberg est aps(7) =
ap(t = —ir)]. La moyenne est usuelle : (---) = Tr {e™## ...} /Tr {e"#H}. Le produit chronolo-
gique est défini par

T Ay (T)Bu ()] = Apm(7)Bp(7) siT> 7 (121)
= By(ThAm(T) siT< 7 (122)
(pour des opérateurs fermioniques il faudrait introduire un signe — aprés commutation). Ces

définitions ne doivent pas étre un motif de perplexité, leur origine réside dans la forme prise par
la méthode des perturbations en temps imaginaire, ce qui apparaitra clairement par la suite.

Attention : ne pas confondre a}t\/l(T) £ lay (D) = al, (=7).
En particulier, la définition de G fait bien intervenir G(r,7') = —<T7—CLM(T)CLJ][M(T/ )), qui a les
bonnes propriétés de périodicité (voir ci-dessous) *, et non G(7,7") # —(Tran (7)[ans (7).

Par la suite on ne considere que des problemes invariants par translation dans le temps et il
est suffisant de considérer une fonction de Green & un temps :

G(r) € —(Tran(r)a}, (0))  pour 7 € [-4, 0] (123)

Notons que le facteur d’occupation est donné par @ = (afa) = —G(07) pour des bosons.

& Exercice 5.3 : Vérifier que la fonction de Green est périodique G(t + 3) = G(7). (Elle
serait antipériodique G (1 + 3) = —G(1) pour des opérateurs fermioniques).

La propriété précédente nous permet d’écrire :

Glr) = ;Zé(iwn)e_iw” (124)
nez

_ 5 |

Gliw,) — /0 dr G(r)ein™ (125)

ol wy, = 2nm /[ sont appelées les fréquences de Matsubara. (Pour des fermions w, = (2n + 1) /().

#y Exercice 5.4 : Considérons le cas d’un oscillateur “harmonique de fréquence wy. Vérifier
que : G(1) = —[0(T) + n]e " avec n = et que : G(iwy,) = —

iwn —wg

_1
ePfwo —1
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FIGURE 29 — Contour permettant de démontrer (127).

Calcul des sommes sur les fréquences de Matsubara : Les calculs font apparaitre des sommes du
type : %Znel ¢(iwy). Afin d’évaluer de telles sommes on consideére 'intégrale § dz f(z)¢(z) ol

f(z) = o1 (126)
Le contour est un cercle de rayon R (figure 29). Nous admettons que la fonction ¢(z) est
méromorphe dans C et posséde des propriétés a l'infini telles que l'intégrale est nulle lorsque
R — oo. Nous notons zy les poles de ¢(z), supposés simples. Les fréquences de Matsubara étant
des poles simples de f(z) nous déduisons :

5290 iwy) = Zf (z¢) Résidu[p(2); 2] (127)
neEL

La formule se généralise facilement au cas ou ¢(z) possede des poles multiples. Il arrive également
que ¢(z) posseéde une coupure sur 'axe réel. Dans ce cas le contour & considérer n’est pas un
cercle mais deux demi cercles®?

Exemple : Retrouvons I'expression de la fonction de Green aux temps négatifs dans le cas libre

G(r<0)=3 LS ner o Lwo Nous devons choisir ¢(z) = Ze .- On vérifie que la fonction possede
les bonnes propriétés®. Finalement 'éq. (127) nous donne G(7 < 0) = —f(wp)e 07, qui est

bien I'expression attendue.

Relation entre la fonction de corrélation retardée et de Matsubara : En général la quantité physique
que nous cherchons a calculer est la fonction de corrélation retardée :

() = —i0(t) ([An(t), Br(0)]) (128)
ot Ay (t) = et Ae7Ht dont la représentation spectrale est :

Ret A e_ﬁEn — e_ﬁEm
X B 129
Xw) = Zﬁz e Y By — B + 107 (129)

(il y a un changement de signe dans la définition par rapport aux sections précédentes).

4 Par exemple, pour un oscillateur harmonique, on vérifie que pour 7 > 7/, (Tyan (T)al, (7)) = (aaT>e*wo(777/)
et (Tran(r)lan (7)]) = (aafye =0+

“Lorsque ¢(z) possede une coupure sur R mais pas de pole, on montre que %Znez* oliwn) =
%fj;o dz f(z) Im p(x +i0™).

¢ dz f(2)p(z) — 0 pour R — oo est assuré par ¢(2)f(z) ~ e~ #=I"Dz /2 — 0 pour Rez — +oo et par
©(2)f(2) ~ —€l"1* /2 — 0 pour Rez — —oc. Notons qu'il convient de choisir R = (2N + 1)7/3, ot N € N, avec
N — oo afin d’éviter que le cercle ne passe par un pole.
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Définissons la fonction de Green en temps imaginaire correspondante :
XMH(T) = = (T A () B (0)) (130)
ériodique. Pour 7 > 0 on a yMat(r) = — L e BEn A Bone"EnmEm) Qo on déduit
p q X Zg n,m
facilement que
e_ﬁEn — e_ﬁEm

iwp + En — B,

Mt 1
Mt (i) = Zﬁ;Antmn (131)

On voit donc que

T w) = P (iwy — w +107) (132)

Intérét : la méthode des perturbations est une outil central dans I’étude des systemes corrélés.
Dans la situation typique I’hamiltonien est de la forme H = Hjje + Hint et la partie Hi,y est
traitée perturbativement (la fonction de réponse, qui caractérise la réponse a la perturbation
extérieure Hper(t), est calculée perturbativement par rapport a Hiyi. Ne pas confondre!) . Dans
ce cas on est conduit a considérer le développement perturbatif d’'un opérateur d’évolution.
L’examen des deux fonctions de corrélation x®°t(¢) et xM?'(7) montre que la premicre fait
intervenir un opérateur “d’évolution” e~(F=H pour un “temps” mélangeant partie réelle et
imaginaire, ce qui n’est pas le cas pour la seconde qui dépend de e~ (P=7H T3 mise en ceuvre
de la méthode perturbative pour xM#'(7) est grandement simplifiée.

Méthode des perturbations : Soit H = Hg+ Hjy ou Hiyt est ’hamiltonien d’interaction. L’opérateur

“d’évolution” en représentation d’interaction” U(7) & emHoe=mH it & 'équation
0
a—U(T) =—H(T)U(r) (133)
-

N def _ . , .
ott Hy(1) = e™MoH;.e=7Ho, La solution de cette équation est :

B8
UB) =T:rexp —/ dr Hy(7) (134)
0
Le point de départ de 'approche perturbative est la relation :
(T:U(B)a(r)al)o
G(r) = —(Tran(r)al, (0)) = - (135)
M U)o

ot ayr(r) = eHae ™ et a(r) = e™Hoge="Ho, (...)5 désigne la moyenne en I'absence de la
perturbation. Le calcul de la fonction de Green peut étre mené perturbativement en développant
Popérateur U(3) en puissances de Hipy.

Utiliser le théoreme de Wick : Le point de départ étant une théorie quadratique (Hy est quadra-
tique dans les opérateurs a et a') on utilisera le théoreme de Wick pour moyenner les produits
d’opérateurs :

(Tra(m)al(r2) - -~ a(ran-1)al (r20))
= (Tra(m)a’ (12)) x - -+ x (Tra(tan_1)al (12,)) + (autres contractions) (136)

Notons que le nombre de contractions est ici n! Le théoreme de Wick pour 2n répliques d’un
champ scalaire réel ferait intervenir (2n — 1)!! contractions.

def

*"Si Hine dépend du temps on définit U(t) par ZU(7) = —H(7) U(1) et U(r) = e oU(2).
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5.3.2 Calcul de G(iw,) et GR(w)

Théorie libre (g, = 0) : revenons & notre probléme d’oscillateurs couplés. On note G(7) la fonction
de Green de l'oscillateur libre et Dy (7) celle des oscillateurs (—<T-,-bk(7')b;2,> = O i Di(7)). En
I’absence de couplages les fonctions de Green sont :
Gicn) : (157)
wy) = ——
" iwn, — wo
1

Ek(iwn) = m (138)

# Exercice 5.5 : Vérifier qu’a l'ordre 2 de la méthode des perturbations

G(iwn) = G(iwn) + G(iwn) Y _ gr|* Dy (iwn) G iwn) + - - (139)
k

En déduire les regles de Feynman.
On introduit la self énergie :

~ 2
k

iw, — Q
& n k

Le calcul perturbatif se poursuit aux ordres arbitrairement élévés (car la théorie est ici quadra-
tique). Pour s’aider on peut donner une représentation diagrammatique de la correction d’ordre
2 calculée dans ’exercice.

+
a at b, by a at
8k 8k

FIGURE 30 — Représentation diagrammatique de la correction perturbative d’ordre 2 calculée
dans Uexercice 5.5. Les points représentent les interactions.

La fonction de Green est simplement donnée par une série géométrique?® :

~ 1

G(iwy,) = T—— (141)
G G G D, G
= + A + APV +

FIGURE 31 — Représentation diagrammatique de la série géométrique conduisant au
résultat (141). La deuziéme ligne représente l’équation de Dyson de la note de bas de page
numeéro 48.

#v Exercice 5.6 : Dans I'hamiltonien (114), on remplace I'interaction quadratique par une in-
teraction cubique Hyy = a'a i M (b +b;r€). Dessiner les diagrammes de Feynman correspondant
a cette interaction. Donner les nouvelles régles de Feynman.

48 Une autre maniere de voir les choses est d’écrire 'équation de Dyson G (iwn) = G (iwn) + G (iwn ) E(iwn)G (iwn )
1

dOnt la SOlutiOn est gN(lwn) = m
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On procede & la substitution iw, — w + 10" pour revenir & la fonction de Green retardée.

Introduisons aul?
SRet() = — L 142
(w) Zk: W — Qk + 10+ ( )
dont la partie imaginaire
—Im SR (w) = 7> [gil*0(w — Q) (143)
k

nous redonne la régle d’or de Fermi, i.e. — Im XR¢t(wq) correspond au taux de probabilité pour
que T'oscillateur se désexcite (la partie réelle Re XR¢(wg) correspond au Lamb shift).
En supposant que la self énergie est fonction lente de la fréquence, on admet la structure :
1 1

~Ret _ ~ 144
g (w) w—wo—ERet(w) w—w0—5w0+i/27'0 ( )

ot ¥R (W) = dwp — 1/270. On en déduit la fonction de réponse :

Tonl) = =5 [0 () + G (-w)] = — (145)

La dissipation régularise la divergence de la fonction de réponse de I'oscillateur harmonique libre.
Lorsque loscillateur harmonique est soumis & une force extérieure f,e™“!, la puissance dissipée
(Iénergie fournie au systeme est donc évacuée dans le bain d’oscillateurs harmoniques) est :

_ _ w?
Paiss X w Im Xga(w) o (=) T A (146)
olt wl, = W%‘i + %.
#y Exercice 5.7 : Montrer que la fonction de Green des oscillateurs est donnée par :
Do (iwn) = Ok Di(iwn) + grgiw Dis(iwn) G(iwn) Dy (iwn) (147)

Les oscillateurs du bain sont couplés via leur couplage a l'oscillateur harmonique. Ce résultat
traduit la remarque évidente que les nouveaux modes propres de cette théorie quadratique sont

des combinaisons linéaires des modes propres initiaux®.

Comparaison avec I'oscillateur harmonique amorti classique : Considérons 'oscillateur amorti décrit
par les équations de Langevin :

T=p
p=—[dt'y(t—t)pt') —wiz + F(t)

ou F(t) est une force de Langevin. L’amortissement est gouverné par une fonction v(¢). La
fonction de réponse est donnée par :
~ 1 1 1

) L 149
X(w) wg —w? — iwy(w) 2wy w — wo + 1y (wo)/2 o

(148)

9 Jinsiste : il n’était nul besoin du formalisme de Matsubara pour étudier le modele (114). Celui-ci nous a servi
d’alibi pour introduire une méthode populaire.
Les fonctions de Green peuvent étre retrouvées plus simplement en reliant ’hamiltonien (114) & une matrice :
H = A"HA ot le vecteur colonne A regroupe tous les opérateurs d’annihilation AT = (a---by,---). On écrit la
matrice H = Ho + V ou la partie non diagonale couple l'oscillateur wo aux oscillateurs du bain Vo, = gi. Le

calcul de G(F) = EiH est alors élémentaire : Goo = ijo +3, EJWO Vok Efgk Vio Efwo + ... En introduisant
2
S(E) =3, E'ig'k nous voyons que Goo = m De méme il est facile de vérifier que : Gor = Goo Ef’bk et

Grrr = Oppr Ejﬂk + Ei’bk Goo E%slz;c' Ici, le calcul est simple (et exact) car Uinteraction est quadratique.
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ou 'approximation correspond & une faible friction.

Considérons le cas v(t) — v d(t). Si on introduit la variable complexe a = ﬁx + i/,
celle-ci obéit & I'équation a = —(iwg + 3)a + 3 a* + i/ F(t).

Comme cela apparaitra dans le paragraphe suivant, & cause du choix de couplage® gra'by, +
gZa,b,Tg le modele décrit par (114) correspond a une version plus symétrique :

T =—Jx+p+ F(t) (150)
p = _%p_ng"i‘Fy(t)
Dans ce cas I'équation différentielle pour la variable a prend la forme : & = —(iwo + 3)a + £(t).

L’équation du mouvement &+~ + (w3 ++%/4)z = F(t) a la méme structure que précédemment.
Sa fonction de réponse correspond a 'éq. (145).

5.3.3 E‘quation de Langevin quantique (équation de Langevin-Mori)

La stratégie de la section précédente était de donner une analyse perturbative dans l'interaction
systeme-environnement, puis de resommer les corrections a tous les ordres, ce qui s’est révélé
possible pour cette théorie quadratique. Pour le modeéle considéré ici il est possible d’obtenir les
meémes résultats (la fonction de réponse) par une méthode que nous décrivons. La méthode est
plus souple et plus directe, mais de portée plus limitée car elle repose sur quelques hypotheses
contraignantes notamment sur la forme du couplage.

Idée générale.— Nous décrivons la stratégie présentée dans 'ouvrage [40] qui s’applique a I’étude
d’un systéeme couplé a un environnement, a condition de respecter trois conditions :

(a) L’environnement est décrit comme un ensemble d’oscillateurs harmoniques de fréquences
. La densité spectrale des fréquences des oscillateurs est continue, ce qui autorise les
échanges d’énergie a toute énergie.

(b) Le couplage systeme-oscillateur est linéaire.
(¢) Le couplage (gi) est une fonction réguliere de €.

La méthode permet 'analyse de I’hamiltonien (113).
On procede en trois étapes :

(1) on écrit les équations du mouvement pour les observables du systéme et pour les oscillateurs
(en représentation de Heisenberg) : ¢(t) = 0pHsys(p(t),q(t)), p(t) = —0qHsys(p(t),q(t)) +
22k GiXk (), X (t) = mi(t) et i (t) = —QRme(t) + Gra(t).

(2) La linéarité des équations du mouvement pour les oscillateurs (hypotheses (a) et (b))
permet d’intégrer les équations du mouvement des oscillateurs.

(3) La solution est réinjectée dans 1’équation du mouvement des variables du systéme. Nous
verrons que ’équation ainsi obtenue pour le systéeme a la structure d’'une équation de
Langevin, pour des opérateurs : elle contient un terme de friction avec effet de mémoire. Les
opérateurs associés aux oscillateurs harmoniques se combinent dans un terme de “bruit”.

L’équation est appelée équation de Langevin quantique (ELQ). Cette “recette” est appliquée a
Ihamiltonien (113) dans Pannexe A.

Une formulation plus générale du probleme existe dans laquelle la procédure d’intégration sur
certaines variables décrite précédemment s’interpréte de maniere “géométrique” (dans ’espace

0Le terme de friction usuel apparait pour un choix de couplage de la forme (a + a')(by + b]).
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des opérateurs) comme une projection dans un sous espace (celui des observables d’intérét). On
aboutit aux équations de Langevin-Mori (ce que nous avons préféré dénommer dans ces notes
les équations de Langevin quantiques). On pourra trouver une description tres claire et détaillée
dans les notes de cours du college de France de 1978-1979 de Claude Cohen-Tannoudji (voir
aussi [56], § 9.3.3).

Mettons ce programme en ceuvre pour I’hamiltonien (114). Le choix de l'oscillateur harmo-
nique conduit a une équation linéaire pour le systeme également ; de plus en travaillant avec les
opérateurs création/annihilation, nous divisons le nombre d’équations par deux. Les opérateurs
en représentation de Heisenberg obéissent aux équations différentielles

%d(t) _ —iwoa(t)—izk:gkék(t) (151)
%Ek(t) = i be(t) — igfa(t) (152)

L’objectif est d’obtenir une équation pour a(t) et d’éliminer les variables du bain. On integre la
seconde équation :

t
bi(t) = by(0) eI —jgx / dt’ a(t') e E=t) (153)
0

En insérant cette solution dans I’équation pour l'oscillateur, celle-ci prend la forme :

—a(t) = —iwg a(t) — /0 dt’ v(t —t')a(t') + £(t) (154)

ou la fonction complexe

Y() = 0(8) Y lgl? e TN (155)
k

décrit 'amortissement. Cette fonction n’est en général pas locale en temps, ce qui traduit un
effet de mémoire. L’ opérateur

()< —i Z gk by, et (156)
k

exprimé comme une somme tous les degrés de liberté de ’environnement, joue le réle de “bruit”
pour loscillateur harmonique. Notons que

E(t), €10)] = (t)  (sans la fet 6(2)) (157)
L’équation (154) a bien la structure d’une équation de Langevin, pour des opérateurs.

Nous procédons maintenant a quelques simplifications. Tout d’abord, nous remarquons que
puisque le couplage g est supposé varier lentement avec €, la fonction (t) sera “étroite”
(I'éq. (155) montre que (t) est en gros la TF de |g|?, & une densité d’états pres). Nous appelons
Tm la largeur de v(t). Nous supposons que I'amortissement est faible : si nous introduisons le
temps de relaxation 7R, relié a 'amplitude de 7(t), la hiérachie des temps est wy V<m < m
(ce qui pécise ce que nous entendions par “étroite”). Cette remarque nous montre que dans
I’éq. (154), 'intégrale fg dt’ y(t') a(t — t') est dominée par les temps t.q. ' ~ 7, < 7R. Sur
I’échelle 1y, 'opérateur ne sent pas l'effet de la relaxation et nous pouvons remplacer I’évolution
de Popérateur par son évolution libre a(t —t') — a(t)e*°* . D’autre part nous nous intéressons &
des temps ¢ sur lesquels la relaxation se manifeste, ¢t 2 7r > 7, ; il est donc licite de remplacer
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la borne supérieure par ’'co. Ces remarques nous permettent de simplifier le terme de friction
selon
t t ) , o] . ,
/ dt’ y(t)a(t —t') ~ a(t) / dt’ y(t') e ~ a(t) / dr ~(t') ot (158)
0 0 0
qui fait apparaitre la TF de v(t) a la fréquence wy correspondant & ’évolution libre de 'opérateur :
Y(wo) = [y~ d7 (7)€", On introduit §(w) = idwo + T'/2 avec

= 271'2 gk |6 (wo — Q) (159)

ZPP |gx|* (160)

wo — O,

(la regle d’or de Fermi et le Lamb shift). Finalement nous aboutissons a une ELQ locale en
temps :

—a(t) ~ —(iwg +T/2) a(t) + £(t) (161)

ol wr = wo + dwp. Le couplage introduit un terme de relaxation et renormalise la fréquence de
l'oscillateur. On peut résoudre formellement cette équation

d(t) =d<0) e—(in+F/2)t+/ d¢ f( ) (iwr+T/2)(t—t") (162)
0

Cette solution va nous permettre de calculer les différentes fonctions de corrélation.

Afin d’aller plus loin, nous fa1sons I’hypothese supplémentaire que les oscillateurs sont a
I’équilibre thermodynamique °* <b bir) = Ok kT, OU Ty, = S eﬁﬂlk_ T Cette hypothese est naturelle
puisque ’environnement est constitué d’un nombre macroscopique de degrés de liberté. Nous

obtenons :

(€'t Z g e et (E(EN0)) = Y lgnl? (g + 1) e (163)
k

Une relation utile.— Si w(w) est une fonction variant lentement & 1’échelle de T', nous montrons

que :
—i(Qx—wr)t

Dokl (W) (g = o) e M2 (164)
k

Une telle expression apparailt a plusieurs reprises. a des fonctions variant lentement avec €2 sur
une échelle T' pres (le couplage |gx|?, la fonction w(Qy) et la densité spectrale), 'expression est
celle de la transformée de Fourier d’une Lorentzienne; elle est donc proportionnelle & e Tlt/2,

D’autre part on remarque que » W ~ Zk |gk]2r’;2(5( —wpr) = 1. CQFD.

Occupation moyenne.— Commengons par calculer 'occupation de l'oscillateur. La solution (162)
nous donne

_t _ 1-2e T2 cos(Q, —wpr)t +e7 1t
(a(®)la(t)) = (a(0)!a(0)) e~ + ; o~ wia?k - r27)4 -

(165)

51 Autrement dit nous supposons que l'opérateur densité du systéme est initialement p(0) = posc ® pBath avec
PBath = %e_’g Hpath | Notons que ce choix, bien que courant, n’a rien d’évident. Un choix plus naturel serait

p(0) o< €75 ot H est ’hamiltonien complet (114). L’équation (147) suggere que (bl by/) = 1Tk + O(gign)-
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En vertu du résultat (164) nous pouvons remplacer le cos(Q — wg)t dans la somme par e~ /2

(a(®)la(t)) ~ (a(0)!a(0)) e + (1 — ™) zk: loel” 75— le)Q el (166)

Ce résultat intermédiaire s’interprete aisément : apres un temps t 2 1/T, Doscillateur perd la
mémoire de son occupation initiale. Son occupation est alors gouvernée par celle des modes

s . — 2 1 - 5 <y s .
d’occupation ny. Le facteur |g| O —wn)? T2/ caractérise 'efficacité du couplage en exprimant
notamment une condition de résonance € ~ wg. Finalement, (164) nous donne 'expression
plus simple

(a(t)a(t)) = (a(0)'a(0)) ™" + (1 — ") W(wr) (167)

ou n(wg) = m. On retrouve une idée vue page 13 : la probabilité d’occupation des états
de Doscillateur harmonique est la distribution canonique. L’oscillateur est thermalisé par
P’'intermédiaire de son interaction avec le bain d’oscillateurs.

Revenons sur ’hypothese utilisée que la distribution de Bose-Einstein varie lentement sur
I’échelle T'. Cette condition prend la forme :

|1 +7(wr) < kpT/T| (168)

Fonction de Green retardée.— On peut également calculer le commutateur :

o, 2 e ittt iwr (t—t')—T|t—t'| /2
t )| ~ o~ e WRUTE) TR 169
[a( )7a ( )] %’gk (Qk_UJR)2+F2/4 ( )
Ce commutateur nous donne précisément la fonction de Green retardée GRU(¢,¢') = —if(t —
t')([a(t), a’(¢)]) -
gRet (t) ~ —19(75) ef(in+F/2)t (170)
qui est le résultat donné par 'approche diagrammatique, éq.(144).
Fonction de corrélation.— Le calcul de la fonction de corrélation Cyy(t) = (z(t)z) = ﬁ ((a(t)al)+
(a(t)Ta)) est également suggestif :
1 |9 = L o
Cra(t) = — Qpt + —e 5% 171
2z (t) WO;(Qk—wR)Z%—FQ/ﬁl Tk cos Qg +2e (171)
ou le [- - -] correspond a la fonction de corrélation du mode 2. En utilisant encore une fois (164),
nous aboutissons a . )
Crz(t) ~ — [n(wR) coswpt + ze_int] e Tlt/2 (172)
wo

que nous comparons a (59). Les corrélations disparaissent pour ¢ 2 1/I' comme nous pouvions
I’attendre.

Fonction de réponse.— Nous déduisons facilement la fonction de réponse, caractérisant la réponse
a une force extérieure couplée a la position de I'oscillateur :

Yao(t) = 90()? sin(wpt) e Tt/2 (173)
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FIGURE 32 — Parties réelle (réactive) et imaginaire (dissipative) de la fonction de réponse de

1 _ _ A?2—w?4ilh s A2 2 2
wh—(wtil/2)Z — A= irap 0 AT =wp+17/4. La

puissance dissipée Pgiss X wX(w) est positive.

Doscillateur harmonique amorti : X(w) =

dont la TF est

1
wh — (w+il'/2)?

Xaa (W) = (174)

qui présente une partie imaginaire non nulle décrivant de I’absorption Vw. L’énergie dissipée est
absorbée par le bain d’oscillateur. La fonction est tracée sur la figure.

# Exercice 5.8 : Le circuit RLC quantique.— On considére un circuit LC (un oscillateur)

dont I’énergie est : H = %QQ + %Q? Le moment conjugué de Q est ¢ = LQ). On impose la com-

mutation canonique [Q, ¢| = ih. On introduit une paire d’opérateurs de création/annihilation.
‘. 2

Vérifier que Q = (%)1/4@ +at).

On introduit une résistance dans le circuit. Justifier qu’un modéle de résistance possible conduit

& I’hamiltonien (114). Calculer 'admittance complexe Y (w) £ Xog(w) (en utilisant les résultats

du chapitre). Donner I'expression de RelY (w)]. Montrer que Re[Y (wr)]| ~ \/%"JTR

#v Exercice 5.9 : Modeéle spin-bosons.— On étudie le cas d’un spin couplé & un bain d’os-
cillateurs. Dans le modele décrit par (114), cela revient a remplacer la relation de commutation
[a,a’] = 1 par une relation d’anticommutation {a,a’} = 1. Donner les équations du mouve-
ment pour les opérateurs a(t) et by(t) en représentation de Heisenberg. En faisant les mémes
approximations que celles qui ont conduit a (161), déduire I"équation de Langevin quantique
pour a(t).

Un article de revue sur le sujet est [57].

Conclusion.— Le résultat de I’étude du modele de ’oscillateur couplé au bain d’oscillateurs peut
paraitre décevant a premiere vue, puisque nous avons retrouvé le résultat donné par ’approche
phénomenologique de I'équation de Langevin classique : & = —wix —vi + £(t) + f(t) ou £(t) est
la force de Langevin, (£(t)E(¢')) = 6(t — '), et f(t) la force extérieure. Cependant notre analyse
a permis de montrer rigoureusement sur quelles bases nous pouvons introduire une équation
de Langevin pour des opérateurs, éqs. (154) & (161). Notons qu’il n’est pas surprenant que les
résultats classiques et quantiques soient si proches dans le cas de l'analyse de la dynamique
de l'oscillateur harmonique. Des propriétés proprement quantiques sont discutées dans le cas
du mouvement brownien quantique (annexe A) qui montre la compétition entre fluctuations

quantiques et classiques. Puisque notre point de départ a été un modele “microscopique”, nous
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avons obtenu ’expression des parametres I' et dwg en terme des parametres microscopiques,
égs. (159) & (160). Enfin nous avons a nouveau vu a l'ceuvre I'idée intéressante que la mise en
équilibre du systéeme microscopique se fait par son interaction avec le systeme macroscopique
thermalisé, éq. (167). Rappelons a nouveau que les réalisations physiques de ce modele (ou
de ses variantes) sont nombreuses, du circuit RLC quantique au cas d’un atome subissant les
fluctuations thermiques du champ électromagnétique.

© Les idées importantes :

e On peut décrire la dissipation dans un cadre hamiltonien en couplant un systeme a un
“environnement” (un grand systéme ayant un nombre infini de degré de liberté).

e Un modele populaire et commode “d’environnement” est celui du bain harmonique : un
ensemble d’oscillateurs harmoniques de fréquences distribuées par une densité spectrale
continue (ce qui autorise les échanges d’énergie a toute énergie). Le couplage systéme-
environnement est choisi linéaire.

e Dans le cadre de ce modele on reconstruit 1’équation phénomenologique de Langevin, dans
un cadre quantique si besoin est.
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6 Transport électronique dans les métaux

Un métal est constitué d’atomes formant des liaisons chimiques et stabilisant leurs positions
aux noeuds d’un réseau cristallin. L’énergie du systéeme se décompose d’une part en énergie de
vibration des atomes autour de leurs positions d’équilibre, 2 et d’autre part en énergie des
électrons (cinétique + potentielle). Afin de déterminer cette derniere, il convient de commencer
par étudier les états propres d’un électron dans le potentiel cristallin périodique. Ces états
quantiques sont décrits par des fonctions d’onde délocalisées a ’échelle du cristal, ayant des
propriétés similaires aux ondes planes d’un probleme libre ®3. C’est pourquoi un modele simple,
fréquemment utilisé pour décrire les électrons d’un métal, est celui d’un gaz dégénéré d’électrons
libres : des états d’énergie €, = k?/2m, occupés jusqu’a I’énergie de Fermi ex ®*. L’étude de la
thermodynamique des électrons et des phonons dans le cadre de cette modélisation simple a
certainement été menée dans le cours de physique statistique d’équilibre. En particulier les
deux contributions a I’énergie du métal peuvent étre identifiées dans la chaleur specifique :
Cphonons ~ T3 & basse énergie (modele de Debye) et Celectrons ~ T-

#y Exercice 6.2 : Ordres de grandeurs dans Ag.— Dans le modeéle des électrons libres,
exprimer la densité n en fonction de kr. En déduire que la densité d’états par unité de volume
d

est donnée par pg = Q”E—F, ou d est la dimension. Dans le cas de ’argent, qui a une surface de

Fermi quasiment sphérique (figure 33), on donne k:;l = 0.83 A. Calculer ep, la vitesse de Fermi
vp, n puis pg en eV nm™3.

Ag

FIGURE 33 — Surface de Fermi de l’argent; tiré de http ://www.phys.ufl.edu/fermisurface/

Au moins deux choses viennent compliquer cette premiere description : d’une part les in-
teractions (entre électrons mais aussi entre électrons et phonons) et d’autre part le désordre
(des impuretés ou des défauts structurels du cristal). L’interaction entre électrons est respon-
sable du phénomene d’écrantage et de ’existence de modes collectifs de vibration du plasma

52]es excitations élémentaires des modes propres de vibrations quantifiés sont appelés les phonons.

53Rappelons le résultat du théoréme de Bloch : les états propres du hamiltonien d’un électron soumis & un
potentiel périodique sont de la forme ¥y (x) = ukvn(w)eikz ou k est un indice continu, un vecteur de la premiere
zone de Brillouin, et n un indice discret. La fonction uy,,(x) est une fonction ayant la périodicité du réseau. Le
spectre des énergies €, (k) est constitué de bandes.

#1 Ezercice 6.1 : Retrouver le résultat du théoréme de Bloch pour le probléme 1d : V(z) =X, 0(x —na).
Calculer explicitement la relation de dispersion €, (k) et la densité d’états intégrée.

Le nombre d’électrons par atome détermine le remplissage des bandes. Si la derniére bande est entierement
pleine & T'= 0 K (le niveau de Fermi est dans un gap), le systéme est isolant. Si le niveau de Fermi se trouve au
milieu d’une bande, le systéme est métallique.

5*Dans de nombreux cas, en 'absence de champ magnétique, la structure de bandes des métaux intervient peu
dans leurs propriétés car seuls les électrons d’énergie proche de I’énergie de Fermi interviennent dans la physique
(d’énergie |ex — er| S kBT). Une description globale du spectre n’est pas nécessaire : il suffit de se donner une
densité d’états réguliere au niveau de Fermi, comme celle des électrons libres.
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électronique ® : les modes plasmons. D’autre part le désordre limite la portée du théoreme de
Bloch et est responsable d’une conductivité finie a température nulle oy = %2:6 ou n est la den-
sité électronique et 7 le temps de collision élastique (le temps typique entre deux collisions d’un
électron sur des défauts). L’interaction électron-phonon induit des collisions supplémentaires
diminuant le temps de relaxation 1/7. — 1/7 > 1/7.. La conductivité & température finie est
o= %2; Nous discutons d’abord le role des interactions entre électrons puis celui du désordre.

6.1 Conductivité d’un gaz d’électrons libres pour ¢ = 0

Commencgons par un exercice simple consistant a calculer la conductivité d’un électron libre.
Nous cherchons donc la réponse du courant de la densité de courant moyen j = ¥ a une

—

perturbation Hper(t) = —e &(t) - 7. L’équation (44) prend la forme :

1 e2

0ij(t) = ()37 ([vi(t), 75]) (175)
Dans le cas des électrons libres I’équation du mouvement est p;(t) = 0. Nous obtenons une ex-

pression indépendante de la nature de la moyenne statistique/quantique : agei) (t) =9, 0(t) Tf;—i/
Il suffit donc de la multiplier par le nombre d’électrons pour obtenir la conductivité d'un gaz
d’électrons libres

ne2
0ij(t) = 8 0(t) (176)

oun = N/V est la densité moyenne d’électrons. Il traduit simplement qu’en 1’absence de collision
une impulsion de force a t = 0 engendre un mouvement rectiligne uniforme des électrons, c’est-
a~dire un courant constant. Ce comportement est associé a la divergence de la transformée de
Fourier pour w — 0 :

ne? i

o 1
Y mo w0t (177)

0ij(w) =

Cette divergence de la conductivité & fréquence nulle ne doit pas nous préoccuper : puisqu’elle
traduit la conservation de I'impulsion de I’électron, en pratique elle ne résiste pas a 'introduction
des processus de collision. Rappelons nous la remarque du début du cours que le 0T peut
s’interpréter comme un taux de relaxation 1/7 extrémement petit (pour des collisions élastiques,
il s’agit de la relaxation de la direction de la vitesse, son module étant conservé).

6.2 Le modele semiclassique de Drude-Sommerfeld

Le modele phénomenologique de Drude °® consiste & écrire une équation de Langevin pour la

vitesse de I'électron. Aprés moyenne sur la force de Langevin : (0) = —2(v) + £ ol 7 est un

-
temps de relaxation de la vitesse dii aux collisions et € le champ électrique®”. En écrivant la

densité de courant comme j = ne(v) on montre que

- ne? 1
ODrude(w) = m m (178)

55L’interaction a d’autres effets dont la discussion approfondie [67, 62, 42] dépasse ambition de ces notes.
Quelques idées ont déja été introduites au § 4.3.
Le régime de faible interaction : Ce chapitre discute le cas des bons conducteurs dans lesquels I'interaction
est faible. Discutons précisément comment caractériser une telle situation : dans un gaz dégénéré, les électrons
ont une densité n ~ k%. Ils sont caractérisés par une énergie cinétique Eun ~ k%/m o n?/?. D’autre part,

e 1/d

2
I’énergie d’interation (interaction coulombienne 7) typique est Fcooul ~ e’kr xn
—1/d

. Nous obtenons finalement

que | Ecoul/Fein x 1 , i.e. I'interaction est faible dans la limite de haute densité.

56Sommerfeld améliore le modele classique de Drude en prenant en compte la nature fermionique des électrons

dans les calculs [13].

5 . . ey 2 N s def
STIntroduisons la notion de “mobilité”, chére aux expérimentateurs : p = <Z—> =<
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qui correspond bien & la substitution 0t — 1/7 dans 1’équation (177). Retrouver ce résultat
par un calcul quantique n’est pas completement évident pour la raison suivante : le résultat a
fréquence nulle opyyge(0) = 0¢ = %27 n’est pas perturbatif puisqu’en mécanique quantique c’est
en le taur 1/7 qui est calculé perturbativement (par la régle d’or de Fermi). Nous reviendrons
sur ce point a la fin du chapitre.

#y Ezxercice 6.3 : Dans le cadre du modéle de Drude, calculer le tenseur de conductivité
pour un gaz d’électrons bidimensionnel. Montrer que les éléments du tenseur de résistivité sont

Pex = 1/00 €t pye = B/(ne).

FIGURE 34 — Paul Karl Ludwig Drude (1863-1906) €& Arnold Johannes Wilhelm Sommerfeld
(1868-1951).

6.3 Une regle de somme pour la conductivité

L’expression (175) nous permet de trouver tres facilement une régle de somme en calculant :
[dw [ dte“to;;(t) = 2m0(0)5;; %2 qui découle de [r;, pj] = ihd;; (pour un électron la densité est
n =1/V). En utilisant®® 6(0) = 1/2 nous obtenons la régle de somme :

2 w

2
/dw Eij(w) = (Sij W% = dij —£ (179)

qui est bien vérifiée par 'expression de la conductivité dans le cas libre et par la formule de Drude.
Le sens physique de la pulsation w), sera discuté plus loin. Notons que I'utilisation de cette regle
de somme donne acces a la densité de porteurs, ce qui peut étre utilisé expérimentalement [31].

6.4 Compressibilité du gaz de fermions libres

Avant de discuter l'effet de I'interaction entre électrons, nous introduisons un dernier ingrédient :
nous analysons en détail la compressibilité du gaz d’électrons libres, qui a été obtenue dans
I'exercice 4.1, p. 25 :

|4 w+6k—6k+q+i0+

Yo(g,w) = 1 Z Je = Jrtq ) (180)
k

Une discussion simplifiée, valable en d = 3 et pour ¢ < kg, est donnée dans 'annexe C. Nous
donnons ici une analyse plus générale, qui suit le §4.4 de l'ouvrage [42]. Tout d’abord, un

1 __ t—ie
t+ie — t24€2

C’est donc la limite d’une fonction §¢(t) = tge/% symétrique. La cohérence des calculs impose que la fonction de
Heaviside soit reliée & notre définition de la distribution de Dirac et soit donc la limite de 6¢(¢) = fioo dt’ §¢(t'),
qui satisfait bien 6°(0) = 1/2.

58La distribution § est apparue dans les calculs comme la partie imaginaire de dans la limite e — 0.
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changement de variable permet d’écrire

1

1 1
Xo(g,w) = Vzk:f]C [u) — €ftq + € + 10T i €k—q + € — 10T

(181)

Dans le cadre du modele des électrons libres e_j; = €, et le second terme est simplement obtenu
A partir du premier par la substitution w + i0™ — —w — i0". En pratique ex > T et le gaz
d’électrons peut étre considéré completement dégénéré. Nous obtenons

(¢,0) /kF dk kT /dQ ! + (w0t i0t)  (182)
Xo\q,w) = d w 1 — —w —1
0 (2m)d w—%—ki()*—%cose

ou df24 est I’élément d’angle solide en dimension d et 6 ’angle entre le vecteur k et I'axe associé
a la derniére composante.

d—2
En remarquant que la densité d’états est pg = S’ig:)ﬂ et en introduisant la vitesse de Fermi
vp = kp/m on aboutit sans peine a
kp{ (w—|—10+ q > <w+i0Jr q >]
olqg,w) =pg— | ¥y —— | =y + — 183
xo(tw) = p q VRq 2kp VFq 2kp (183)
ol .
dQyq 1
Uy(z) = / dr k371 184
a(z) 0 o Sq z— kK cosf (184)

ott Sy est la surface de la sphere unité en dimension d (Sy = 27%2/T(d/2)).

# Exercice 6.4 : Vérifier que

Uy(z) =2—V22-1, (185)

221

[In(z — 1) — In(z + 1)] . (186)

Rq : on fera attention a ce que dans C on n’a pas toujours égalité entre In z1z5 et In z1 + In 25.

?e fors S
73 =x3U.

e RN J5v
) <y

{ {
YA
-l L e 0 ke

FIGURE 35 — Interprétation de xo(q — 0,0) >~ —pqg.

Le cas statique (w = 0) en d = 3 : la fonction de Lindhard.— En utilisant le résultat (186) de
I'exercice, nous pouvons nous placer & fréquence nulle. Nous obtenons facilement®® [85, 42, 7]

1 4k%—q2ln’2kp+q

X0(q,0) = —po |5 + S —

> S |=-mivownmy s

ce résultat est dt & Lindhard (1954). Le résultat & ¢ — 0 s’interprete aisément : a ep fixée, une
variation du potentiel statique extérieur 0U conduit a une variation de la densité de on = —pgdU
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FIGURE 36 — Fonction de Lindhard xo(q,0)/po en fonction de Q = q/(2kr).

(figure 35). La compressibilité statique est tracée sur la figure 36. Notons la divergence de la
dérivée pour q = 2kp, appelée singularité de Kohn (ou “Kohn anomaly”), sur laquelle nous
reviendrons.

Développement a ¢ — 0 et w finie.— Le résultat (186) nous permet d’obtenir sans peine le
développement de la compressibilité aux petits ¢

Xo(q,w) = +po B <?>2+;(viq)4+m] (188)

ce qui illustre que les limites ¢ — 0 ou w — 0 sont non commutantes : lim,_.o lim,, o x0(q,w) =
—po alors que lim,,_ lim,—¢ xo0(q,w) = 0.

FIGURE 37 — Domaine du plan (Q = q/(2kr),Q = w/er) ot Im xo(q,w) # 0. Les deuz paraboles
délimitant la zone hachurée (excitations particule-trou) sontw = ¢?/(2m)+vrq et w = ¢*/(2m)—
vrq ; cf. figure 21. A droite : plot 3d de —Im xo(q,w).

Partie imaginaire de la compressibilité.— La partie imaginaire de la fonction de réponse joue un role
particulier puisqu’elle est liée a I'apparition de phénomenes dissipatifs. En utilisant (183,186)
nous voyons que la compressibilité acquiert une partie imaginaire lorsque les arguments des

logarithmes, U‘;—q + ﬁ + 1, deviennent réels négatifs. Il est aisé de vérifier que ceci se produit
dans le domaine du plan (g, w) délimité par les deux paraboles w = vpq + % et w=—vpq+ %

(figure 37). Sans surprise, ce domaine correspond précisément au continuum des excitations
particule-trou (figure 21, p. 34).
Nous pouvons obtenir I’expression de la partie imaginaire de la susceptibilité (183). On vérifie

SRappelons que pour = € R, on a In(x +i07) = In |z| + ir 6(—=2).
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FIGURE 38 — Parties réelle et imaginaire de la compressibilité dynamique des fermions libres en
fonction de la fréquence Q = w/ep ; a gauche pour q/(2kr) = 0.25 et a droite pour q/(2kp) =
1.25.

sans peine que®°

T o(.) = W’Z{ [1 - (;q - %‘1F>2] 0 <1 - ) (189)

-Gk e Coleat)} o

Im xo(q,w) est représentée sur la figure 37. Partie réelle et partie imaginaire sont tracées sur la
figure 38 pour q < 2k puis g > 2kp.

w q

vpq  2kp

w q

vrq  2kp

6.5 Constante diélectrique, écrantage et oscillations plasma

Les électrons d’un métal forment un plasma se mouvant sur un fond chargé (les ions) de fagon
que I’ensemble soit électriquement neutre. Un premier phénomene induit par l'interaction entre
électrons est [’écrantage : lorsqu’une charge est introduite dans un métal, les charges du métal se
redistribuent autour d’elle pour assurer la neutralité électrique. Si on note ¢ext (¢, w) le potentiel
électrostatique que crée la charge dans le vide, le potentiel électrostatique prenant en compte
leffet de ’écrantage est réduit (@)
Pext(q,w
o(q,w) (0. ) (191)
Cette réduction est caractérisée par la constante diélectrique €(q,w). Celle-ci est obtenue en
résolvant trois équations :

1. La densité totale est la somme de la densité de charges extérieures (introduites) et de la
densité de charges induite
P = Pext + Pind (192)

2. Les charges du métal se réorganisent pour écranter la charge extérieure. p;,q est la variation
de la densité de charges du métal due a l'introduction de la charge extérieure. Elle est
donnée par le formalisme de la réponse linéaire :

Pina(q,w) = €°X(q,w) Pext(q,w) (193)

ou x est la fonction de réponse densité-densité.

607 partir de cette expression, nous pouvons retrouver ’allure tracée schématiquement sur la figure 21 et plus
précisément sur la figure 38. Ecrivons —% Im xo0(q,w) = ﬂ%@(u).
2
A) Pour ¢ < 2kr nous obtenons un comportement linéaire ©(w) = i pour 0 < w < vpq — &, puis une parabole
2 2
Ow) =1— (52 — 51-)? pour vpq — &£ <w < vrq+ - (le résultat est continu).

vEq 2kp
B) Pour ¢ > 2kr nous n’obtenons que le deuxiéme de ces comportements.
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3. La densité de charges totale obéit & I’équation de Poisson®! :

A¢+4mp =0 (194)
Les données du problémes sont donc peyt (la perturbation introduite) et x (une propriété du

systeéme, en principe connue et qui devra étre calculée plus tard). Les inconnues sont pinq, p et
¢. La résolution de (192,193,194) conduit &

1 4re?
=1+ Z x(q,w) (195)

Pour discuter plus en avant le probleme de ’écrantage, il nous faut maintenant préciser ’ex-
pression de x(q,w).

Approximation 1 : x — xo

Nous avons étudié la fonction de réponse densité-densité du gaz d’électrons libres et avons en
particulier montré que (exercice 4.1 p. 25 ou équation (187)) pour ¢ < kr

Xo(q,0) 2~ —po (196)

ou po est la densité d’états par unité de volume. Si I'on introduit ce résultat dans (195) nous
sommes immédiatement confronté & un probleme qui est la divergence de 1/e et du potentiel
écranté ¢(q — 0).

L’origine du probleme est aisée a comprendre : I’écrantage n’est pas un effet perturbatif mais
correspond a une réorganisation d’une quantité de charges du méme ordre que celle introduite.

6.5.1 Approximation 2 : Raisonnement autocohérent (RPA)

L’écrantage est du a l'interaction entre électrons, qui doit étre prise en compte pour calculer la
fonction de réponse x(q,w). Ceci peut étre mené dans le cadre de approche diagrammatique,
ce qui nécessite des développements assez techniques dont l'exposition [36, 62, 21, 42, 7] va
bien au dela de ces bréeves remarques sur le transport. Toutefois on peut montrer que la partie
dominante du résultat (la fonction diélectrique & I'approximation RPA%2) peut étre retrouvée
par un raisonnement autocohérent que nous décrivons [85, 13].

Nous écrivons la réponse de la densité au potentiel extérieur comme :

Pind = €2X0 Pext  — Pind = €2X0 o (197)
| S —
approximation 1

Il s’agit bien d’un raisonnement autocohérent puisque le potentiel écranté ¢ dépend de la charge
induite. Il est alors tres facile de montrer que :

Ae?
ERPA(qaw) =1- q2 XO((LUJ) (198)

Cette expression relie la constante diélectrique prenant en compte l'interaction entre électrons a
la compressibilité du gaz sans interaction®3. D’apres (195) la fonction de réponse densité-densité

5gcrite en unités CGS, i.e. ep = 1/4m et po = 4mw/c?. 1l est commode de retenir que la charge est alors mesurée
2
selon e? = -%= ~ 14.4eV A, si g. est la charge en unité du systéme MKSA.

N = 4meq

52RPA = Random Phase Approximation.

53La théorie de perturbation par rapport & linteraction montre que cette remarque doit étre nuancée et la
susceptibilité du membre de droite peut prendre en compte partiellement 'effet de V'interaction; cf. § 5.2 de [67]

ou [21, 7].
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du gaz d’électrons en interaction, au méme niveau d’approximation, i.e. 1/egpa = 1+ 47(']!'262 XRPA s
est :
Xo(g,w) Xo(g,w)
XRPA(Q, W) = = (199)
’ 1-— 4252 Xo(q,w) erpA (¢, w)

qui relie potentiel extérieur a la densité induite piynq = e2XRPA Pext. La fonction de réponse Yrpa
peut étre développée comme une série géométrique de termes en 1/¢*", qui redonne un résultat
xrpa (g, 0) o< ¢? pour ¢ — 0. Ceci soigne le probleme de la divergence de 1/¢ de ’approximation 1
dans la limite ¢ — 0.

Dans l’approximation dite de Thomas-Fermi, yo(g,0) ~ —pg, nous obtenons :

12
erra(q,0) =1+ 2 (200)

on k¥ VAame2py est linverse de la longueur d’écrantage de Thomas-Fermi. La présence de
la densité d’états dans cette longueur nous rappelle que I’écrantage vient d’une redistribution
des charges, ce qui est possible si suffissamment d’états sont libres, i.e. si la densité d’états au
niveau de Fermi est importante. Cette remarque nous rappelle que ’écrantage n’est parfaitement
efficace que dans un bon métal dans lequel les charges se déplacent librement.

Pour clarifier le sens de ce résultat, nous introduisons une charge pext(r) = Qd(r) nous
constatons que le potentiel dans le métal n’est pas le potentiel de Coulomb, ¢ext = 42—262, mais le
Pext ArQ

potentiel de Yukawa ¢ = A (a) = e i.e.:
() = Lerr (201)
r
La distribution de charges correspondante est donnée par :
K?
o) =Q[3) ~ e ] = [drpual) =@ (202)
Pext T/

ol le second terme correspond a la charge induite, globalement égale a la charge extérieure.

Il est instructif de comparer les dépendances spatiales de xo(r,w = 0) =~ —pod(r) et
XrpA (T, w = 0) >~ —po[d(r) — %e_’”} : Papproximation 1 ne décrit que le comportement
aux distances courtes (r < 1/k) sur lesquelles I’écrantage n’est pas encore effectif.

Nous pouvons reformuler ces remarques en comparant ces résultats avec la situation ne
prenant pas linteraction en compte. Alors que nous avions vu que xo(q — 0,0) ~ —pg, ce qui
avait été interprété sur la figure 35, nous constatons que l’écrantage conduit a x(¢ — 0,0) ~
—poqﬁ% — 0, ce qui exprime que, grace a ’écrantage, 1’électroneutralité reste globalement
(¢ — 0) satisfaite.

Singuarité de Kohn et oscillations de Friedel.— La discussion précédente repose sur I’approximation
RPA, éq. (198), puis sur 'approximation de Thomas-Fermi x¢(g,0) ~ —pg. Tout en restant dans
le cadre de I'approximation RPA nous aurions aussi bien pu injecter dans I’éq. (198) I’expression
de la compressibilité des fermions libres (187), ce qui permettrait d’accéder a la physique aux
petites distances (comparables & k;l). La structure de la fonction de Lindhard, et en particulier
la singularité de Kohn % & ¢ = 2kp, est responsable de l'existence de petites modulations

54Kohn a proposé d’exploiter la présence de cette “anomalie” (de Kohn) pour visualiser la surface de Fermi
d’un métal [52].
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FIGURE 39 — Walter Kohn (1923-), prixz Nobel de chimie 1998, et Jacques Friedel (1921-).

spatiales de la densité autour de la charge écrantée, sur 1’échelle 2kr. On parle d’oscillations de
Friedel [67, 85].

Interaction effective dans un métal.— Une conséquence trés importante du phénomeéne d’écrantage
est que 'interaction effective entre deux charges dans le métal n’est pas décrite par le potentiel
de Coulomb mais par le potentiel de Yukawa (201). Par exemple dans 'argent (k' = 0.83A), la
densité d’états est pg = 18eV~"'nm™3. On trouve une longueur d’écran k~! ~ 0.5A. L’interaction
effective entre deux électrons du métal est a trés courte portée

e? 1

Uegt(r) = —e " = —4(r) . (203)

r Po
Notons que jusqu’a présent nous n’avons pas évoqué les effets dynamiques : I’écrantage nécessite
un déplacement de charges qui n’est pas instantané. En général il faut également prendre
en compte la dépendance en fréquence de la constante diélectrique : Ueg(q, w) = Lf(’qi‘jl‘f)q) ol
Ucoul(q) = 4me? /q? est 'interaction coulombienne. Dans I’approximation RPA, ¢(q,w) — erpa (g, w),

on obtient )

Z/{e 70') - .
(4,) Ucou(¢) ™ = xo(gq, w)

(204)

On parle d’écrantage dynamique.
Par la suite nous notons simplement egpa — € et xrpa — X que nous distinguons bien de xg.

La conductivité.— La conductivité est définie comme la réponse du courant (induit) au champ
électrique (écranté) € = —Ve¢ :

Jind =0E& (205)
On trouvera également définie une conductivité [54] reliant courant induit au champ extérieur
D = €€ = —Voext : Jind = 0D. Les deux conductivités sont reliées par o¢ = o /e.

a cause de la conservation du courant, wpind = ¢Jind, 1la conductivité est étroitement reliée a
la fonction de réponse densité-densité :

w
o(q,w) = ?62 xo(g,w) (206)

ou o = ;%62 x- Nous déduisons la relation entre constante diélectrique et conductivité® :

4ri
6(Q7w) =1 + 70’((],&)) (207)
Nous vérifions également que ﬁ =1- %Je(q, w).
Nous avions vu que la partie réelle de la conductivité décrit la dissipation, sa partie imaginaire
est donc reliée a 'indice du milieu et au phénomene de réfraction.

55dans les unités CGS une conductivité a la dimension d’une fréquence en 3d (car [¢*] =énergiexlongueur).
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6.5.2 Théoréme fluctuation-dissipation dans le métal

Nous étudions dans ce paragraphe les fluctuations de charges et de tension dans le métal. La
perturbation est de la forme Hpet(t) = [ d pina(2) gext(z,t) = &+ > " p‘fgqbg’“(t) (en I’absence
de la perturbation le métal est neutre). Rappelons que la réponse de la densité (n = p/e)
au potentiel (V = e¢) est caractérisée par la fonction de réponse densité-densité x,(t) =
—=0(t)([ng(t),n_g]), reliée & la fonction spectrale & (t) o ﬁ([nq(t),n,qb par : £(q,w) =
—Im x(g,w). On se convainc que cette derniere caractérise la dissipation en introduisant une

perturbation sinusoidale d)g"t (t) = SXOE coswt. La puissance moyenne dissipée est

P = 020 1 me w)] [oe|? (208)

on a utilisé x(q,w)* = x(—q, —w).

La fonction de corrélation non symétrisée Cy(t) = T {ng(tyn_g), caractérisant les fluctua-
tions, est reliée a la fonction spectrale par la relation (54) et donc a la fonction de réponse
2h
Cla.w) = 7 —=pr I [-x(¢,w)] (209)

ind (P’opérateur qui

Ce résultat caractérise les fluctuations de la densité induite engy — py
apparait dans Hper(t)) ; nous introduisons la notation plus suggestive (| pmd ) = e’C(q,w). En
utilisant la relation (195) et I’équation de Poisson nous obtenons l’expresswn pour les fluctuations

de potentiel :

*(logial?) =

2h  4me? —1 2h
Im — Im [— 21
1—eBhw g2 |:6<q,w):| 1 _ o Bhw [~Uest (g, w)] (210)

ol Uesr(q,w) est 'interaction dynamiquement écrantée introduite plus haut. Nous rappelons que
le théoréeme fluctuation-dissipation relie les fluctuations (ici du potentiel) en I'absence de la
perturbation (i.e. lorsque ¢g ., = qﬁmd = 4’; p}lng) au coefficient de réponse (ici la compressibilité

ou la constante diélectrique).

& Exercice 6.5 : Vérifier que (]qud ) o~ 2kBT pour les basses fréquences (oq est la conduc-
tivité de Drude). Discuter la condition “w pet1te

6.5.3 Les oscillations plasma et la non commutativité des limites ¢ — 0 & w — 0

Nous avons déja observé que limg_g lim,—o x(q,w) # lim,_olimy—g x(¢,w) (avec notamment
un changement de signe de la compressibilité du gaz d’électrons sans interaction suivant 1’ordre
des limites : éq. (187) et éq. (188)). Cette propriété est également vraie pour la conductivité
limg_,0 lim,, o 0(q,w) # lim,_0lim,_0o(g,w). Loin d’étre une curiosité mathématique, cette
remarque est associée & une physique riche.

e lim,_olim,_.o : la physique de |'écrantage statique.— L’étude du cas statique, w = 0, correspond
a la discussion de la section précédente de la physique de I'écrantage. Ce résultat conduit au
comportement o(q,w) ~ —;—‘*2’62p0 pour la conductivité.

e lim,,_,lim, ¢ : les oscillations de plasma.— La limite inverse est associée aux effets dynamiques
du gaz de fermions. Si nous injectons les deux premiers termes du développement (188) dans le
résultat (199) nous obtenons pour la compressibilité du gaz en interaction

vEq\ 2
5 (%57) . (211)

x(¢;w) >~ po 5
1 K



L’analyse du dénominateur nous montre que celui-ci s’annule pour w? ~ wg + %(qu)z, ou

L, def KUP _ 47TTL€2
p \/g m

est la fréquence plasma. Autrement dit nous avons mis en évidence ’existence de modes collectifs
(résonances) décrivant des ondes de densité du gaz de fermions. Ces ondes de compression du
plasma sont appelées les modes de plasmons. Leur relation de dispersion est donc donnée par

(212)

3 3kp 2
(0pq)? = wy + L L (213)

2p(a) = w12,+5 5k 2m

Ces modes ne peuvent étre excités qu’en fournissant une énergie importante au systeme®6, d’ordre

wp ~ ﬁep. La compressibilité présente finalement un comportement divergent sur la relation

de dispersion de ces excitations

L(vrq)?

w +i07)? — [Qy(q)]?

(214)

x(q¢ < kp,w) =~ po (

(nous avons re-introduit le +i0% pour satisfaire le principe de causalité). Nous renvoyons a la
discussion du § 4.3, p. 32.

Nous pouvons maintenant passer a l'analyse de la constante diélectrique. En utilisant (195)
nous aboutissons a

w2
g <kpw) =21l - ——at—0. (215)
w* — g(UFQ)
A q = 0 nous obtenons simplement
wp
O,w)=1-—= 216
((0.w)=1-2 (216)
nq?

Ce résultat simple est relié au comportement xo(q,w) ~ de la compressibilité nue®” et au

mw?

comportement o(0,w) ~ ”mﬁ i de la conductivité, obtenu dans le § 6.1 d’introduction.

Pour insister sur l'origine du phénomene de résonance, nous reformulons le probleme d’une
maniere plus simple (négligeant la dépendance en ¢). Nous reprenons la résolution du systeme
d’équations (192,197,194), en insistant sur I'image des excitations collectives du gaz d’électrons.

Tout d’abord nous retrouvons la compressibilité libre : considérons une charge en = sou-
mise a un champ électrique oscillant. L’équation fondamentale de la dynamique prend la forme

2 .

—w?mz, = €&, et donc P, = nex, = —%Sw. En utilisant p;q = —V P on trouve finalement
_ ineq e _ neg . . 1 a1e s ng®

Pind = 1 —3&, = T —5 P, ce qui nous donne bien la compressibilité nue Xo(q,w) ~ --L5. Notons

que laspect dynamique du probléme est bien introduit dans 1’éq. (197) a travers la réponse
(retardée) xo(q,w).
Rappelons que les trois inconnues du systeme (192,197,194) sont p, ping €t @ (pext €st une
2

“donnée” du probleme). Commengons par éliminer ¢ en utilisant (194) : pinq = :Lne—iqjcbw = % p-

56Comme nous I'avons déja mentionné au § 4.3, 'existence du gap w, vient de I'interaction de Coulomb. Pour
un gaz de fermions neutres (I’Helium-3 par exemple), on parle de “zero sound’ pour désigner les modes collectifs
de compression ; comme on peut s’y attendre (en faisant w, — 0), leur relation de dispersion est linéaire aux
petits vecteurs d’onde Q(q — 0) ~ ¢,q [67].

57Si on ne s’intéresse pas & la structure & ¢ fini, ce résultat s’obtient plus simplement directement & partir de

— 2
I'éq. (181) en écrivant xo(q,w) = 2 >, fr (w+i0+6)1;+7q(ek:,iqfek)2' On injecte €xtq — €& = Vg + 34— au numérateur

tandis que la dépendance en ¢ du dénominateur est négligée.
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2
Cette équation nous permet de trouver une équation unique pour la densité totale p— % P = Poxts
1.e. en temps

d2 2 d2pext
<dtz + wp> p = a2 (217)

décrivant les oscillations globales du plasma, de fréquence propre w,. L’écrantage induit une “for-

. 7 . . 2 . . . . . .
ce” de rappel (la densité induite est wf, p= —d d’;‘;d) ; celle-ci trouve son origine dans l'interaction
entre électrons wf, o €2. L’annulation de la constante diélectrique & w = wp et la divergence de

la compressibilité x(0,w) correspondent en effet a la résonance.

Ordres de grandeur.— L’équation (216) montre que les métaux sont opaques au rayonnement
électromagnétique pour w < w, et transparents pour w > w,. Pour avoir une idée des ordres
de grandeur, considérons le cas de ’argent pour lequel k:;l = 0.83 A. On déduit que la densité

3
de porteurs est n = % ~ 6 10%® m™3, ce qui conduit a wp ~ 1.4 10%0 s~ soit 8.7eV (ce qui

correspond a des transitions dans 'UV de longueur d’onde A ~ 140 nm).

#> Exercice 6.6 : Quelle est la longueur de pénétration du rayonnement électromagnétique
dans un métal a w < wy, 7 Donner un ordre de grandeur (pour I'argent) a w < wp.

INTENSITY

o | 2 3 4 5 6 7 8
ENERGY LOSS, UNITS OF aE

FIGURE 40 — Diffusion vers l’avant d’électrons de haute énergie (20keV ) sur une feuille d’Alumi-
nium. Intensité du faisceau en fonction de l’énergie perdue par ces électrons; L’écart entre pics
AE = 14.8¢V correspond a la fréquence plasma hw, dans Ualuminium. Tiré de la référence [63].

Les modes plasmons ont été observés expérimentalement dans une célebre expérience par
Marton et al [63]. On bombarde une feuille d’aluminium par un faisceau d’électrons de tres
haute énergie (pour la physique de la matiere condenséee) B = 20keV. L’énergie des électrons
diffusés vers ’avant est mesurée : on observe des pics dans 'intensité des électrons détectés a
des énergies Eg“ = Eéni — nhwy, correspondant aux électrons excitant n plasmons lors de la
traversée de la feuille (figure 40).

Amortissement des modes plasmons.— L’existence de modes collectifs a été pointée en analysant
la divergence de la fonction de réponse a ’approximation RPA

Xo(q,w) Xo(q,w)
x(q,w) = = — . (218)
1- Zi XO(p%M) 1+ %U(qvw)

Pour ¢ <« kpr nous avons constaté une annulation du dénominateur pour des valeurs réelles de la
fréquence, conséquence du fait que Im xo(¢ < kp,w) = 0. Nous avions toutefois remarqué dans
la section 6.4 que la compressibilité du gaz d’électrons libres acquiert une partie imaginaire non
nulle dans un domaine du plan (¢, w) correspondant au continuum des excitations particule-trou
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(figure 21). Dans la région hachurée de la figure 21, Im xo(q,w) # 0 (i.e. Reo(q,w) # 0) et on

obtient donc une structure )

w —Qp(q) +1/7(q)
les oscillations du plasma s’amortissent a cause de la dissipation (I’excitation de paires particule-
trou). On parle de “Landau damping’ (figure 21). %

x(q,w) ~ (219)

6.6 Formule de Kubo-Greenwood

Le point de départ de la discussion qui sera menée dans la section suivante est la formule de
Kubo-Greenwood que nous démontrons dans ce paragraphe.

Dans un expérience de transport typique, la mesure de la résistance de 1’échantillon est une
mesure d’une propriété globale du systeme : le courant total, plutét qu'une densité de courant
locale, en fonction de la d.d.p aux bornes du systéme. Bien souvent, la mesure est effectuée a une
fréquence petite, mais finie, ce qui aide a séparer le signal du bruit. La situation expérimentale
qui nous intéresse correspond donc & I'ordre des limites lim,, g lim,— 0(g,w), aussi nous allons
directement étudier la réponse du courant moyen (¢ = 0), a fréquence finie.

Choix de jauge.— Le calcul de la conductivité dans la section 6.1 a été fait pour un choix particulier
de jauge : Pext(r,t) = —E(L)r et Aext(r,t) = 0. En appliquant les résultats généraux du cours nous
avons abouti & la formule (175). Pour décrire la situation ou le champ électrique est uniforme,
nous aurions pu faire un autre choix de jauge : ¢ext(r,t) = 0 et Aexi(r,t) = — [ Ldt' £(t'). Nous
faisons ce choix de jauge dans le paragraphe qui suit.

Le courant total est une moyenne de I'opérateur muio; = p — eA — e Aext. La réponse linéaire
du courant contient donc un terme directement proportionnel au potentiel vecteur extérieur, et
la réponse linéaire de v = (p — eA)/m. Nous aboutissons alors a :

= _ 1 e 1 S i Oodt (w=0%) (100 (4) . v 290
oij(w) = w0t v Tl ; e ([vi(t), vs]) (220)
Cette expression montre clairement que la conductivité est reliée a une fonction de corrélation
courant-courant.
# Ezxercice 6.7 : Vérifier que (175) et (220) sont deux expressions équivalentes.

Nous pouvons écrire I'expression de la conductivité du gaz d’électrons sous la forme :

~ i 211 .
Gij(w) = ﬁ% 03 > o= Kij(w) (221)
ol
K@) ==Y (fa— 1) (vi)ap(v))pa (222)
() ~ o 6W+€a—65+i0+

est la TF de la fonction de corrélation courant-courant : K;;(t) = i6(t)([v;(¢), v;]). On rappelle
que fo = f(€q) désigne la distribution de Fermi-Dirac.

5En écrivant (218) en terme de la conductivité nous avons souhaité insister sur le fait que ’amortissement
des plamsons vient de la partie réelle, dissipative, de la conductivité. Il serait tentant d’utiliser la formule de
Drude pour rendre plus précise la discussion, toutefois il faut noter que le comportement o (0, w) = "miz w_:_iT n’est
valable que dans un domaine de basses fréquences wr < 1, alors que les modes plasmons sont associés a de treés
hautes fréquences, comme on ’a vu. La durée de vie des modes plasmons n’a en général rien & voir avec le taux
de relaxation de la formule de Drude Par exemple, dans les échantillons d’argent trés purs Ag6N (moins d’un
impureté pour 10° atomes, le libre parcours moyen élastique est £o ~ 30 nm, i.e. 1/7 = vr/le = 410" 571 alors

que nous avons vu plus haut que w, ~ 1.4 1016 571

69



Par la suite nous laissons tomber les indices pour simplifier la discussion (ce qui revient a
nous concentrer sur la conductivité longitudinale o, ).

|”a,3|2

€a—€g

W ot I gLl (223)

—€p

# Exercice 6.8 : Régle de somme-f.— Montrer que ﬁ +2 5 =0, ou vag L alva] B),

puis déduire :

# Ezxercice 6.9 : Dans le cas libre la fonction I?(w) est discontinue en w = 0.— On a

. 2
K(w)=— Z;(fa L elvjﬁeyﬁ +i0+ (224)

Lorsque w = 0, le 07 au dénominateur devient inutile car le numérateur s’annule pour®? e, = €3-
En déduire K (w = 0). Dans le cas libre les éléments de matrice de la vitesse sont : (k|v|k') =
%51:,1@' (Ik) est une onde plane). Montrer que K(w # 0) = 0. Retrouver I'expression de la
conductivité du gaz de fermions libres.

La regle de somme- f, qui traduit la conservation du nombre de particules nous a permis de
montrer que _ B
Fw) = i€ K(0) - K(w) (225)
V.  w+i0t
Cette structure peut également se comprendre comme une conséquence de I'invariance de jauge™
puisque K (0) traduit la réponse a un potentiel vecteur constant qui peut étre éliminé par une
une transformation de jauge, et ne doit donc pas donner lieu & ’apparition d’un courant.
Notons que I'expression (225) de la conductivité doit étre maniée avec précaution. En effet,
nous avons vu que la fonction K (w) du gaz d’électrons libres est discontinue en w = 0. Cette
fonction n’est pas toujours dérivable a l'origine. Cette expression nous permet d’obtenir ’ex-
pression de la partie réelle (dissipative) de la conductivité (longitudinale) en terme des éléments

de matrice de Popérateur vitesse a un corps (formule de Kubo-Greenwood) :

Reo(w) = Z f(¢a) = f(¢a + hw) [Vap|? 8(hw + €q — €5) (226)

En introduisant [ ded(e — €,) = 1 dans la somme, nous aboutissons a l'expression :

Red(w) = / fe) = flethw) oy {o,0(c + b — H)(c — 1)} (227)

ou la trace est prise sur les états & une particule (dans l'expression H est I’hamiltonien d’un
électron). L’intérét de cette relation apparaitra par la suite lorsque nous relierons la conductivité
aux fonctions de Green a un corps. Nous en déduisons ’expression de la conductivité a fréquence
nulle 0 = 5 (w =0) :

a:”Vez de( ‘Z{) Tr{ 5(6—H)17x5(6—H)}—>2Tr{ﬁm5(ép—g)@m5(€F—I:I)}

%9%i £(0) =0 et |f(0)| < oo on vérifie sans peine que Zi(lzﬁ = f(T) puisque f(z)d(z) =0 et Pf(T) f(r)
"ORappelons que 'invariance de jauge est la symétrie continue associée & la conservation de la charge electrlque
(théoreme de Naether). Il n’est donc pas surprenant d’aboutir au méme résultat en utilisant 'invariance de jauge

ou la conservation du nombre de particules.
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La fonction —% est une fonction étroite, de largeur kg7 : seuls les états dans le voisinage de

er, t.q. |éq — €r| S kpT interviennent dans le transport longitudinal. La vertu de 1’expression
est de montrer que la conductivité longitudinale est une propriété de surface de Fermi
(contrairement & la conductivité transverse [72, 73]). L’expression présente la structure d’un
corrélateur de la vitesse (le courant moyen) pour les électrons a la surface de Fermi.

6.6.1 Conductivité d’'un anneau mésoscopique

us allons voir qu re e somm est modifiée lorsqu eme ede un
Nous allons e la le de somme (223) est modifiée lorsque le syst ossede une
géométrie non connexe, comme c’est le cas pour un anneau. La conductivité recoit alors un
terme supplémentaire. La présente discussion est inspirée des références [77, 69].

#v Ezercice 6.10 : Courant permanent dans un anneau.— On considére un anneau unidimen-
sionnel de périmeétre L traversé par un flux magnétique ¢. Le potentiel vecteur dans I’anneau peut
étre choisi constant A = ¢/L. Donner le spectre {¢,(z), €,} de hamiltonien Hy = 5-(p—eA)>.
Calculer le courant I,(¢$) associé a I'état ¢, (x). Vérifier que I,(¢p) = —0pen(¢) (on pourra
retrouver cette relation par le théoréme Feynman-Hellmann).

#y Ezercice 6.11 : Regle de somme-f dans I'anneau.— Soit Hyss I’hamiltonien obtenu pour
un flux ¢ + 0¢. Expliciter le développement des énergies €,(¢ + d¢) = €a(P) + ¢ Dpea(P) +

%5¢2 8§GQ(¢) + --- en utilisant les formules de la méthode des perturbations stationnaires pour
2
Hy 54 = Hy +W. En déduire que Zﬂ r;“fe‘ﬁ = —ﬁ + 262 %(;51 puis
v
foﬁZ '“ﬂ' - Zfa (229)
ou I, = —0g€, désigne le courant permanent de I’état individuel.

Alors que 'expression (221) de la conductivité est générale, la relation (225) se trouve mo-
difiée par la présence du nouveau terme dans la regle de somme :

2 K(w)— K(0) L oI, L ,
& = erm - 12
L iw + iw 0¢ + iw Z Jola

(230)

5anneau (w) =

ol Iperm (@) o >0 fala(@) est le courant permanent total. Nous voyons donc apparaitre deux
nouveaux termes ayant pour origine la totpologie non triviale du systéme (un anneau). Le
troisieme terme s’interprete facilement : une modulation du flux ¢ — ¢ + d¢,e ™! correspond &
un champ électrique £(t) = %5¢we_i“’t. Le dernier terme de (230) est un terme réactif et traduit
simplement la modulation du courant permanent : Iperm(¢ + 06(t)) =~ Iperm(¢) + < L 81"“‘“5 (t).
La présence de f!, = O.f(eq) dans le quatriéme terme indique qu’il s’agit d’un terme de Surface
de Fermi).

Les deux derniers termes de (230) sont en pratique difficiles & observer car il s’agit d’effets
cohérents, i.e. d'un effet d’interférences quantiques’!. En pratique la cohérence de phase est
limitée sur une échelle L., que nous appellerons longueur de cohérence de phase, a cause des

"'Courant permanent et effet Aharonov-Bohm.— L’existence du courant permanent est lié & l’effet
Aharonov-Bohm [2] que nous décrivons. L’équation du mouvement en mécanique classique fait intervenir les
champs électrique et magnétique alors que 1’équation de Schrédinger (1’équation gouvernant la dynamique quan-
tique) dépend des potentiels scalaire et vecteur. Il est possible d’imaginer une situation ol une particule explore
une région ou les champs sont nuls sans que les potentiels ne le soient. Sa dynamique classique serait la dyna-
mique libre alors que la dynamique quantique est affectée par la présence des potentiels. Dans le cas de 'effet
Aharonov-Bohm, on considére un solénoide infiniment fin traversé d’un flux ¢. Hors du solénoide, supposé a

Porigine, le potentiel vecteur est A = %ﬁg. Alors qu'’il n’explore que des régions ou le champ magnétique
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interactions avec les autres degrés de liberté (phonons, autres électrons,...). a basse température
(T ~ 1K on attend typiquement L, ~ 1 pm). On s’attend & une suppression du courant
permanent du type Iperm ~ e L/Le | qui ne le rend observable que pour des anneaux de diamétre
micrométrique.

FIGURE 41 — David Bohm (1917-1992) et Yakir Aharonov (1932-).

Conductivité grand-canonique/canonique.— L’expression (230) a été obtenue en supposant que
I’équilibre thermodynamique correspond a l’ensemble grand-canonique, i.e. pour un potentiel
chimique fixé. Il existe différentes manieres de mesurer la conductivité d’un anneau [69] : soit en
connectant I’anneau dans une expérience de transport, soit en mesurant ’absorption de ’anneau
isolé. Alors que la premiere situation correspond a fixer le potentiel chimique, la deuxiéme impose
de fixer le nombre de particules, ce qui induit une modulation du potentiel chimique avec le flux
et génere l'apparition d’un autre terme dans la conductivité [77, 69].

6.7 Conductivité d’un métal faiblement désordonné

Jusqu’a présent, notre analyse des propriétés de transport a été essentiellement basée sur la
théorie des bandes de Bloch, ou sur sa version simplifiée (le modele des électrons libres), qui
suppose une structure cristalline parfaite. En pratique 'existence de défauts structurels ou la
présence d’impuretés brise l'invariance par translation dans le cristal, ce qui a des conséquences
importantes sur les propriétés de transport. La modélisation de ces défauts se fait via I'introduc-
tion d’un potentiel aléatoire V(r). Insistons : ce potentiel n’a pas de dynamique, & un échantillon
correspond une configuration du potentiel désordonné. On parle de désordre gelé (quenched). A
une situation expérimentale donnée correspond une réalisation de V(r) et les quantités physiques
dépendent elles-mémes de la configuration du désordre. Dans le cadre d’une analyse théorique,
nous ne serons capables de calculer que des quantités moyennes (ou de caractériser leurs fluc-
tuations). Dans une situation expérimentale il faudra se poser la question de savoir comment la
moyenne sur le désordre est réalisée, ou comment utiliser les informations sur la moyenne et les
fluctuations pour analyser le résultat obtenu pour une configuration.

La premiere question est donc : que devons-nous calculer ? La distribution de la conducti-
vité 72 P(o)? Sa valeur moyenne o ? Evidemment la réponse n’est pas unique et dépend de la
situation (et du courage du physicien). Dressons un panorama pour avoir une idée du comporte-
ment d’une onde électronique dans un métal désordonné. ™ Nous introduisons quelques échelles
pour cela. Rappelons que le transport est une propriété de surface de Fermi, une premiere échelle

est nul, un électron tournant autour du flux recevra une phase glee/n qui peut étre mise en évidence dans une
expérience d’interférences. Dans un anneau traversé d’un flux magnétique, c’est cette phase Aharonov-Bohm qui
induit 'existence du courant permanent.

"2Nous notons ~—- la moyenne sur le désordre et gardons (---) pour la moyenne statistique/quantique.

"3Si nous parlons de transport quantique, les aspects ondulatoires sont importants : nous sommes ici intéressés
par la question de la propagation d’une onde dans un milieu désordonné.
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d’énergie est ’énergie de Fermi ep. Il faudra lui comparer une échelle d’énergie liée au potentiel
désordonné. ™ Nous introduisons plutét le vecteur de Fermi kr (Iinverse de la longueur d’onde
de Broglie) et le libre parcours moyen élastique /¢, la distance entre collisions sur le désordre.

Le régime de faible désordre (kpf. > 1).— La conductance adimensionnée " est grande g > 1
(c’est le cas d’un bon métal). La conductance est donnée par le résultat classique (Drude) a de
petites corrections quantiques pres : ¢ = gprude + Ag avec gprude > 1 et Ag < 1. Les fluctuations
relatives de la conductance sont faibles (dans un échantillon macroscopique gpruge > 1 >
Ag > (g —9)?. Les fluctuations sont maximales dans le régime mésoscopique ot1 I’échantillon
est compleétement cohérent ; dans ce cas gprude > Ag ~ (9 — )2 ~ 1; le régime “mésoscopique”
est défini ci-dessous).

Le régime de fort désordre (kpf. < 1).— Lorsque le désordre est trop important le systéme
devient isolant. Ce phénomene d’interférences est appelé localisation forte [12]. Dans ce cas la
conductance varie fortement d’un échantillon a l'autre (certaines configurations rares des impu-
retés peuvent favoriser le transport et augmenter énormément la conductance). La distribution
de la conductivité est une loi large et la donnée de & n’a pas forcément un grand intérét.

Le critere A\p ~ £, permettant de séparer les deux régimes de localisation est appelé “critere
de Ioffe-Regel” [45].

Le role de la dimensionnalité.— La dimensionnalité est un parametre essentiel dans le probleme
de propagation d’un onde en milieu désordonné et 'effet du désordre est renforcé en allant vers
les basses dimensions. ® Dans un échantillon tridimensionnel, la transition de localisation se
produit en augmentant la force du désordre. Dans la situation unidimensionnelle le régime de
localisation forte peut étre observé pour un désordre faible (kpf. > 1). Si on considere un fil
quasi-undimensionnel, de longueur L et de section W t.q. N. ~ (kpW)?~1 > 1 (le nombre de
canaux '7). En faisant varier la longueur du fil & désordre (faible) fixé, nous observons trois
régimes (a) L < £, correspond au régime balistique, (b) £ < L < floc ~ Nele au régime diffusif
et (¢) L 2 foc au régime localisé. "8 Le cas extréme montrant le role de la dimension est la
situation strictement unidimensionnelle pour laquelle le régime intermédiaire de faible désordre
n’existe pas car f}oc ~ . Enfin, mentionnons I'approche de la théorie d’échelle [1] : en postulant
I'existence d’un unique parametre d’échelle (la conductance) et moyennant quelques hypotheéses
minimales, les auteurs montrent que la transition de localisation n’existe que pour d > 2.

La décohérence.— Nous avons discuté des propriétés de la diffusion d’une onde électronique
dans un environnement désordonné. En pratique, les phénomenes d’interférences sont limités
car l'électron interagit avec d’autres degrés de liberté : il subit des collisions inélastiques (col-
lisions entre électrons ou avec les phonons) qui modifient son énergie et donc sa phase de
maniere aléatoire. Dans une situation réelle les phénomenes d’interférences quantiques ne sont
observables qu’en deca d’une certaine échelle de longueur caractérisant 1’efficacité des processus
inélastiques pour détruire les phénomenes d’interférences. Cette longueur est appelée longueur de
cohérence de phase L,. Nous définissons le régime mésoscopique comme le régime ou le systeme

"Par exemple Iintégrale de la fonction de corrélation w = JdrV(r)V(0) est une échelle pertinente.

"Dans une expérience de transport on mesure une résistance ou une conductance G = 1 /R. La conductance

. . 7 z d f
adimensionnée est donnée par le rapport de la conductance par le quantum de conductance : g = 65 ’

(si on
&f ﬁ ; dans cette fin de chapitre nous
ignorerons le spin qui ne joue aucun réle dans la discussion). Le quantum de conductance vaut e?/h = 1/(25.8kQ).

"®Par exemple, en dimension 1, le régime diffusif de faible désordre n’existe pas et tout potentiel aléatoire &
corrélations de portée finie conduit & la localisation de toutes les fonctions d’onde [60].

"TUn fil balistique se comporte comme un guide d’onde et est caractérisé par un certain nombre de modes
transverses. On parle de “canaux”.

™ Ici nous avons introduit la longueur de localisation calculée dans le contexte de la théorie des matrices
aléatoires [29, 64] fioc ~ Ncle. On pourra se référer a article de revue trés pédagogique de Carlo Beenakker [15].

prend en compte la dégénérescence de spin une meilleure définition est g
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est completement cohérent : L S L, ou L est la taille typique du systéme. L, dépend fortement
de la température. Typiquement L,(T = 1K) ~ 1 pum et peut atteindre 10 ou 20 ym vers 10 mK.
Les phénomenes d’interférences ne sont donc observables qu’aux tres basses températures et le
phénomene de localisation forte difficile & observer [41]. Bien que 1’étude du probléme soit gran-
dement compliquée par I'interaction électron-électron [34], puisque celle-ci détruit la cohérence
de phase assez vite, nous nous retrouvons de facto dans le régime de faible désordre, méme
en basse dimension (quasi 1D). Pour formuler les choses autrement, disons que le phénomeéne
de localisation forte, un phénomene cohérent, ne peut étre observé que pour L = f),. mais
qu’en pratique il est tres difficile que le systeme soit cohérent a cette échelle : on a en général
L,(T) < loc-

Toutes ces remarques montrent qu’en ce qui concerne les métaux, il est pertinent de se limiter
au probleme de I’étude du transport quantique dans un bon conducteur dans le régime de faible
désordre et nous nous attacherons a calculer la conductivité moyennée sur le potentiel aléatoire.

Le seconde question est d’ordre méthodologique : comment effectuer la moyenne sur le
désordre dans le calcul d’une quantité (la conductivité)? Nous avons souvent décomposé la
conductivité sur le spectre de I’Hamiltonien ; il est exclu de résoudre I'équation de Schrodin-
ger pour une configuration du potentiel puis de réinjecter le spectre dans une formule de type
Kubo-Greenwood

Red(w Vol Z [vas|? 8 (Fw + €o — €5) (231)

ol la somme porte sur le sepctre des états quantiques individuels {eq, | @a )} €t Vag = (@a|vz| ©8)
est ’élément de matrice de 'opérateur vitesse. Vol est le volume et f(¢) la distribution de Fermi-
Dirac. Il devient donc essentiel de manipuler un objet compact contenant toute 'information
sur le spectre, qui sera directement calculé en présence du potentiel désordonné. Un tel objet est

la fonction de Green G(r,r'; E) < (r] Ei 7l =2, %W, dont les poles correspondent
au spectre des valeurs propres et les résidus aux fonctions d’onde. La conductivité peut en effet
étre reliée a la fonction de Green

Re & (w / Je) = flet o) {ob(e + o — F)ud(e — 1) } (232)

ou la trace est prise sur les états & une particule (dans l'expression H est ’'Hamiltonien d’un
électron). Nous introduisons les fonctions de Green retardée et avancée GRA(r 1/ E) £ G(r,1'; 2 =
E +i0") qui peuvent étre reliées aux opérateurs de la trace : AG(r,r'; E) o GR(r,r"; E) —
GA(r,r's B) = —2in{r|0(E — H)|r"). L’étude du transport dans les métaux nous suggere de
travailler plutét dans une base d’ondes planes | k) (états propres du probléeme non désordonné).
Nous introduisons

1
R,A I, def /
GV (kK E) = <k‘7E—HiiO+|k> (233)
en terme de laquelle (232) devient :
f 5 + w 1 / /. /..
Reo(w) = 47Tm2 / Vol E ky ky AG(k, K e +w) AG(K', ks €) (234)

k&

La méthode ? Maintenant que nous avons introduit le “bon” objet, reste a savoir comment
le manipuler, i.e. comment effectuer la moyenne sur le désordre de produits de fonctions de
Green, supposant donnée la distribution DV P[V] du désordre La difficulté vient notamment
de la présence du potentiel au dénominateur dans G(E) = 5 H Deux méthodes utilisent un
“truc” pour exponentier le dénominateur et faire apparaitre la fonctionnelle caractéristique du
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potentiel : la méthode des répliques [47] ™ et la méthode supersymétrique [80, 33]. La mise en
ceuvre de ces deux approches nécessite des techniques de théorie des champs assez sophistiquées.

La troisieme méthode, que nous suivrons, est ’approche perturbative ou nous développons
perturbativement G(FE) avant de le moyenner sur le désordre. Comme nous I’avons déja souligné,
les résultats intéressants sont non perturbatifs dans le désordre. Cette approche n’est intéressante
que si nous pouvons resommer les corrections perturbatives. Le cas unidimensionnel permet une
resommation complete des corrections perturbatives dans le cas ou le potentiel est un bruit
blanc [16, 17]. En vérité ces techniques assez lourdes ne sont pas indispensables et peuvent étre
évitées au profit de méthodes non perturbatives probabilistes plus élégantes [60, 61] (au moins
a mon goit, par exemple cf. [27]). Dans les problémes a plusieurs dimensions nous devrons
nous contenter de resommations partielles qui ne seront valables que dans le domaine de faible
désordre. Nous préciserons cette remarque par la suite.

6.7.1 Meéthode des perturbations et choix d’un modele de désordre

Nous avons expliqué plus haut que I'objet de base codant 'information sur le systeme est la

fonction de Green. Celle-ci peut étre calculée perturbativement. Si on pose G = ﬁ avec

H=Hy+YVonaG=Gy+ GyVGy+ GoVGVGy+ --- ou Gy = E%HO. La fonction de Green
libre est diagonale dans I’espace de Fourier
1 1

(k| =K} = 6w Go(k)  avee Go(k) = ——
’ E — ¢

235
o (235)

ol € S % (Tant que cela n’est pas nécessaire nous ne spécifions pas s’il s’agit de la fonction de
Green avancée ou retardée). Pour aller plus loin il nous faut savoir comment modéliser les défauts
(impuretés, défauts structurels) et le choix du modele a-t’il une influence sur la physique ? En
général la réponse est oui, évidemment, toutefois nous nous intéresserons a un régime de faible
désordre (encore a caractériser) et seul le second cumulant de V sera important. Pour cette raison
nous pouvons nous limiter au choix d’une distribution gaussienne, entierement caractérisée par la
fonction de corrélation V(r)V(r'). En pratique il est raisonnable de supposer que les corrélations
du potentiel désordonné sont a courte portée, nous les prendrons de portée nulle pour simplifier.
En conclusion, pour I’étude des propriétés de transport dans les métaux faiblement désordonnés

il est suffisant de choisir le modeéle minimal :
1
DY P[V] =DV exp— - / drV(r)? (236)

Afin de comprendre comment fonctionne la méthode des perturbations, calculons les premiers
termes de la fonction de Green moyenne G.

Vertex.— Comme nous travaillons dans 1’espace réciproque le calcul fera intervenir la moyenne
des éléments de matrice de V (le vertex élémentaire décrivant 'interaction entre un électron et

™ La méthode des répliques [32, 35] repose sur le truc suivant. On écrit : % = limp—o [ dq;‘% eféA‘Ei ou (5 est
un “champ” & n composantes (les n répliques). On transforme le calcul de (%) (difficile) en (€7**) (facile). Le
prix & payer est de faire tendre le nombre de composantes n vers 0! Appliquons le truc au calcul de la fonction

de Green moyenne : (z|[(H — E)~1[a') = lim,_o [ D¢ %‘b(z/)e_s oll ¢(z) est un champ & n composantes. La
moyenne sur un désordre gaussien, DV P[V]| = DV exp fﬁ [dz V(x)?, génére une action S = J dzL pour une
théorie des champs en interaction L = 1(8,¢)> — £¢*> — £¢* (chapitre 9 du tome 2 de 'ouvrage d’Itzykson &

Drouffe [47]). Si on considére un probléme invariant par translation (au moins aprés moyenne sur le désordre) on
peut encore simplifier le calcul en écrivant (z[(H — E)~![z) = limn—o 2 2 [ D¢ €~ de laquelle on peut extraire

la DoS en faisant E — E +i0™".
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le potentiel désordonné pour le calcul de quantités moyennées) :

w
(g T Ra (VTR = ey ek (237)

ou kq et k, sont des impulsions entrantes et ky et k; des impulsions sortantes. Cette expression,

la TF de la fonction de corrélation V(r)V(r’) = wd(r —r’), montre que I’invariance par trans-
lation est restaurée aprés moyenne sur le désordre. On peut interpréter physiquement
le corrélateur comme une double interaction avec un défaut localisé. 89 Cette diffusion par le
défaut permet de transférer de 'impulsion d’une fonction de Green & une autre.

Nous commencons par calculer le premier terme non nul en moyenne : GoVGoVGy. Le terme

d’ordre 2 de G(k, k') s’écrit :

w

k K = Golk 8. 1 Go(K") Go(k') = 610 Go(k)2—- 9
(k|GoVGoVGol| k') = Go( );Vol ki Go(k") Go(K') = 0p iy Go(k) Volzq:GO(Q) (238)

D’apres la remarque sur l'invariance par translation et la conservation des impulsions au niveau

du vertex, il était clair que le résultat avait la structure G(k, k') = 6 1yG (k). Le premier terme
du calcul perturbatif de la fonction de Green moyenne est finalement

L w k-q /x\k—q
P2G(k) = Go(k) |5 D Gola)| Golk) =" _ (239)
q k q k

La petite représentation graphique nous permet de déduire facilement les regles de Feynman.

FIGURE 42 — Richard Feynman (1918-1988).

Reégles de Feynman.

1. A Tordre 2n des perturbations en V, on dessine les (2n — 1)!! diagrammes : une ligne
continue représente une fonction de Green libre Go(k), une ligne pointillée une double
interaction avec un défaut.

2. On associe des impulsions de facon a respecter la conservation de I'impulsion a chaque
vertex.

3. Chaque double interaction est associée a un poids w.

8931 nous avions choisi un modele plus général de désordre, le cumulant d’ordre p serait associé & p interactions
avec un défaut. Pour clarifier cette remarque, considérons le modele de potentiel désordonné V(r) = vo >, 0(r—7i)
ol les positions sont distribuées selon la loi de Poisson (positions décorrélées pour une densité moyenne n;). Le

calcul du second moment V(r)V(r') = v} D iy O(r —1i)o(r' — ;) +vd(r—r") 3, 8(r — 13i) = (nivo)*+nivgd(r—r")
montre que le second cumulant s’interprete comme une double interaction avec une méme impureté. Le cumulant

-
V(ri) - V(rn) =mnwvid(r1 —r2)---8(r1 — ry) correspond & n interactions avec une impureté.
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. . . 1
4. On somme sur toutes les impulsions libres selon 5 > -

Nous déssinons les trois diagrammes obtenus a 'ordre suivant :

(240)

Self énergie.— Nous pouvons remarquer que le premier des diagrammes de (240) correspond a
une répétition du bloc de la premiere correction (239), que nous notons :
X

SHRVERNREE NP 241

a chaque ordre, certaines des corrections contiendront également ce bloc et un des (2n — 1)!!
termes sera n répétitions de ce bloc. Il y a un moyen tres simple de resommer tous ces termes
(c’est une série géométrique) :

1
Go(k)_l - 22 B

Nous pouvons donc regrouper dans un objet que nous appelons la self énergie et notons X(E),
tous les blocs insecables par un seul “coup de ciseau” dans une ligne de fonction de Green.
Outre que cette remarque permet de resommer une infinité de diagrammes sans effort, 'intérét
d’introduire cet objet est de conduire a une fonction de Green moyenne présentant une structure
similaire & la fonction de Green libre, donc plus facile & analyser :

1
E— e, — S(E)

Le calcul du terme d’ordre n de X(FE) présente moins de diagrammes que celui de G(E).
Considérer le développement perturbatif de ¥(FE) est une manieére de prendre en compte des
corrections d’ordre n de G(FE) se déduisant de maniere évidente des ordres n’ < n. Par exemple,
a lordre w?, ¥4 sera donné par le diagramme de X9 plus deux diagrammes d’ordre w? corres-

pondant aux deux derniers termes de (240) :

G(k) =

(243)

s, = (244)

#5 Ezercice 6.12 : Dessiner tous les diagrammes de Y (la self-énergie & I'ordre w?). Comparer
avec 02G(k) + 0*G(k) + G (k).

Les deux échelles du probléme sont ’énergie de Fermi e¢p (rappelons-nous que la conductivité
longitudinale fait intervenir les fonctions de Green a E = €p) et le désordre w. Dans la limite
de faible désordre nous pouvons rester & 'approximation L(E) = Y9(E) + O(w?). La partie

imaginaire est importante car elle décale le pole de la fonction de Green 8!
1 w 1
5= —ImX¥(E) ~ —ImSXE) = ~Val Zq:lm GR(q) = mpow = = 2mpow|  (245)

8'Nous jetons un voile pudique sur la partie réelle de la self énergie. A priori celle-ci est une fonction réguliere
de l'énergie et elle pourrait étre éliminée par une reparamétrisation du spectre des énergies. En y regardant de
plus prés nous constatons que Re X diverge en dimension d > 1. Ce probléme vient de la nature singuliere des
corrélations du potentiel en § de Dirac. La méme difficulté apparait dans ’analyse de ’'Hamiltonien —A + v §(r)
en dimension d > 1. Une maniére de donner un sens au probléme a été proposée dans larticle [48].
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ou po est la densité d’états par unité de volume. Nous oublions sa partie réelle (si elle est
constante elle peut étre absorbée dans un changement de zéro des énergies). A cette approxima-
tion

1

éR(k;eF) = i
€ — €k + brs

(246)

T, s’interprete comme la durée de vie de 'onde plane, i.e. le temps pendant lequel la direction
de Iimpulsion est conservée (le module de 'impulsion est conservé au cours des processus de
collision sur le désordre statique). Il s’agit donc du temps de parcours moyen élastique. On peut
lui associer le libre parcours moyen élastique ¢, = vpTe, ou vp est la vitesse de Fermi. Nous
pouvons maintenant définir précisément le critére de faible désordre : 1’échelle d’énergie 1/,
caractérise la “force” du désordre (le taux de diffusion d’un électron par le potentiel désordonné),
le régime de faible désordre correspond donc a

erTe>1  ou (247)

#» Exercice 6.13 : Montrer que, dans la limite de faible désordre, la fonction de Green dans
Pespace réel présente la structure

~R N ~ R 1N A—R/20e 1 ikp R—R/20c
G (") ~ GR(r, ") B/ R re= e / (248)

ou R = ||r —7'||. (Le calcul est simple en d =1 et d = 3; en d = 2 il n’est valable que pour
kpR > 1).

# Ezercice 6.14 : Dans cet exercice on souhaite resommer une classe particuliére de dia-
grammes pour calculer la self énergie :

|
+

2ernp = £

Dans I’espace de Fourier, écrire une équation de récurrence pour Yemp. En déduire I'expression
de la self énergie. Montrer que Yemp ~ X9 pour €pTe > 1.

6.7.2 La conductivité a approximation de Drude

Nous commengons par plusieurs remarques permettant de simplifier (234). (i) Dans la pratique
les fréquences correspondant a une situation expérimentale sont toujours t.q. w < 1" (rappelons-
nous que 7' = 1K correspond a 140 GHz). Nous procédons a la substitution W — —%{.
(i) D’autre part I’élargissement thermique ne joue aucun role dans la calcul de la conductivité
moyenne (ceci ne serait pas vrai si nous étudiions les fluctuations de la conductivité). Nous fixons
T = 0. (4i) Dans le produit AGAG = (G} — G*)(GR — G*), on peut montrer que seuls les
termes GRG? et GAGR apportent des contributions importantes, aprés moyenne. Finalement,
notre point de départ est 82 :

— e 1

W) = 5 Vol

> ka K, GR(E, K5 ep + w) GA(K ks ep) (250)
kK’

La conductivité est donnée par un produit de fonctions de Green. La premiere chose la plus simple
< C s . o . —mAr . ARAA
a faire consiste & négliger les corrélations entre les deux fonctions de Green : GRGA ~ G G".

**Notons que ces trois hypotheses conduisent & Reo(w) oc Y, 1 Kz ki Re[GR(k, ks er + w) GA (K ks er)], ce
qui est un petit peu plus faible que (250), sauf dans le cas w = 0.

78



En utilisant GR(k, k') = 5k7k/GR(/€), nous obtenons

2

———Drude e 1 2 =R A

o(w =—— k:iG (ke w) G (k;e 251
Le calcul de ce type de quantité est tout a fait standard et des expressions similaires apparaitront
par la suite. Nous remplacons k2 par k2/d (isotropie de la relation de dispersion) puis k2 par
k‘% pour le sortir de la somme (ce qu’on peut justifier plus soigneusement en calculant la somme
dans 'exercice ci-dessous).

: —R —A 1
# Exercice 6.15 : Montrer que v 2k G (ksep +w) G (ksep) = T—ior -
Indication : justifier ﬁ Yok — PO fR deg, ol pg est la densité d’états par unité de volume au

niveau de Fermi, puis utiliser le théoréme des résidus.

Finalement nous aboutissons a :

2 1.2 2
————Drude e kF 1 e Te 2€Fp0 1
o(w = —= 2T PO, - = - 252
() 2am2 d P07 T iwTre m d 1-—iwr, (252)
Nous reconnaissons la densité électronique, n = %FT’JO, et finalement
2
———Drude oo . ne“Te
o(w = — ou og= 253
() 1 —iwTe 0 m (253)

Nous avons bien retrouvé le résultat du modele semi-classique de Drude-Sommerfeld. Alors que
la conductivité du systéme balistique présente une divergence a w — 0, o(w) x i/w, que nous
avons interprétée, 23 les collisions sur les défauts sont responsables d’une conductivité finie &
fréquence nulle.

#v Exercice 6.16 : Montrer que la conductivité de Drude peut également se reécrire sous la
forme oo = €?pyD (relation d’Einstein) ott D = (?/(1d) est la constante de diffusion. On donne
k;l = 0.83 A(argent), quelle est la distance parcourue par un électron balistique en 1 s? On
donne ¢, ~ 30 nm (Ag6N, argent trés pur). Calculer D. Quelle est la distance parcourue par un
électron diffusifen 157

Effet de la température : 4 T # 0, le résultat (253) doit étre convolué par la dérivée d’une fonction
de Fermi —0f/0e. Comme le résultat & 7' = 0 K dépend faiblement de 1’énergie (& travers n et
Te), la convolution est sans effet. Toutefois la température n’est pas sans effet. En effet, nous
venons de montrer que les collisions (élastiques) sur le désordre, induisent une conductivité
finie. Si les électrons sont soumis & d’autres processus de collission 84 (électron-phonon,...) la self
énergie de la fonction de Green recoit les contributions des différentes perturbations : désordre,
interaction électron-phonon, etc. Cela correspond & ajouter les taux de relaxation % selon la loi

de Matthiesen
L _1 + ! + (254)
7(T)  7Te  Te—pn(T)

83¢lle correspond & un comportement de la réponse impulsionnelle o(t) o« 6(t), traduisant ’apparition d’un
courant constant (i.e. la conservation de I'impulsion des électrons) suite & une impulsion de champ électrique.

84autres que électron-électron qui conserve le courant total,

85Temps de vie et temps de transport.— Nous devons ici apporter une petite précision sur la nature du
temps de relaxation intervenant dans la conductivité. Nous avons introduit le temps de vie des états électroniques
comme : 1/7 = —2ITm X% = 271p(C(6))e, ot C(6) ef J[dr e_i(k/_k)TV(r)V(()) ol 0 est l'angle entre les deux
vecteurs k et k' sur la surface de Fermi, ||k|| = ||k'|| = kr (& approximation de Born, C(6) est proportionnelle &
la section efficace de diffusion dans la direction 6). Le temps qui intervient dans la conductivité n’est en général
pas ce temps mais le temps de relaxation de la vitesse [68, 4, 5] : 0 = nery (ceci est lié & la présence de kyk;,
dans les relations (234,250)) ; ce temps est appelé temps de transport 1/7¢. = 2mwpo(C(0)(1 — cos8))e. Dans le cas
de la diffusion isotrope, C'(#) = w n’a pas de structure et les deux temps coincident. Dans le cas de diffusion
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ne27(T)
et

Le calcul de la conductivité conduit & oprude =

6.7.3 Corrélations entre fonctions de Green

Nous avons retrouvé le résultat semi-classique en négligeant les corrélations entre les fonctions
de Green dans ’équation (250). Nous souhaitons maintenant étudier l'effet des corrélations sur
la conductivité moyenne. Cette discussion repose sur l'analyse des corrections perturbatives de
(250), qui sera menée en analysant physiquement différents types de contributions. A cette fin
nous commencons par donner la représentation diagrammatique de (250), que nous dessinons
comme une bulle (figure 43) constituée par les deux fonctions de Green. Les lignes ondulées
représentent les éléments de matrice de l'opérateur courant moyen, ek, /m et ek. /m, et nous
rappellent que la conductivité est une fonction de corrélation courant-courant.

Eptm

FIGURE 43 — Représentation diagrammatique d’une correction perturbative pour la conductivité
moyenne donnée par l’équation (250). Les lignes continues (tirés) représentent des fonctions

L= ™A . . . .
de Green retardées G (avancées G ). Les lignes ondulées représentent l’opérateur de courant
(eky/m et ekl./m). Les lignes pointillées reliant les lignes retardées et avancées correspondent a
corréler les fonctions de Green G® et GA dans Uéquation (250).

Dans le cas du terme de Drude les lignes de fonctions de Green sont les fonctions de Green
moyennes éR et éA. Les corrélations entre fonctions de Green sont représentées par des dia-
grammes dans lesquels les lignes de fonctions de Green retardée et avancée sont couplées par
des lignes d’impureté (figure 43).

ik Légere modification des régles de Feynman pour la conductivité ::#.— Dans les
diagrammes, les lignes de fonctions de Green seront désormais des fonctions de Green moyennes,
éR et éA (au lieu des fonctions de Green libres), ce qui est une maniére de resommer une partie
des diagrammes ne couplant pas les fonctions retardées et avancées.

Transport classique et localisation faible : présentation heuristique Nous avons déja
noté au cours du calcul de la conductivité a ’approximation de Drude que les résultats intéres-
sants sont non perturbatifs et correspondent a resommer certaines classes de diagrammes. La
question est donc d’identifier les classes de diagrammes qui apportent les corrections dominantes.
Pour cela nous faisons une petite digression et donnons une image plus qualitative de I’étude
du transport dans un métal diffusif. Lorsqu’on étudie la conductance d’un systeme relié a deux
contacts, on peut montrer que la conductance est reliée a la probabilité de traverser le systeme.
Cette probabilité s’exprime comme le module carré d’une somme d’amplitudes de probabilité :

62 62
G =59~ 524

anisotrope (lorsque la fonction de corrélation de V présente une structure), les deux temps peuvent toutefois
différer notablement 7¢» > 7. Cette discussion s’applique au cas de la diffusion électron-phonon (chap. 26 de
[13]) : le temps de collision électron-phonon est 7e_pn oc T~ mais la diffusion est fortement anisotrope & basse
température (< wp, la coupure de Debye) et le temps de transport correspondant est Te—pn,tr < T ° ce qui
conduit & o(T) ~ 1/T° pour T < wp.

2
) (255)
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ou la somme porte sur tous les chemins C allant d’un contact & I’autre, pour un électron d’énergie
er. La conductance adimensionnée est notée g. Cette formulation des propriétés de transport
peut étre rendue rigoureuse, c’est 'approche de Landauer-Biittiker. La relation avec la formule
de Kubo se comprend en remarquant que 'amplitude A¢ est associée a la fonction de Green
retardée, et 'amplitude conjuguée A; a la fonction de Green avancée (formule de Fisher &
Lee G®(contact 1 «—contact 2;€p) ~ > o Ac) : cette expression de la conductance possede la
structure g ~ |G®(contact 1 «contact 2;ep)[? ~ GRGA.

Dans le cas d’'un métal faiblement désordonné (kpf. > 1), la somme porte sur les chemins
classiques décrivant des collisions sur les impuretés (rappelons qu’avec notre choix de modele
désordonné, apres moyenne, 'interaction avec le désordre s’interprete comme une double inter-
action avec une impureté localisée). La phase d’une amplitude est donc proportionnelle & la
longueur £¢ du chemin de diffusion : A¢ eikric,

La conductance moyenne est donnée en moyennant 1’expression :

g D eP+ Y AcA (256)
c cAC!
N————
classique quantique

On peut montrer que le premier terme, la somme des probabilités, correspond au terme classique
(Drude). C’est le terme dominant car donné par une somme de termes positifs. En revanche
le terme d’interférences (quantique) est une somme de termes portant des phases A,Ap o
elkr(te—ter)  On comprend que ce type de contributions a d’autant plus de mal & survivre a la
moyenne sur le désordre que la différence ¢ — f¢/ est grande (le terme classique |A¢|? domine
car les deux chemins correspondent & la méme séquence de collisions (figure 44)). Une fagon de
minimiser la différence des longueurs est de considérer une séquence de collisions identiques au
milieu de laquelle on introduit un croisement. Cette construction fait apparaitre une boucle a
I'intérieur de laquelle une des trajectoires est renversée (figure 44). Ce terme décrit I'interférence
entre deux trajectoires diffusives renversées : les deux trajectoires subissent les collisions dans
I'ordre inverse, ce qui correspond aux diagrammes mazimallement croisés (figure 45) que nous
analyserons. A cause du croisement les phases des deux amplitudes different 1égerement et cette
contribution est petite (une bonne introduction est donnée au chapitre 1 de [4, 5]).

Contact 1 =R, % C/. .~ Contact2 Contact 1 = —== Contact 2

FIGURE 44 — A gauche :contribution au terme classique el Acl?. A droite : contribution au
terme quantique ZC;«EC’ Ac Al qui minimise Le — Ler. La boucle décrit linterférence quantique
de trajectoires renversées.

6.7.4 Diffuson (contribution non cohérente)

Nous venons de montrer par des arguments heuristiques que les séquences de collisions identiques
jouent un réle important. Avant d’étudier les diagrammes maximallement croisés de la figure 45,
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il est instructif de commencer par étudier les diagrammes en échelle :

———diff
0@)" = el o L gL s (257)

Chaque contribution peut étre analysée facilement a ’aide des regles de Feynman énoncées plus
haut.

# Exercice 6.17 : Donner l'expression (sans les calculer) des deux premiers termes de (257)

. —R —A
en fonctions des G~ et G .

#y Exercice 6.18 : Nous introduisons la quantité

k+q
— J— -+.
A(q,w) d:ef%ZGR(k+q; €r +w) GA(k;eF) = x (258)
k

que nous calculons dans la limite ¢ — 0 et w — 0.

Vérifier que GR(k: +qertw) = éR(k‘) + (v - q — u))[éR(k)]2 + (vg - q)Q[éR(kr)]3 +--- ou toutes
les fonctions de Green du membre de droite sont prises a énergie de Fermi; vy, = k/m (on
admettra que le terme ¢, [éR(k)]2 d’ordre ¢* peut étre négligé, ainsi que le terme w?). Comme

nous l'avons signalé, les quantités %Zk[éR(k‘)]” [@A(k‘)]m se calculent aisément en faisant

% Yk — PO fR dey, puis en utilisant le théoréeme des résidus. En déduire que
Aq,w) =1+ iwr, — 3 /d+ - - (259)
Ce résultat sera utilisé a plusieurs reprises.

Nous isolons la série apparaissant au milieu des corrections a la conductivité (257) :

k+q k+q kitq  kj+q ky+q
cTEme o T
Fd((Lw) — ><§ §>< = >< +>< >< Fx x x Foee (260)
— — . 0D .
k k ky k, ky

(une impulsion supplémentaire ¢ a été introduite dans les fonctions de Green retardées). Cet
objet est appelé diffuson. Il est facile de voir qu’il obéit & I’équation (de Bethe-Salpether)

Fi(q,w) =w+ A(q,w)Ty(q,w) (261)

ot A(q,w) est la quantité introduite dans I'exercice précédent. Autrement dit, I'y correspond &
une série géométrique que nous resommons :

w

Li(g,w) = T—Alg o)

(262)

Pole de diffusion.— D’apres le résultat de I'exercice nous voyons que, dans la limite ¢ — 0 et
w — 0, le diffuson coincide avec la fonction de Green de I’équation de diffusion :

w 1

7o —iw + D¢? (263)

Pd(Q? CU) =
Nous comprenons qu'il n’est pas possible de tronquer la série perturbative (260) & un ordre
donné car la limite ¢ — 0 et w — 0 nous conduit au bord du domaine de convergence de la série

géométrique I'g = w7  A™.
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Le comportement de I'y est la signature de la nature diffusive des trajectoires électroniques
dans le métal (on pourrait s’en convaincre en calculant la fonction de réponse densité-densité

2
du métal qui est reliée au diffuson xo(q,w) ~ — poﬁ
le pole de diffusion & la conservation du nombre de particules [79]).

Nous sommes en mesure de calculer la contribution des diagramnes en échelle a la conduc-

tivité

[9] ; cette remarque permet de relier

—diff e 1

o(w) z Z ko K., |§R(1{;)|2 I'y(0,w) |@R(]g/)|2 (264)

= 2nm?2
Vo oY

L’isotropie de la relation de dispersion conduit & < > Kz |§R(k‘)|2 =0 et donc

——diff

W) =0 (265)
Ce résultat s’interprete facilement : rappelons-nous que la conductivité est reliée a constante de
diffusion, i.e. & la fonction de corrélation de la vitesse ¢ ~ D = [ dt (vx(t) vz) (ce que nous
rappelle la présence de k. k! dans (250)). Le diffuson (260) décrit une séquence de collisions
arbitrairement grande, apres laquelle la mémoire de la direction initiale de la vitesse est perdue. 8

#v Exercice 6.19 : Limite limg, 0 lim,—¢ 0(q,w).— On admet que la conductivité moyenne

a q # 0 est donnée par : 045(q,w) = %% Sk Ko K GR(E + ¢, K + ¢; er +w) GA(K, ks eR).
——diff
Montrer que la contribution des diagrammes en échelle (le diffuson) est 04(q,0) "= —aog—z

(qui differe donc de mdiﬁ =0).

Indication : En utilisant les mémes approximations que dans 'exercice 6.18, montrer que

w —=R —=A ckple
L kG (k+q)G (k) ~ —ikEfeq,

6.7.5 La localisation faible : une correction quantique (cohérente)

Sur la base d’arguments heuristiques, nous avons montré quelle classe particuliére de corrections
perturbatives domine aprés moyenne sur le désordre : les lignes d’impuretés maximalement
croisés (figure 45). Cette correction a la conductivité moyenne s’appelle la correction de lo-
calisation faible. Physiquement elle trouve son origine dans les interférences quantiques entre
trajectoires électroniques symétriques par renversement du sens du temps (ce que les figures 44
et 45 suggerent). Ces interférences conduisent & une augmentation cohérente de la rétrodiffusion
des électrons, i.e. une diminution de la conductivité.

. . ., . . . . ——Coop
FIGURE 45 — Diagrammes mazimalement croisés : correction de localisation faible o(w)

La structure du bloc central apparaissant sur la figure est tres similaire au diffuson, seul
le sens des lignes des fonctions de Green avancées a été changé. Lorsque nous retournons les
fonctions de Green avancées nous constatons que le vecteur d’onde ¢ du diffuson (260) remplacé

86Notons que dans le cas ot la diffusion est anisotrope, la contribution du diffuson est non nulle. Elle fait
apparaitre le temps de transport 7, lorsqu’elle est ajoutée & la contribution de Drude [4, 5].
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par k+ K :

k k ky
«— «— .
(Q — k‘—|—k’l ) = x B3 = >< + x x Fx x  x o (266)
- < ¢
k k k+ k',

Cet objet porte le nom de “cooperon” et présente également un podle de diffusion pour @ — 0 :

[e(Qw) =

ow w b
1-AQ,w)  7Te—iw+DQ?’

A la différence du diffuson, la contribution mmOp a la conductivité moyenne est cohérente : elle
décrit les interférences quantiques entre trajectoires électroniques renversées par sens du temps.
Pour tenir compte de cette remarque, nous introduisons un cutoff 1 /7, dont le réle est d’éliminer
les contributions des boucles de tailles supérieures & L, = /D7, (i.e. des Q S 1/Ly) :

(267)

w 1

Fe(Q,w) = — 1

Te — — iw + DQ? (268)

Ici I'introduction de L, est purement phénomenologlque mais elle peut étre justifiée un peu plus
rigoureusement (on pourra se reporter au chapitre 6 de [4, 5] par exemple, ou plus directement
aux articles [10, 24] présentant une description plus microscopique de la décohérence par 'in-
teraction entre électrons; ou encore a la référence [75] et au chapitre 5 de [74]). Finalement la
contribution des diagrammes maximalement croisés a la conductivité prend la forme :

o(w)

coop 62

- 2rm?2 Vol2

3 ko K (G (R) 2Tk + K w) (G (k)2 (269)

kK’

A la différence de la contribution du diffuson ot Pintroduction du diffuson dans (250) conduit
& une décorrélation des impulsions k et k' (décorrélation de la direction de 'impulsion apres
une séquence de collisions), le cooperon introduit une forte corrélation entre les impulsions &
et k' : les intégrales de I’équation (250) sont dominées par k + k' = 0 (ce qui correspond a la
rétrodiffusion). Le découplage entre petites et grandes échelles (dans I’espace réel G" déeroit
sur des distances courtes ~ /. alors que I'. décroit sur de grandes distances ~ L) nous permet
d’écrire

D ko K G (k) Dok + K, w) [G ()2 = FZ|G R Te@w)  (270)
kK Q

Finalement, en utilisant le résultat de I’exercice 6.20, nous aboutissons & :

e? 1 1

Ao(@) = - —
o) == 7 v < 1/1—w/D+ @

(271)

e C Drud . . 7 . N
ot 8 Ao (w) € o(w)"® ~ o) —o(w) . Lesigne de la correction est négatif, d’ott le nom de

correction de localisation faible. Une condition de validité de ce résultat est | L, > £ | puisque

Ao (w) décrit des effets d’interférences quantiques sur des échelles sur lesquelles le mouvement,
de I’électron est diffusif, i.e. dans un régime de collisions multiples. 88 Par la suite on fixe w = 0 :
Ac = Ac(w=0)

87La contribution du cooperon n’est que la contribution dominante au terme d’interférences quantiques & —
—Drude
g .

88En pratique L, décroit lorsque la température augmente. Pour des températures t.q. L, S Le, les effets
d’interférences se manifestent dans un régime ou le mouvement de 1’électron est balistique. C’est pourquoi on
parle de régime diffusif pour Ly > l. et de régime balistique lorsque L, < Le.
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#1 Exercice 6.20 : Montrer que & >, |§R(k)|4 =272

e
L’expression de la localisation faible est plus aisée & manipuler si nous retournons dans
I’espace réel. Nous remarquons que la somme correspond a la trace de la fonction de Green du
. . 1 _ 1 , .
Laplacien : ZQ VTR = {71 T2 A } Nous pouvons donc écrire

62 o]

Ao=-— i AtP(t) e Ve | ot Pu(t) = (r|edr) (272)

P.(t) s'interprete comme une probabilité de retour a l’origine (nous avons supposé l'invariance
par translation). Elle mesure le nombre de boucles renversées pour une échelle ¢ (la constante
de diffusion D avait disparu de nos expressions a w = 0. Nous ne ’avons pas réintroduite et le
P p p
“temps” t a donc la dimension d'une [longueur]?). Cette expression montre plus clairement que
I'introduction de L, correspond bien a I’élimination des boucles s’étendant sur des distances
[}
supérieures a L.

Correction de localisation faible du fil et du plan.— On utilise I’expression bien connue de
la probabilité en dimension d : 1/(47t)%2. Pour un fil de longueur L > L., on vérifie facilement
que :

Aog = ———2 (273)

ou s est la section du fil (si on tient compte de la dégénéréscence de spin, le résultat est multiplié
par 2). Il est remarquable de noter que, contrairement au terme classique de Drude, ce résultat
est indépendant de propriétés telles que la densité n ou le libre parcours moyen élastique. On
peut montrer que dans le régime mésoscopique (L, > L) la correction de localisation faible &
la conductance adimensionnée est universelle 3290 Ag = —%.
Pour un film mince (un plan) l'intégrale de (272) présente une divergence aux petits temps,
que nous coupons & t ~ 2 (temps en decd duquel le mouvement n’est plus diffusif).
A0 plan = % In(Ly,/¢c) (274)

ou b est ’épaisseur du film métallique.

Dimensionalité effective.— Si on consideére un film métallique mince d’épaisseur finie b et de
largeur finie W la dimension effective est donnée en comparant la longueur de cohérence de phase
L, a la longueur, comme on peut s’en convaincre a 'aide de (271). L, > W, b correspond a la
situation (quasi) unidimensionnelle. W > L, >> b correspond a la situation bidimensionnelle.

*Nous partons de 'équation (271) : Ag = — 35 >2°° | m ot la somme sur le vecteur Q est remplacée
P

par une somme sur les modes propres de 'opérateur de diffusion sur [0, L]. La connection du fil & des contacts &
ses deux extrémités est prise en compte en considérant des conditions de Dirichlet, ce qui exclut le mode zéro de
Popérateur de diffusion (I’hypotheése semble naturelle, cependant elle touche & un point plus subtil qu’il n’y parait
et meriterait d’étre discutée plus en détail, cf. [4, 5]).

Le résultat peut étre obtenu encore plus directement en utilisant le déterminant spectral [3, 74] Ag = %A& ou

AG = —20,In S(). Pour le fil connecté le déterminant spectral est donné par S(vy) = Smh% et nous obtenons
immédiatement Ag = —LT“’ ( coth % - LT“") qui est le résultat de la sommation donnée ci-dessus, et interpole bien

entre —1/3 et —L, /L.

% La transition entre Ag ~ —% et Ag =~ —LT“’ peut se comprendre de la maniere suivante. Dans la limite
complétement cohérente, L, > L, la correction est d’ordre Ag,,, ~ —1 (rappelons que g > 1). Si on considére
maintenant un échantillon beaucoup plus long que la longueur de cohérence de phase, L, < L, nous pouvons le
“découper” en N' = L/L,, tranches de tailles L, incohérentes entre elles, dont nous ajoutons les résistances : R ~

_ N AN
ge1+Ageon el

ie. Ag=—AR/R* = L Ag.on ~ fLT“’. QED.

(1 — %). Nous obtenons la correction de localisation faible & la résistance AR ~ —NAg,.,./ 93,
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of noise, the fitted curves are indist}nguishable from the
data. Inset: Values for the quantity £,(7)~2 as a function
of T2 for part of our temperature range.

FIGURE 46 — a gauche : Magnétorésistance AT’F = —% d’un fils quasi 1D de Lithium [58]. a
droite : Magnétorésistance de film d’or (situation 2d) [18]. L’inversion de la magnétorésistance
s’explique par lexistence d’un fort couplage spin-orbite dans les métaux lourds.

Magnétoconductance positive (anormale).— Quel est 'intérét a étudier une petite correc-
tion quantique (de lordre ou inférieure au 1% dans une situation typique, cf. figure 46) 7 La
réponse est fournie par les deux expressions que nous venons d’obtenir : Ao fournit une
mesure de la longueur de cohérence de phase. Elle permet donc de sonder efficacité des
processus inélastiques (électron-électron, électron-phonon, etc) a détruire la cohérence quantique
dans un métal. Elle donne acces a des informations fondamentales du point de vue du transport
quantique. En pratique la mesure de la correction de localisation faible est rendue possible grace
A sa sensibilité au champ magnétique. Pour comprendre cela rappelons nous que Ao décrit 'in-
terférence entre trajectoires renversées par le sens du temps. En présence du champ magnétique,
chaque trajectoire porte une phase el€®c/m ot dp = fc dr A(r) est le flux magnétique a travers la
trajectoire fermée, ot A(r) est le potentiel vecteur. Parce qu'une des trajectoires est renversée,
les deux flux magnétiques s’ajoutent et le terme d’interférence est pondéré par eZe®e/7 On a
donc un doublement du couplage au champ. L’écriture de P.(t) sous forme d’intégrale de chemin
permet de prendre facilement en compte cette phase magnétique :

r(t)=r . 2 )
Pe(t) = / Dr(r) e Jo 47l +2iealr) 7] (275)

On peut vérifier que la correction de localisation faible du fil de largeur W devient [8] :

621[1 L1 }1/2 1 s eBW
el 11 N
h s La LZB

Ao = — (276)

LB:\/gﬁ

a fort champ la correction décroit comme Ao oc —1/B. La conductivité augmente avec le champ
magnétique (le comportement inverse de la conductivité de Drude) : on parle de magnétocon-
ductance positive ou anormale. Le champ magnétique introduit donc un cutoff supplémentaire
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comme on peut le comprendre facilement a ’aide de I’argument suivant. Pour une échelle de
temps ¢ l'aire algébrique typique des trajectoires browniennes fermées est W/t (la largeur du fil
W x la distance typique explorée le long du fil v/#). Le flux correspondant est ®¢ ~ BW+/t (il
est de signe aléatoire). Pour les trajectoires associées a des temps courts t < 758 = (¢o/BW)?,
ol ¢g = h/e est le quantum de flux, la présence de la phase magnétique est sans importance :
etin®c/¢0 ~ 1. En revanche si t > 75 les contributions des trajectoires sont affectées par une

phase importante ®¢/¢p > 1. Le champ magnétique introduit donc un cutoff & ¢ = 75 et la
min(7g,7e) _dt

correction de localisation faible a la structure Ao ~ — 0 Tani

(ici 7, = L2).
#y Exercice 6.21 : Magnétoconductance classique et magnétoconductance anor-
male (d’un fil).— On rappelle que la conductivité de Drude varie a “bas” champ comme
A ass(B) /oo ~ —(Bu)? ot u = € est la mobilité. On considére de I'argent avec £, = 30 nm
(on rappelle que k' = 0.83 A). Vérifier que Acclass(B)/0o ~ —107°B% (B en Tesla).

On considére un fil d’argent de section S = W x a = 60 nmx50 nm soumis a un champ
magnétique perpendiculaire. Calculer la longueur Lp pour B = 1 T. Vérifier que la localisation
faible décroit comme Ao /oy~ —107°/B (B en Tesla).

La figure 46 (gauche) présente un résultat expérimental pour un fil de Lithium. La mesure
est effectuée a différentes températures : on observe une disparition de cette correction quan-
tique lorsque la température augmente, due a une augmentation de la fréquence des collisions
inélastiques, 4.e. une diminution de L. L’analyse des données avec (276) permet de déduire la
dépendance de L, avec la température.

Le résultat expérimental pour le film mince (situation 2d) est représenté sur la partie droite
de la figure 46 et montre bien la dépendance logarithmique aux forts champs. Notons que le
résultat expérimental de [18] présente une variation avec le signe opposé (A—If = —% x In(B)
sur la figure). Ce changement de signe, ainsi que le changement de signe de la dérivée de A—PF a
fort champ pour T' = 20.8 K, s’expliquent par la présence d’un fort couplage spin-orbite dans les

métaux lourds tels que 'or.

Conseils de lecture : Il existe de nombreux articles de revue sur le sujet : un article introductif
est celui de B. Al'tshuler & P. Lee [11]. Une revue classique est celle de G. Bergmann [19], avec
de nombreux résultats exprérimentaux. L’article de Chakravarty & Schmid [24] donne une vision
plus intuitive basée sur 'intégrale de chemin et I'approche semiclassique. Une référence récente
et compléte est Pouvrage d’E. Akkermans & G. Montambaux [4], qui présentent les concepts en
les appliquant en parallele a 'optique et au transport électronique.

7 Au dela de la réponse linéaire

Dans ce cours j’ai souhaité appliquer les concepts du formalisme de la réponse linéaire & différents
problemes physiques et principalement au transport électronique. D’une part ces notes n’ont
donné qu'un tres bref apergu des questions traitées. D’autre part il faut garder a l’esprit que
I’étude du régime non linéaire (la caractéristique (V') d’un conducteur par exemple) donne acces
a des informations d’autre nature fort intéressantes. Le théoréeme fluctuation-dissipation nous a
montré que les fluctuations dans le régime linéaire n’apportent pas d’information supplémentaire
par rapport aux coefficients de réponse, autrement dit la mesure de (§1?) n’apporte rien de plus
que celle de (I). II a été mentionné en TD que I’étude des fluctuations dans le régime non
linéaire pouvait en revanche apporter des informations tres différentes (bruit de Nyquist/bruit
de Shottky). Parmi les méthodes permettant d’attaquer ces questions, mentionnons le forma-
lisme des fonctions de Green de Keldysh, ou le formalisme de Landauer-Biittiker (I’approche de
“scattering’ du transport et du bruit, plus intuitive).
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A Probleme : Mouvement brownien quantique

Nous étudions la dynamique d’une particule libre de position ¢ et d’impulsion p couplée a un
bain d’oscillateurs harmoniques décrits par les variables canoniquement conjuguées x,, p,. Nous
dérivons une équation de Langevin quantique. La dynamique du probleme est décrite par :

~9 2
A~ _ A~ pn } 2 s Cp, A
H = Hg+ zn: <2mn + 2mnwn <xn mnw%q> > (277)
R P>

Le probleme est inspiré de l'article [43] et du chapitre 3 de [40].
1/ Préciser I'état d’équilibre (classique). Commenter I'intérét de la forme de couplage choisi.
Par la suite nous considérons la particule libre V' (q) = 0.

2/ Equations du mouvement.— On introduit les opérateurs en représentation de Heisenberg
q(t) = elfltge 11t etc. Caleuler $G(t), Sp(t), i (t) et Lpn(t).
3/ Intégration des équations du mouvement des oscillateurs.— Montrer que

A 0 t
Zn(t) = 2,(0) coswpt + 2a(0) sinwpt + o / dt’ sinwy,(t —t') g(t) (279)
MW, mnwn, Jo

o . 1 t  Lsinwt
Indication : Vérifier que : exp |t 0 9 /m = cosw me S W
—mw 0 —mwsinwt  coswt

4/ Equation de Langevin quantique.— En réinjectant cette solution dans ’équation pour ¢, mon-
trer que 1’équation du mouvement présente la structure :

d2 ~ ! / IN ~fa] F
M3gi0)+M [ atate= i) = ) (280)

Donner l’expression de la fonction 7(t). Montrer que 'opérateur £(t) peut se décomposer comme :
&(t) = C(t) —v(t) q(0) ou ((t) est une combinaison linéaire des opérateurs z,, et p,.

5/ Montrer que [((t),¢(0)] = —ihM~'(t).

Dans la suite on suppose que le couplage des oscillateurs au systeme ne modifie pas leur
propriétés d’équilibre thermodynamique. La nature macroscopique du bain d’oscillateurs nous
permet de le supposer a I’'équilibre thermodynamique.

6/ Calculer (zpzpm), (Dnpm) €t (Tppm). En déduire que

C2

(C(t)¢(0)) = 5 ; mn:;n <coth 2}112711’ coswpt — 1 sin wnt> (281)

ou (---) est la moyenne grand canonique. Montrer qu’a la limite classique le corrélateur est relié
a(t).
7/ Fonction spectrale.— On définit™!

C2
Jw) =7y 5w — wp) (282)

2mpwn

91Rq : Il faut noter que dans le cadre du modele général présenté au début du probléme, la particule ne présente
pas systématiquement un comportement diffusif. L’existence de celui-ci est 1ié au comportement aux temps courts
de la fonction spectrale. Si on fixe les constantes de couplage comme ¢, = mnw? on peut montrer que la masse
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Cette fonction code toute 'information sur les oscillateurs nécessaire pour notre probleme. Pour
le vérifier montrer que

~y(t) = % /000 d% JE:U) coswt (283)

et exprimer le corrélateur (((¢)¢(0)) en fonction de J(w).

2
8/ Calculer () pour une densité spectrale J(w) = Myw—PL—. Interpréter wp.

w3 +w?’
9/ Le cas “ohmique”.— le cas ohmique correspond & la limite wp — oo du cas précédent :

J(w) = M~w. Montrer que 1’équation du mouvement pour I'opérateur devient locale en temps

d? d .
S+ Tilt) = - E) (284)

(au cours du calcul on devra utiliser [ Odt5(t) = 1/2, ce quon justifiera a I'aide de la question
précédente). Vérifier que

% ({¢(t),¢(0)}) = Mhy /000 d—ww coth 2ZM coswt (285)

s BT
On se place dans le cas ohmique jusqu’a la fin de ’exercice.

10/ Intégrer I’équation du mouvement. On exprimera q(t)—q(t') en fonction de () (on négligera
les termes transitoires).

11/ Déplacement moyen.— Montrer que

(286)

w2

. T2 2h [T v/ hw '\ sin?w(t —t')/2
<[q(t) - Q(t/)] > i » dw Fi? w coth ST

Pour aboutir & cette équation il faut négliger les termes transitoires (qui sont reliés a des
intégrales sur les fréquences divergentes. Ces divergences ne doivent pas nous préoccuper : elles
proviennent de la divergence de J(w) a haute fréquence qui peut étre régularisée comme on 'a
vu a la question 8).

12/ Mouvement brownien classique.— Montrer que dans le régime |t — /| > 1/v, h/kpT le
résultat correspond au déplacement d’une particule brownienne.

13/ Température nulle : mouvement brownien quantique.— Montrer que dans la limite A/kgT >
|t — t'|, 1/~ le déplacement, induit par les fluctuations de point zéro des oscillateurs, est de la
forme :

(la(t) ~ a()?) ~ e — 1] (287)

14/ On considere la diffusion d’un neutron. On choisit v = 10'° s7*. Commenter la condition
de validité du régime de température nulle.

totale des oscillateurs est reliée a la fonction spectrale selon Mose = Zn My ~ fooo dw {5;’). La fonction spectrale

est naturellement coupée aux hautes fréquences, puisqu’il existe toujours un cutoff naturel wp dans ce type de
modeles (sauf lorsque le bain d’oscillateurs est le champ électromagnétique). Supposons que son comportement
de basse fréquence est J(w) ~ w®. On a [43] :

(1) Pour o € 2 on a Mosc = 00 et le comportement de la particule est diffusif.

(2) Pour a > 2 on a Mosc < 0o. Le comportement de la particule est balistique, avec une masse renormalisée par
le couplage aux oscillateurs.
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B Probléeme : Ondes de spin dans un ferromagnétique - magnons

On étudie?? un modele (quantique) phénoménologique de ferromagnétique. Soit S () Popérateur
densité de spins (I’aimantation locale) correspondant & des spins localisés ou aux spins des
électrons de conduction. Nous écrivons I’énergie d’interaction entre spins sous la forme :

Ao = % / A7 di! o(7 — ') S(7) - §(7") (288)

ou v(7—7") est un potentiel d’interaction. Cette interaction, supposée isotrope, est une interaction
effective qui trouve son origine dans l'interaction de Coulomb entre électrons et le principe de
Pauli (mécanisme d’échange dans le cas d’une interaction ferromagnétique ou de superéchange
dans le cas d’une interaction antiferromagnétique). Nous nous intéressons a la situation ou
I'interaction est responsable de 'alignement de ’ensemble des spins dans une méme direction,
en dessous d’une certaine température, dite de Curie. L’objet du probleme est d’étudier la
susceptibilité magnétique dans cette phase ferromagnétique et de mettre en évidence ’existence
de modes collectifs d’excitation, les magnons, correspondant & des ondes de densité de spin.
Puisque nous ne sommes pas capables de trouver le spectre d’états propres de I’hamiltonien
en interaction, nous allons adopter la stratégie suivante pour le calcul de la fonction de réponse :
une dérivation par rapport au temps de la fonction de corrélation conduira & une équation
différentielle soluble, moyennant certaines approximations (cette approche est appelée “equation
of motion theory’ [21]; elle consiste a obtenir une hiérarchie d’équations couplées pour des
corrélateurs. Négliger certaines corrélations d’ordre élevé rend le systéme tronqué soluble).

Afin d’éviter des ambiguités, ou simplement pour aider la discussion, les opérateurs seront
“chapeautés”.

1/ Justifier que
[Si(7), S;(F")] = ieijn, 6(F — 7') S (F) (on choisit & = 1) (289)

(avec sommation implicite sur les indices répétés) o ¢;;;, est le tenseur de Levi-Civita®.

A~

Suggestion : on peut considérer la densité de spin pour une particule : g(F) = gé(F— ) ou
est 'opérateur position et S 'opérateur de spin.

=p

2/ Equation du mouvement.— On introduit 'opérateur en représentation de Heisenberg
A(t) & eiflot fe=iHot Montrer que
d

aﬁ(ﬁ t) = /dF’v(F— 7Y S(7' 1) x

W)

(7, ) — 10(0) S(7, ) (290)

Vérifier I’hermiticité du résultat.

—

Indications : On rappelle que (f_f X B); = €1 A; B, et €165 = 205

3/ Susceptibilité magnétique.— Le systéme est soumis & un champ magnétique extérieur

—

B(7,t), ce qui apporte la contribution & ’énergie :

Fpert (1) = — / a3 - B, 1) (291)
921] s’agit du sujet d’examen du 19 décembre 2007, un peu augmenté.
9Bk est le tenseur antisymétrique par rapport & I’échange de couples d’indices : ;1 = —ejik, etc, avec
€123 = +1.
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La susceptibilité magnétique est définie selon
<&mwwﬁw&wn+/mﬂwmﬂﬂwﬂp¢q@wuq+ow% (292)

ou (---) et (---)z sont respectivement les moyennes quantiques/statistiques a ’équilibre et en
présence de la perturbation. Exprimer la susceptibilité comme une fonction de corrélation du
systeme a 1’équilibre.

4/ Utiliser I’équation du mouvement pour calculer %Xij (7 —7't).

5/ On suppose que 'interaction est telle que le systéme est dans une phase ferromagnétique a

suffisamment basse température. On note M P'aimantation moyenne M & (S(7)) et on introduit
lopérateur mi(7) décrivant les fluctuations d’aimantation (||m|| < [|[M]]) :

S(7) = M + m(7) (293)

En négligeant les termes d’ordre ||17||® dans 1’équation obtenue au 4, montrer qu’on obtient une
équation différentielle pour la susceptibilité.

6/ Susceptibilité dans ’espace de Fourier.— On définit

T(gw) = [ dtdri (e T (204)

On suppose 'aimantation selon Oz : M = U, Mp. On s’intéresse aux composantes Xzz = Xyy €t
Xay = —Xye (pOur un systéme isotrope). Montrer que celles-ci obéissent au systeme d’équations :
ilw=v(0)]Xaa(@w) = Mo[0(q) — 0(0)] Xay(q, w) (295)
ilw=v(0)]Xay(q,w) = —Mo[v(q) — 9(0)] Xaa(q,w) + Mo (296)

7/ Magnons.

a/ Résoudre le systeme. Montrer que les susceptibilités divergent sur une ligne w = wgz. Donner
I'expression de wy (la relation de dispersion). Interpréter physiquement cette divergence.

b/ La divergence de x;;(q,w) se produit-elle vraiment pour w € R? a quel principe ce probleme
est-il relié ?

¢/ a quelle(s) condition(s) le développement de la transformée de Fourier du potentiel pour

qd — 0 est-il de la forme : 9(q) ~ 9(0) — é(j’ 2. Relier A & une propriété du potentiel. Déduire que

la relation de dispersion des magnons est quadratique, wg *:0 cste + %, et exprimer la masse
q—>

effective m* en terme du potentiel et de I'aimantation.

d/ Ferromagnétique isotrope - théoréme de Goldstone.— A quoi correspondent les magnons de

vecteur ¢ — 07 Déduire la valeur de v(0) dans un ferromagnétique isotrope.

Rq : ce résultat est lié au théoreme de Goldstone. Dans un ferromagnétique isotrope, alors
que ’hamiltonien est invariant par rotation, sous la température de Curie le systéme fixe son ai-
mantation dans une certaine direction. L’état fondamental (la phase ferro) possede une symétrie,
SO(2), plus basse que celle de 'hamiltonien, SO(3). On parle de brisure spontanée de symétrie.
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Ce phénomene s’accompagne de 'apparition de modes de Goldstone, des modes collectifs non
massifs (sans gap)®. L’origine de ce(s) mode(s) vient du fait que I’aimantation peut étre tournée
sans cout énergétique.

e/ Commenter la figure 47. L’expérience pour un alliage de cobalt avec 8% de fer trouve hw, ~

C+ %52 g% ot JS ~ 14.7meV et C' ~ 1.3 meV. En supposant un parameétre de maille a ~ 14,
donner la valeur de la masse effective en unité de masse de 1’électron.

o {1

ENERGY TRANSFER (AE ev)

agy

27
F1e. 2. The energy transfer AE as a function of the reduced
vector of the spin waves. The error bars are about half of the full

width at half maximum cof the neutron groups. The solid line is
the best fit to Eq. (3).

FIGURE 47 — R. N. Sinclair & B. N. Brockhouse, Phys. Rev. 120(5), 1638 (1960). Expérience
de diffusion de neutrons par un alliage de cobalt avec 8% de fer (fec).

8/ Loi de Bloch.— On admet que les fluctuations de I’aimantation 6 M (T') sont proportion-
nelles au nombre de modes de magnons excités thermiquement. Donner la densité de modes
py(w) et déduire le comportement de M avec T et M (on ne s’intéresse pas aux préfacteurs
numériques)??.

94ne pas confondre la notion de mode massif avec la masse effective m* introduite ci-dessus. Dans la terminologie

standard, un mode massif correspond & des excitations avec un gap fini. L’origine de cette terminologie vient de
la structure de la fonction de Green (r |ﬁ| 0) associée & une relation de dispersion k% + m?. La quantité m
joue le role de gap dans le spectre de 'opérateur (ou de masse dans une théorie relativiste 87¢ = (—=A + m?)¢).

95 Cette question offre une autre illustration du théoréeme de Mermin-Wagner : soit pas(w) la densité de modes
magnons. La relation de dispersion quadratique montre que pas(w) w271 Les fluctuations sont données par
OM(T) ~ fooo dw ggfw(f)l ~ TfOT dw %(“’). Nous voyons que l'intégrale ne converge que pour d > 3. En dimension
d < 2 les fluctuations sont infinies, ce qui signale la destruction de lordre (la phase ferromagnétique) induit par
la brisure de la symétrie continue (de rotation).
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C Probleme : Compressibilité des fermions chargés - plasmons
Nous analysons la compressibilité d’un liquide délectrons dans un métal®®. Dans un premier
temps nous étudions la compressibilité xo du gaz de fermions sans interaction. Celle-ci sera prise
en compte dans un second temps, a 'approximation RPA.

Le gaz de Fermi.— Nous nous plagons dans le cadre du modele des électrons libres (dans

s s 1s . 1 59 U PPN | ~ ’ Logs

I'espace tridimensionnel) : Ho = 5~ > ;5 © = > €pCrCi ou ¢p et ¢z sont les opérateurs création
1 k2

et annihilation de fermions dans les états individuels ¢z (7) = Weik"? d’énergie ¢z = 5 (on fera

h = 1); V désigne le volume occupé par les fermions. L’état fondamental du gaz de fermions
est une mer de Fermi : |Fermi Sea) = |all ¢; with ||E|| < kp occupied). En pratique D'énergie
de Fermi ep = ﬁk‘% est beaucoup plus grande que la température et nous pouvons considérer
que le systeme est & température nulle (gaz dégénéré). Nous rappelons que la densité des états
individuels par unité de volume, mesurée & I'énergie de Fermi est pg = p(ep) = & >z 6(ep—ez) =
7;71:5 La densité d’électrons & T = 0 est donc n = [;" dep(e) = k3,/(67%) (nous omettons la
dégénérescence de spin).

Compressibilité dynamique.— La compressibilité caractérise la réponse de la densité a une
perturbation scalaire

1
Fer(t) = + [ 470 U (70) = 3 Y- UR™ (). (207)

—

La composante de Fourier de la compressibilité dynamique est définie comme
()} gmen =0V b0 + [ 0 xaft — ) UR™(¥) + 0077, (208)
ou (---)pyrert désigne la moyenne quantique et statistique en présence de la perturbation.

1. Question de cours : compressibilité du gaz de fermions sans interaction.

a. Exprimer xg(t) comme une fonction de corrélation du probleme a I’équilibre.

b. Montrer que la transformée de Fourier xo(q,w) o fj;o dt x4(t) el“! est donnée par

1 fleg) — fleg, o)
x(@w) =53 o ez - 6;;+;J+rqio+ ’ (299)

—

ott f(ej) est la distribution de Fermi-Dirac. Interpréter physiquement la position des poles.

Indications :

e On rappelle I'expression de la composante de Fourier de la densité : ngy = >, e T =

ZE é%ég i ou 7; est 'opérateur position de la particule i.

2/ Développement & ¢ — 0 et w finie.— Afin d’étudier cette limite, nous faisons deux
approximations dans 1’éq. (299) :

(1) si ¢ < kr nous pouvons négliger le terme en ¢ dans g™ G %I_{ .
(ii) Le gaz peut étre considéré dégénéré, donc —%ﬁe) ~ §(e — €p).
a. Nous introduisons la vitesse de Fermi vp & kp/m. Pour ¢ = ||| < kr, montrer que
+urq 0
= Po
W)~ —— dQ——— 300
Xo(q,w) S0rd /—qu oL (300)

96Sujet d’examen du 17 décembre 2008.
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b. Déduire que : xo(7 — 0,w) =~ po [a1(£)* 4 az(L)*] et donner les expressions de a1 et as.

3/ Compressibilité des fermions en interaction a I’approximation RPA.— Nous considé-
rons maintenant le liquide de fermions chargés. On peut montrer que la compressibilité prennant
en compte l'effet de I'interaction entre électrons a ’approximation RPA est reliée a la compres-
sibilité du gaz sans interaction par

. Xo(q, w
XRPA(Q7W) = 2 (1 )_,
- qupT)XO(q,W)

, (301)

otk = \/dre? po est inverse de la longueur d’écrantage de Thomas-Fermi (la portée du potentiel
@ _

de Coulomb écranté). e = ;== =
TEQ

1.44 eV.nm est la charge de 1’électron en unité CGS.

a. Montrer que la compressibilité présente la structure xgrpa(q,w) WQ@P' Quelle est
P
I'expression de €2,(¢q) ? Quelle interprétation physique pouvez-vous donner & cette divergence ?

b. La divergence de xrpa (¢, w) se produit-elle pour w € R? Comment corriger le résultat obtenu ?
A quel principe ce probleme est-il lié ?

1

T q?. Exprimer w, en fonction de v et &, puis vérifier que

c¢. Montrer que Q,(¢ — 0) ~ w, +

P
K L . . X K
wp X g-€p et préciser la constante de proportionalité. Montrer que m} «x +=

> En et donner le
préfacteur adimensionné.

d. Vérifier que pour ¢ assez grand, xo(¢,w) acquiert une partie imaginaire et donner son ex-
pression. Quelle est la conséquence physique (pour les excitations du liquide d’électrons en
interaction) ?

e. AN : Dans 'aluminium, k;l = 0.57A et e = 11.7eV (Ashcroft & Mermin). La densité d’états
vaut pg = 20 eV 'nm ™3 (cette valeur tient compte de la dégénérescence de spin). Déduire x~*
puis fuw, (en eV).

Expérience : Dans une expérience réalisée en 1962, Marton et al ont envoyé un faisceau d’électrons
de haute énergie (20keV) sur une feuille d’Aluminium. L’intensité du pic de diffusion vers I’avant
est représentée en fonction de 1’énergie perdue par ces électrons lors de la traversée du métal (en
unité de AE = 14.8 eV). Interpréter les différents pics.

T T T T T T T ‘TH"_—_T]

INTENSITY

f— -~

ENERGY LOSS, UNITS OF aE

FIGURE 48 — Diffusion vers l'avant d’électrons de haute énergie (20 keV ) sur une feuille d’Alu-
minium. Intensité du faisceau en fonction de l’énergie perdue par ces électrons; AE = 14.8eV.
L. Marton, J. Arol Simpson, H. A. Fowler & N. Swanson, Plural Scattering of 20-keV electrons
in Aluminium, Phys. Rev. 126, p. 182 (1962).
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D Probleme : Obstacle en mouvement dans un superfluide

Nous étudions le probléme du mouvement d’un obstacle dans un superfluide.?”. La phase condensée
de Bose est décrite par I’équation (de champ moyen) de Gross-Pitaevskii pour la fonction d’onde
du condensat?® 1 (z, t)

0 0?
() = ———
atw( ) 2m Ox?
ot €(|1p|?) décrit I'interaction entre bosons. (A = 1). Nous traitons le probleme en dimension d = 1
pour simplifier?. A 1'équilibre 1 (z,t) = \/nge ** ou la densité ng est reliée au potentiel chi-
mique par 1 = €(ng). Nous nous intéressons aux faibles excitations v (xz,t) = [\/ng+¢(z,t)]e
avec |p| < y/ng. On a donc n(z,t) = ng + on(z,t) ~ ng + 2\/no Relp(z,t)].

V(@ t) + [Ulz,t) + e(v(z, 1) )] (2, 1) (302)

Partie A : calcul de la compressibilité

La réponse de la densité est reliée a la perturbation (U(x,t)) via la compressibilité (en Fourier)

on(q,w) = x(¢,w) U(q,w). Dans cette partie nous montrons que celle-ci prend la forme
2

2
q .2 29 q2
5 otwg(q) =qc + (- — (303)

aw) =T
W)= — S5~
X m w? —wg(q) 2m

est le spectre de Bogoliubov (avec ¢ & %no €'(no)).

1. Une petite perturbation U(x, t) introduit une fluctuation ¢(z,t) autour de I’équilibre. Nous
étudions la réponse p(z,t) a 'ordre le plus bas dans la perturbation. Vérifier que ¢(x,t)
obéit a I’équation d’onde :

. 1
i0pp = —%8590 +A(p+¢") +noU (304)
Donner 'expression du parametre A en terme de la vitesse du son c.

2. Montrer que seules les composantes de Fourier ¢(q,w) et ¢(—g, —w)* sont couplées.

3. Résoudre ce systeme d’équations et déduire 67(q, w) = /no[P(q, w) + H(—¢, —w)*], et donc
(303) (notons que U € R = U(—¢q, —w)* = U(q,w); le champ ¢ étant complexe il n’y a
pas de propriété équivalente).

4. Tracer le spectre de Bogoliubov. Discuter les limites de petit g et de grand q.

Partie B : analyse de la réponse du fluide
1. Discuter physiquement la structure de la fonction de réponse.
2. Comment modifier I’équation (303) pour satisfaire le principe de causalité ?

3. On consideére un obstacle en mouvement, induisant la perturbation U(z,t) = f(z — V)
avec V' > 0, ou f(z) est une fonction positive, rapidement décroissante, localisée autour de
x = 0. La transformée de Fourier correspondante est U(q, w) = 278(w—qV) f(q) ont f(q) est
la TF de f(z). Montrer que les fluctuations de densité sont de la forme dn(z,t) = ®(x—Vt)
oit ® = K  f. Exprimer'® K(z) comme une intégrale.

9La partie B était le premier exercice du sujet d’examen du 16 décembre 2009.

9% Normalisé selon [ dz |¢(x,t)|* = N, oit N est le nombre de bosons.

99Rappelons toutefois que la condensation de Bose n’existe pas en d = 1. Considérer d > 1 ne changerait pas
fondamentalement notre analyse.

109En simplifiant, faire attention & (2 4 i10%)? = 22 4 10T sign(x).
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. Cas V < ¢.— Calculer explicitement K (z). Donner une expression approchée du profil de
densité dn(z,t) en supposant que la fonction K est “étroite” comparativement au profil
de U(z,t). Dessiner l'allure de n(x,t).

. Cas V > c.— Calculer K (z). Tracer 'allure de n(x,t). Commenter.

. Que laissent penser ces observations sur la dissipation dans les deux cas?
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E Probléme : Effet Hall

Nous étudions la conductivité d'un gaz d’électrons se mouvant dans un plan'®’ zOy soumis &
un champ magnétique perpendiculaire homogene (figure 49). 102,

Rq : Les opérateurs sont repérés avec des ~. Ces derniers peuvent étre épargnés au correcteur.

A/ Hamiltonien de Landau.— La dynamique d’une particule de charge e (supposée sans spin
pour simplifier) est décrite par 'Hamiltonien :

Hy = —mi —i[g ,I(Q)r (305)
L= 5miT = o P eA(r

ou le potentiel vecteur décrit un champ magnétique uniforme : rotA = 0z Ay — OyA, = B.

. . def
1. Donner la dimension'® de w, = <2,

A.N. : calculer hw. (en eV) pour B = 1 T. Convertir cette énergie en Kelvin.

hwc

2. Montrer que [0, 0,] =i

eiflLt/h g e=iHit/h oy g € {z, y}. Donner les équations du mouvement

3. On introduit 6, () <
0g(t) =7 et Evy(t) =7

de Heisenberg di

B/ Conductivité pour un électron.— Nous introduisons un champ électrique homogene,
décrit par la perturbation Hper(t) = —e€(t)#. L'invariance par translation du probleme nous
permet de considérer la densité de courant moyennée spatialement j'y o Ik %jy(f’) = g0y
La conductivité relie le champ électrique extérieur a la densité de courant :

Ga(t))e = / at' Y oult — ) &(Y) + O(E?) (306)
b

1. (QUESTION IMPORTANTE) Exprimer 0., (t) et 0,,(t) sous la forme de deux corrélateurs
du probleme a l’équilibre.

2

2. On écrit 04, (t) = :0(t) X(t) et 0ye(t) = :5550(t) Y(t). Calculer X (t) et Y(t). Préciser
la valeur de X (0 ) ( ).

3. On introduit Z(t) & X (t) +iY (¢). Montrer que Z(t) = L g=iwet Déduire I'expression de
022 (t) et oy,(t). Expliquer physiquement la dépendance temporelle de ce résultat.

C/ Conductivité du gaz d’électrons.— Nous considérons maintenant un gaz de N électrons
(les interactions entre électrons ne sont pas considérées).

1. Comment interprétez-vous que le résultat pour aéi elec')(t) soit indépendant de la moyenne

statistique/quantique ? Déduire la conductivité du gaz de N électrons (on note n = N/Surf
la densité surfacique moyenne d’électrons).

2. Calculer (W) = 64y (w) 416y (w). Commenter la structure analytique. Déduire la conduc-
tivité Hall du gaz o & Gay(w = 0) = —Gye(w = 0) (pour B # 0).

10171 g’agit des électrons piégés & une interface de semiconducteurs GaAs/GaAl, As; ., par exemple.
10256cond exercice du sujet d’examen du 16 décembre 2009.
103Ne pas confondre “dimension” et “unité”.
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3. On rappelle que le spectre de Landau de ’Hamiltonien (305) est E,, = hw.(n+1/2), n € N

ou chaque niveau de Landau est dégénéré Ny = @ fois, ou h = 2wh. Exprimer la

conductivité Hall en fonction du facteur de remplissage v ) NJZ —.

4. Relier la résistance Hall Ry = V/I (V et I sont définis sur la figure 49 a la conductivité
Hall. Donner la valeur numérique de h/e? en k(2. Commenter la courbe expérimentale de
la figure 49.

&

2 &
T MAGNETIC FIELD (T) |

FIG. 14. Experimental curves for the Hall resistance Ry=p,,
and the resistivity p,, ~R, of a heterostructure as a function of
the magnetic field at a fixed carrier density corresponding to a
pate voltage ;=0 V. The temperature is about § mK,

FIGURE 49 — A GAUCHE : Gaz d’électrons bidimensionnel soumis & un champ magnétique per-
pendiculaire homogéne et a un champ électrique longitudinal. A DROITE : Résistivité Hall et
longitundinale d’un gaz d’électrons bidimensionnel.

D/ Epilogue.— Le calcul que nous venons de faire, qui a montré que py, o< B, ne permet pas
d’expliquer la quantification mise en évidence expérimentalement. Pour cela nous devons invo-
quer la présence de désordre (impuretés, défauts structurels) expliquant la localisation d’une par-
tie des états quantiques, et donc leur non-participation au transport électronique. L’effet remar-
quable est que la contribution des états d’un niveau de Landau a la conductivité est insensible a la
présence du désordre. Pour davantage d’informations, on pourra aller lire la conférence Nobel de
K. von Klitzing : http ://nobelprize.org/nobel _prizes/physics/laureates /1985 /klitzing—lecture.html

Annexe :
e Convention pour les transformations de Fourier :

f(Q7w) - /dtd$ eiwtiiqﬁ f(:r)t) et f(x,t) _ dw% ~

e —iwt+igx

oL Flaw)e (307)
e Quelques constantes fondamentales : e ~ 1.602 107 C, A ~ 1.054 1073* J.s et kp ~
1.38010723 J. K~ 1. Masse effective dans un 2DEG & une interface GaAs/GaAlAs : m ~ 0.067 m,

avec me ~ 0.9 x 10739 kg.
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