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L'exposant de Lyapunov

e Produits de matrices:

I'I,, = MnMn_l e Ml .

M; € SL(d,R) i.i.d. de loi m.

e L’exposant de Lyapunov: Pour x € RY,

¥(x) := lim 1IE(In\I'I,7x|).

n—oco n

Bellman (1954), Furstenberg & Kesten (1960), Furstenberg
(1963).
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La formule de Furstenberg (cas 2 x 2)

where

= m o -1 z dMm z
(@)= [ mam (oM7) (T (@),

Plusieurs canaux

Dyson (1953), Letac—Seshadri (1983), Chamayou—Letac (1991).
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Modele d'Anderson

—pi1 — U1+ Voo = EY,, neZ.

e Produit de matrices:

wn—l—l _ wn L Vn_E -1
(5 =) we= (25 0)

’7 n—oo n ’
e Variable de Riccati: z, = ¥p/tn-1,
1
zZ = V1 —E— 1
Vo—E — ————
2 Vs—E— .-

Peter Lloyd (1969), Bougerol et Lacroix (1985), Carmona et
Lacroix (1990).
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Modele pour un produit plus general?

e Decomposition d'lwasawa:

M= cosf) —sinf) (e 0 1 u
“ \sinf cosf 0 ev)\0 1/~

e Equation de Schrodinger
—p" + V(x) = Ev.

Relier le produit de matrices a un modeéle physique afin de
développer l'intuition et de permettre des calculs.

Plusieurs canaux
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Modele de Kronig—Penney
e Kronig—Penney (1931):

Solution:

() =M (155)

ou

= (5328 (Gotke o)

(W68
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Un modele supersymétrique

e Définition formelle:
V=w?-w
oll -
W .= Z W;dx; -
i=1

e Produit de matrices:

(bt = w14 (L215)

= (5 ) (Sl )

(R )
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e Interprétation probabiliste: Posons
Y(x)=e I W ().

Alors 1
Gy :=Vv'—Wv = )\ v.
2 v
—E/2

& est le générateur d'une diffusion avec sauts.
e “Impureté double”

Plusieurs canaux

0 e

Figure: Une interaction delta au voisinage d'une interaction

supersymmetrique
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Modele a interactions généralisées

On consideére le produit des matrices

= () (e~ snt)

(F WG 6Y

B

ol
e Distribution des espacements: 6; ~ Exp(p) i.i.d.
e Distribution des B;: i.i.d.

Ceci détermine la loi m des M,;.
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L'équation de Riccati: z := ¢/ /v

7 =—(22+E), x¢{x}.
z(xi+) = Bi (z(xi—)) .

Puisque les espacements sont exponentiellement distribués, et les
B; i.i.d, {z(x)}x>0 est Markovien. Sa densité f(z) satisfait

#7Y(z)
(2> 4+ E)f(z) + pE (/ f(t)dt) =N.

N est la densité d'états.
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Objets clés

e |'exposant complexe:
Q(E) :==~(E)+inrN(E).

e Transformée de la densité:

e Interactions delta (pas de w;): Fourier (Halperin, 1965).
e Interactions supersymétrique (pas de u;): Mellin.
e Limite continue: Hilbert.

Plusieurs canaux



Exposant complexe

Quelques cas solubles

Densité de 0 Densité de u  Densité de w  Fonction spéciale
-1/ A o(w) -

peP? ge o(w) Whittaker

peP? qPue o(w) Whittaker

peP? d(u) ge v Gauss

pe Y d(u) ge2alwl Gauss généralisée

Limite continue Gauss
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Matrices proches de I'identité

e On considére

avec

0:=E(0), 60=0—0 et Dyy =E(5050)

and so on for the other variables. Les paramétres du désordre,
supposés petits, sont

0 Dog  Dow  Day
X = w et 0'2 = DWQ DWW DWLI
u Dué‘ Duw Duu
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Diffusion de Riccati

E </M_1(Z) f(t) dt> =N.

e On part de

et on développe

M(z)
£(0, w, u) = / F(t) dt
= [f(2)%o2z] 60 + [f(2)Pwz] dw + [f(2)Dyz] du+

termes quadratiques + - - -

e On trouve
Q(2)f'(z) + P(2)f(z) = N.

f est la densité stationnaire d'un processus de diffusion Z.
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Systemes a plusieurs canaux

e V(x) une matrice d x d symétrique.

e Interactions représentées par des matrices Sp(2d, R).

e ¢(x, E) une matrice d x d de solutions telle que ¥(0, E) =
0et/(0,E) = 1.

QE) = fim MY E)

X—00 X

Y (x, E) = Z(x, E)Y(x, E).

La relation entre Z et In1) est compliquée par la
non-commutativité des matrices.
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